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Abstrakt

Cilem prace je popsat zdklady kvadratickych téles. Uvodn{ kapitoly jsou zaméfeny na
aritmetiku celych ¢isel a polynomu. V hlavni ¢asti se zabyvame pojmem kvadratického
télesa, celym algebraickym ¢islim tohoto télesa, Gaussovu télesu a Gaussovym celym
¢islum. Zaveér je vénovan kvadratickym télesum, kde neplati jednoznacnost rozkladu, a
reSeni tohoto problému pomoci idealu.

Summary

The aim of the thesis is to describe the fundamentals of quadratic fields. In the first
part integer and polynomial arithmetic is mentioned. The main part discusses the topic
of quadratic field, quadratic integer, Gaussian field and Gaussian integer. The final part
deals with quadratic fields without unique factorization and a solution of the problem
through ideals.
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1. UVOD

1. Uvod

Kvadraticka télesa se pouzivaji pti feseni diofantickych rovnic. Cilem této prace je po-
psat jejich zakladni vlastnosti, vlastnosti délitelnosti a na zavér problém nejednoznacnosti
rozkladu v soucin prvocinitelu.

Tato préce je zpracovana podle metod [3] a [2]. Zakladni studijni literaturou bylo [6],
jako doplnéni informaci [1]. Déle na zaklady aritmetiky celych ¢isel jsem pouzil [4] a pro
podrobnéjsi poznatky o kvadratickych télesech [5].

Text prace je rozdélen na ivod, 4 hlavni kapitoly a zavér. Na konci kazdé kapitoly jsou
feSsené priklady. Ty osvétluji, jak se v praxi pouziva vysvétlena teorie.

Ve druhé kapitole se zabyvame aritmetikou celych ¢isel. Polozime zaklady délitelnosti,
definujeme si zde nejvétsiho spolecného délitele a Eukliduv algoritmus, kterym muzeme
nejvétsiho spolecného délitele nalézt. Prvni ¢ast kapitoly zakoncéime vétou o jednoznacnosti
rozkladu celého ¢isla na prvocisla, dalsi ¢ast vénujeme vlastnostem kongruence modulo
celé ¢islo vétsi nez 1.

Treti kapitola je zamérena na vlastnosti délitelnosti polynomu nad télesem. Podobné
jako u celych ¢isel zavedeme nejvétsiho spoleéného délitele, tentokrat dvou polynomu a
Eukliduv algoritmus pro polynomy. Kapitolu uzavieme vétou o jednoznacnosti rozkladu
polynomu na ireducibilni polynomy.

Nésledujici, stézejni kapitola této prace se tyka kvadratického télesa. Nejdiive si defi-
nujeme kvadratické téleso, jeho celd algebraicka cisla a dale zkoumame tvar téchto cisel.
Obsahem treti casti této kapitoly je délitelnost v okruhu celych ¢isel kvadratického télesa
a nalezeni vSech jednotek téchto téles.

Pata kapitola je vénovana specidlnimu kvadratickému télesu, a to Gaussova télesu.
Zavadime zde Gaussova Cisla a popisujeme zakony délitelnosti. Opét muzeme definovat
nejvétsiho spoleéného délitele dvou Gaussovych ¢isel a nakonec dokazeme vétu o jedno-
znacnosti rozkladu Gaussova ¢isla na Gaussova prvocisla.

Tato véta ovsem neplati obecné ve vsech kvadratickych télesech. Timto problémem se
zabyvame v zavéru. Uvedeme zde, co jsou jednoduché télesa a kolik jich existuje. Déle
se snazime nejednoznacnost rozkladu néjak vytesit. K tomuto ucelu zavadime idealy z
oboru integrity celych algebraickych ¢isel kvadratického télesa. Nakonec uvedeme vétu o
jednoznacnosti rozkladu idealu na prvoidealy.



2. Neékteré priklady aritmetiky
celych cisel
2.1. Rozklad celého ¢isla na prvocisla

Definice 1. Necht a,b jsou celd ¢isla a b # 0. Rekneme, 7e &islo a je délitelné cislem b,
jestlize existuje celé ¢islo g takové, ze a = bq. Stru¢né oznacujeme b | a.

Pozndmka. Véty 1 — 14 jsou vSeobecné znamé, proto jsou zde prezentovany bez dukazu.
Véta 1. Necht a,b,c €Z,b|a ac|b, pak c| a.
Véta 2. Necht a,b,c € Z, be | ac a ¢ # 0, pak plati b | a.
Véta 3. Necht a,b,c € Z, c|a ac|b, potom pro libovolnd &isla x, y € Z plati
c|ax + by.
Definice 2. Necht ¢ je celé ¢islo a ¢ | 1, pak € nazyvéame jednotkou.
Veéta 4. V celyjch cislech tedy mame dvé jednotky, 1 a —1.

Definice 3. Rekneme, Ze celd ¢isla a a b jsou asociovand, jestlize plati a = be, kde ¢ je
jednotka.

Véta 5. Celd ¢isla a a b jsou asociovand, prdvé kdyz a | b a zdroven b | a.

Véta 6. Necht ay,as,b1,by € Z, ay je asociované k ay, by je asociované k by a ay | by.
Potom plati as | bsy.

Véta 7. Necht a,b € Z, b | a aa+#0, pak |a| > |b|. Rovnost |a| = |b| plati, prdvé kdyz a
a b jsou asociované.

Definice 4. Necht p je celé ¢islo, |p| > 1. Pokud je p délitelné jen ¢isly k nému asocio-
vanymi a jednickou, nazveme toto ¢islo prvocislem.

Véta 8. Necht a,b € Z, b # 0. Pak existuji celd ¢isla q a r tak, Ze plati
a=bqg+r, 0<r<|b.
Dvojice ¢isel g a r je urcena jednoznacné.

Definice 5. Nechf a,b,¢ € Z. Cislo ¢ nazyvame spolecnym délitelem ¢isel a a b, kdyz
plati ¢ | a a c|b.

Definice 6. Necht a,b,d € Z. Cislo d nazyvame nejuétsim spolecnym délitelem cisel a a
b, kdyz plati

(a) d je spoleénym délitelem cisel a a b,

(b) pro kazdého dalstho spolecného délitele d’ ¢isel a a b plati d’ | d.
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Véta 9. Pro kazdé dvé celd ¢isla a # 0, b # 0 existuje celé ¢islo d, které je jejich nejvétsim
spolecnym délitelem. Cislo d je aZ na asociovanost jednoznacné.

Poznamka. Nezapornou hodnotu nejvétsiho spoleéného délitele d celych ¢isel a a b budeme
oznacovat symbolem d = (a, b). Muzeme ji urc¢it pomoci Euklidova algoritmu.

Euklidtav algoritmus. Necht a,b € Z, a # 0, b # 0, a > b. Podle véty 8 muzeme sestavit
systém rovnic

a:bq0+r0,0<7“0< |b|,
b:r0q1+7’1,0<7‘1<r0,

o =T1Q2 + 79,0 <19 < 1y,

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0< Tn < Tp-1,

Tn—1 = T'nln+1,

kde n € N, qo, q1, -+ - s Gna1, 70,1y« - - Tna1 € Z. Protoze |b| > 19 > 11 > - > 1, > 1rpy je
klesajici posloupnost nezapornych celych ¢isel, musi existovat n, pro které r, 1 = 0. Cislo
r, je pak nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b.

Véta 10. Necht a,b € Z a d = (a,b) je jejich nejuétsim spolecnym délitelem. Pak existuji
celd c¢isla x a vy, pro ktera plati
ar + by = d.

Definice 7. Rekneme, ze celd ésla a a b jsou nesoudélnd, jestlize (a,b) = 1.
Véta 11. Necht a,b,c € Z, (a,b) =1 a a | be, pak a | c.

Véta 12. Necht a,b € Z, p je prvocislo a p | ab. Pak plati aspon jeden ze vztahi p | a a
plb.

Véta 13. Necht ay,as, ... ,ax € Z, p je prvocislo a p | ayas . . . ay. Cislo p pak déli alespor
jedno z cisel a;.

Véta 14. Necht a € 7 a |a| > 1, pak se ¢islo a dd rozloZit v soucin konecného poctu
prvocisel. Tento rozklad je az na potadi a asociativitu déliteli jednoznacny.

2.2. Kongruence modulo m v Z

Definice 8. Nechf a,b,m jsou celd ¢isla a m > 0. Rekneme, 7e a je kongruentni s b
modulo m, jestlize m | a — b. Kratce znacime a = b (mod m).

Véta 15. Necht a,b,c,m € Z, potom plati:
(a) a =a (mod m).
(b) a=b (mod m) = b=a (mod m).

(c) a=b (mod m) ab=c (mod m) = a=c (mod m).



2.2. KONGRUENCE MODULO M V Z
Dikaz.  (a) Podle definice m | a — a, tj. m | 0.
(b) Kdyzm |a—0b, pakim|b—a.
(¢c) Kdyzm|a—bam|b—c,pakm|(a—b)+ (b—c)atedy m|a—c. O

Dusledek véty 15: Kongruence je relace reflexivni, symetricka a transitivni, je to tedy
relace ekvivalence.

Definice 9. Necht a € Z a @ ozna¢me mnozinu vsech celych ¢isel kongruentnich k a podle
modulu m. Pak a se nazyva trida kongruence modulo m. Tyto tfidy kongruence modulo
m jsou pravé tfidy rozkladu prislusného relaci ekvivalence = (mod m).

Veéta 16. Trid kongruence modulo m je presné m.

Diikaz. Necht 0,1,...,m — 1 jsou tiidy kongruence modulo m. Predpoklddejme, 7e 0 <
k,l<mak=1I Tedy k=1 (mod m) = m |l — k. To ale plat{ jen pokud [ — k = 0
(protoze 0 < |l — k| < m). Proto k = [ a vSech m tiid kongruence je ruznych.

Nyni necht a € Z. Existujf celd éfsla ¢ a r, pro kterd plati a = mg+17, kde 0 < r < m,
tj. a =r (mod m). Kazdé celé ¢islo patii do jedné z m tiid kongruence. H

Véta 17. Necht a,b,c,d,m € Z. Kdyz plati a = ¢ (mod m) a b=d (mod m), pak plati
(a) a+b=c+d (mod m),
(b) ab = cd (mod m).

Dikaz. (a) Kdyzm |a—cam|b—d, pak podle véty 3 médme m | (a — ¢) + (b — d),
tedy m| (a+b)—(c+d)aa+b=c+d (modm).

(b) Opét podle véty 3 dostdvame m | b(a — ¢) + ¢(b — d), tj. m | ab — cd, z ¢ehoz plyne
ab = cd (mod m). O

Véta 18. Necht a,b,m € Z, ab=0 (mod m) a (m,b) =1, pak plati a =0 (mod m).
Diikaz. m | ab, (m,b) = 1, podle véty 11 dostdvame m | a. O

Véta 19. Necht a,b € Z, ab=0 (mod p) a p > 1 je prvocislo, pak plati alespor jeden ze
vztahti a =0 (mod p) a b= 0 (mod p).

Dikaz. p | ab, podle véty 12 ¢islo p déli aspon jedno z ¢isel a a b. n
Véta 20. Necht a,b,c,m € Z, ac = bc (mod m) a (¢,m) =1, pak a =b (mod m).
Diikaz. m | ac — be, tj. m | ¢(a — b), podle véty 11 mame m | a — b. O
Véta 21. Necht a,b,c,d,m € Z, ac = bc (mod m) a (¢,m) =d, pak a =b (mod %).

Diikaz. m | c(a — b), ¢isla ¢ i m jsou délitelné cislem d, takze muzeme psat % | 5(a —b).
(%7, 5) =1, podle véty 11 mame % | (a — b). O
Definice 10. Uplngjm systémem zbytku podle modulu m nazyvame mnozinu m celych ¢isel
r1,72, ..., m, jestlize kazdé z téchto ¢isel patii do jiné tiidy kongruence podle modulu m.
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Veéta 22. Méjme prvocislo p a uplny systém zbytku modulo p
71,72, o, Tp.
Pak pro kazZdé a € Z nesoudeélné s p je i
ary,ars, .. .,ary
uplny systém zbytkd modulo p.

Dikaz. Provedeme sporem. Predpokladejme, ze ar; = ar; (mod p), pro néjaké 4,7, 1 <
i,j < p, © # j. Rovnici upravime na a(r; — ;) = 0 (mod p). p je prvocislo, muzeme
pouzit vétu 19 a dostavame r; —r; = 0 (mod p), tj. r; = r; (mod p). Z toho plyne, ze
1,72, ...,Tp netvorl Uplny systém zbytkl a to je spor s predpokladem. n

Véta 23. Necht a,b,x € Z, p je prvoéislo. Potom md kongruence
ar=b (modp), (a,p) =1 (2.1)
praveé jedno resent.
Pozndmka. Za ruzné nebudeme povazovat feseni lezici ve stejné tridé kongruence.

Diikaz. 1. Existence. Necht
0,1,2,...p—1.

je uplny systém zbytku modulo p. Podle véty 22 je tiplny systém zbytku modulo p i
0,a,2a,...,(p—1)a.

Muzeme tedy najit celé ¢islo x, pro které xa patii do stejné tiidy kongruence jako
b, tj. plati ax = b (mod p). Cislo = je proto feSenim kongruence 2.1.

2. Jednoznacnost. Méjme cela cisla x; a xo, spliujici kongruenci 2.1, tj. axy = b
(mod p) a azy = b (mod p). Odectenim dostavame a(z; —x2) =0 (mod p) a podle
véty 19 mame x; — 29 = 0 (mod p). To znamend, ze ¢isla x; a x patii do stejné
tridy kongruence a nepovazujeme je za ruzna.

m
Mala Fermatova véta. Necht a € Z, p je prvocislo a a a p jsou nesoudélnd, tj. (a,p) =
1. Pak plati
a? ' =1 (mod p).
Diikaz. Necht je mnozina
0,1,2,...p—1. (2.2)

uplny systém zbytkt modulo p. Podle véty 22 je tuplny systém zbytku modulo p i

0,a,2a,...,(p—1)a,
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ktera je permutaci mnoziny 2.2, to znamend, ze muzeme psat

a=ry (mod p),

2a =71y (mod p),

(p—1la=r,_1 (mod p),

kde ry,7r9,...,7p—1 jsou az na poradi ¢isla 0,1,2,...p — 1. Nyni rovnice vyndsobime a
dostavame
(p—Dla? ' =(p—1)! (mod p)

Cislem (p — 1)! mtizeme kongruenci vykratit, protoze (p, (p — 1)!) = 1, a mame tedy

a”'=1 (mod p).

2.3. Piiklady

Pozndmka. Nevytesené piiklady v celé této préci jsou prebrany z [3] a [6].

Priklad 2.1. Dokazte, ze soucet ¢tvercu dvou lichych éisel nemuze byt ¢tvercem zddného
celého cisla.

Reseni. Necht a = 2k; + 1,b = 2ky + 1 jsou licha ¢&isla, ¢, ki, ko € Z. Mame dokézat, ze
a? 4+ b? # 2 pro zadné a, b, c.

a? + 02 = (2ky +1)2 4+ 2k + 1)2 = 4(K? + ky + k2 + ko) + 2
Soucet a? + b? je sudy, piedpokladejme tedy &fslo ¢ ve tvaru ¢ = 2ks, ks € Z.
¢ = 4k3

Rovnice
A(k7 + k1 + kS + ko) + 2 = 4Kk3

ale nema teSeni pro ki, ko, k3 € Z. O

Priklad 2.2. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele cisel 444,252. Vyjadiete potom
(444,252) ve tvaru 444x + 252y.

Resend. K nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele pouzijeme Eukliduv algoritmus. Se-
stavime systém rovnic

444 =1 x 252 4192
252 =1x192 + 60
192 = 3 x 60 + 12
60 = 5 x 12.
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Posledni nenulovy zbytek je 12, tedy (444, 252) = 12. Upravou rovnic Euklidova algoritmu
dostavame

192 = 444 — 252
60 = 252 — 192 = 252 x 2 — 444
12=192 - 60 x 3 =444 — 252 — 252 x 6+ 444 x 3 =444 x 4 — 252 x 7.

]

Priklad 2.3. Necht a,b,m,m; € Z. Dokazte, ze kdyz a = b (mod m) a m; | m, pak
a=b (mod my).

Resend. Podle definice kongruence a délenf méme m | a — b,
mxq =a—b, my X g2 =m, a2 € Z,
mi X qa X q =a—>b.
Z toho plyne, 7ze my | a — b a tedy a = b (mod m). O

Priklad 2.4. Dokazte, Ze kdyZ je m celé ¢islo, potom plati m*> = 0 (mod 4) nebo m? =1
(mod 4).

Reseni. Kongruence modulo 4 ndm rozlozi celd ¢isla na 4 tiidy a pomoci véty 17 umocnime
na druhou:

m=0 (mod 4) m?>=0 (mod 4)
m=1 (mod 4) m?=1 (mod 4)
m =2 (mod 4) m?=0 (mod 4)
m=3 (mod 4) m?*=1 (mod 4). O

Piiklad 2.5. Dokaite, ze kdyZ je m celé &fslo nedélitelné éislem 5, potom plati m? = 1
(mod 5) nebo m? =4 (mod 5).

Reseni. Kongruence modulo 5 ndm rozlozi celd ¢isla na 5 tiid, z nichz jednu vynechdme
(obsahujici ¢isla délitelnd 5) a pomoci véty 17 umocnime na druhou:

m=1 (mod 5) m?>=1 (mod 5)
m=2 (mod 5) m? =4 (mod 5)
m=3 (mod 5) m?=4 (mod 5)
m=4 (mod 5) m*>=1 (mod 5). O

Piiklad 2.6. Reste kongruence:
(a) 3x4+2=0 (mod 5),
(b) 4z +3 =4 (mod 7).
Reseni. (a) Pouzijeme vétu 17:
3x+2=0 (mod5) /x2

r+4=0 (mod5)
r=1 (mod 5),
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(b)

dr+3=4 (mod7) /x2
r+6=1 (mod7)
r=2 (modT7).

Piiklad 2.7. Dokazte, ze kongruence 2x =5 (mod 4) nema fesent.

Resend. 7 definice kongruence mame 4 | 22 —5. Tento vyraz ale nem4 feseni pro = € Z.
Piiklad 2.8. Reste kongruenci 3z = 9 (mod 15).

Resend. Pouzijeme vétu 21, d = (3,15) = 3, kongruenci mtizeme vydélit ¢islem 3:

3r=9 (mod15) /3
=3 (mod ).
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3. NEKTERE PRIKLADY ARITMETIKY POLYNOMU NAD TELESEM
3. Neékteré priklady aritmetiky
polynomu nad télesem

3.1. Zakladni véty o délitelnosti polynomu

Definice 11. Necht T je téleso, p(z) je polynom ve tvaru
p(z) = apx™ + a1zt -+ ap_17 + ap,

kde ag # 0, a; € T, pro i = 0,1,...n. Polynom p pak nazveme polynomem n-tého stupné
nad telesem T

Pozndmka. Budete predpokladat, ze zname pojmy téleso, polynom a stupen polynomu a
umime polynomy nésobit a sc¢itat.

Definice 12. Nechf T je téleso, a(z),b(z) jsou polynomy nad télesem 7. Rekneme, Ze
polynom a(z) je délitelny polynomem b(z), jestlize existuje polynom ¢(x) nad télesem T
takovy, ze plati

Strucné znacime b(x) | a(x).

Pozndmka. Délitelnost polynomu mé analogické vlastnosti jako délitelnost celych ¢isel.

vvvvvv

vynechdme definici asociovanosti, jednotkovych (konstantnich) polynomu, nesoudélnosti
a nejvetsiho spoleéného délitele.

Véta 24. Necht T je téleso, a(x),b(x) jsou polynomy nad télesem T a b(x) # 0. Pak
existuji polynomy q(x),r(x) nad télesem T takové, Ze
a(x) = b(x)q(z) + r(z),

kde r(x) je polynom, jehoZ stupen je nizsi nez stupen polynomu b(x). Dvojice polynomi
q(z) ar(x) je urcena jednoznacné.
Diikaz. 1. Existence. Necht

a(r) = apx™ + a1 8™+ A1 T F Gy,

b(w) = box" + bya" ' + -+ + by 1+ by

Predpokladejme nejprve, ze n > m. Potom polozime ¢(z) = 0,r(z) = a(z).

V opaéném piipadé, tj. kdyz n < m, odecteme od sebe polynom a(z) a b(x)
ag .

vynasobeny mocninou ™" a koeficientem ¢y = e

a(x) — coz™ "b(x) = a1 (x)
Tim jsme dostali polynom a;(z), ktery ma stupen m; < m. Takto sestrojujeme po-
moci vhodnych koeficientu ¢; a mocnin 27 (j; > 0) i dalsi polynomy a;(x) postupné
s niz8imi stupni m;, az m; bude mensi nez n. Prvni takovy polynom nazveme r(z).
Dostavame

a(x) — coz™ "b(x) — ca’b(z) — - - = r(x),

a(z) = b(z)(cox™ " + 1’ +...) + r(x).

11



3.1. ZAKLADNI VETY O DELITELNOSTI POLYNOMU

2. Jednoznaénost. Predpokladejme, ze mame dva ruzné rozklady polynomu a(x), tj.
a(x) = b(z)q(x) + m(z) a a(zr) = b(x)ga(z) + ro(x). Mizeme je od sebe odeéist
a upravit, dostdvame ri(x) — r(x) = b(x)(q2(x) — ¢1(x)), tedy plati, ze b(x) |
r1(z) — ro(z). Polynom ri(x) — ro(x) méa ale nizsi stupen nez polynom b(x), proto
musi byt r1(z) — ro(z) = 0. To znamend, ze ri(z) = r2(z) a ¢1(x) = ga2(x). O

Eukliduv algoritmus pro polynomy. Necht T je téleso, a(x),b(x) jsou nenulové po-
lynomy nad télesem 7" a stupen polynomu a(x) je vétsi nez stupen polynomu b(z). Podle
véty 24 muzeme sestavit systém rovnic

rn—l(I) = n(x)Qn-i-l(x)v
kde n € N, qo,q1,---5Gni1,70,715 - -+, i1 jsou polynomy nad télesem 7' a stupné poly-
nomu b(x),ro(x),r1(z), ..., r(x) tvoii klesajici posloupnost. Proto musi existovat n, pro

které r,41(x) = 0. Polynom r,(z) je pak nejvétsi spolecny délitel polynomu a(x) a b(x).
Véta 25. Necht T je téleso, a(z),b(x) jsou polynomy nad télesem T a d(x) = (a(x), b(x))
je jejich nejvétsim spoleénym délitelem. Pak existuji polynomy f(x) a g(x) nad télesem
T, pro které plati
a(x) f(x) + b(z)g(x) = d(z).

Diikaz. ijravime rovnice Euklidova algoritmu a postupné za 7,75, ..., r,_; dosadme:

ro(x) = a(x) — b(z)qo(),

ri(z) = b(x) —ro(x)qi(x) = b—(a—bgo)qr = a(—q1) + b(1 + goqn),

To

ro(z) = 1o(2) — 11(2)q2(7) = a — bgo — [a(—q1) + b(1 + qoq1)]g2 =
a(l+ q1q2) + b(—q0 — G2 — Qq142),

Tn(x) = Tn—2(x) - ?”n_l(x)qn(x) = ...

Z forem téchto rovnic lze odvodit, Ze i r,(x) (coz je nejvétsi spoleény délitel polynomu
a(z) a b(x)) muzeme psat ve tvaru r,(z) = a(z) f(x) + b(z)g(x). O

Definice 13. Necht T je téleso, p(z) polynom stupné vétstho nez 1 nad télesem T.
Pokud je p(x) délitelny jen polynomy k nému asociovanymi a jednotkovymi polynomy
(tj. polynomy stupné 1), nazveme p(x) nerozloZitelnym (ireducibilnim) polynomem.

Véta 26. Necht T je téleso a c(x) polynom stupné n > 0 nad télesem T, pak se polynom
c(x) dd rozlozit v soucin konecéného poctu ireducibilnich polynomi. Tento rozklad je az na
poradi a asociativitu délitelu jednoznacny.

Dikaz. 1. Existence. Provedeme indukei.

12



3. NEKTERE PRIKLADY ARITMETIKY POLYNOMU NAD TELESEM

(a) Pro stupen polynomu n =1 je kazdy polynom ireducibilni.

(b) Predpokladejme tedy n > 1 a platnost véty pro vSechny polynomy stupné m <
n. Kdyz je polynom ¢(z) je ireducibilni, neni co dokazovat. V opa¢ném piipadé
je mozné polynom c(zx) rozlozit na c(x) = ci(x)ca(z), kde ¢1(x), ca(x) jsou
polynomy nad télesem 7', které maji nizsi stupen nez c¢(x), a podle indukéniho
predpokladu je lze rozlozit v sou¢in koneéného poctu ireducibilnich polynomi.

2. Jednoznacnost. Predpokladejme, ze n,m € N a polynom ¢ méa dva rozklady

c(z) = pi(@)p2(z) ... pa(2) = () ga2(T) - . . g (),
kde p1(z),p2(x), ..., pu(x), 1(2), @2(x), . .., @ () jsou nerozlozitelné polynomy nad
télesem T'.

Bez djmy na obecnosti méjme m > n. Polynom p;(z) | ¢(x), to znamend, ze pi(x) |
G1(2)q2(2) . .. g (). p1(z) tedy musi délit jedem z polynomu ¢;(x), 1 < i < m .
Protoze pi(z) i ¢;(x) jsou ireducibilni polynomy, plati p;(z) = (z)g¢;i(z), kde ()
je jednotkovy polynom. Oba rozklady muzeme vykratit polynomem p,(z) a déle
pireznacime polynomy ¢i(z)ga() ... ¢m(z) na ¢(z)g(x) ... ¢, (x) tak, aby ¢; = qj.
Zustava
p2(2)ps(x) . pu(x) = egs(2)gs(x) - - gy, (7).
V kréceni a preznacovani pokracujeme, az nakonec na pravé strané zbude jen 1:

L= ') (2) . g ().

Tato rovnice ale nemé feSeni pro polynomy ¢;(z), n +1 < i < m, které nejsou
jednotkové. Proto musi byt n = m a oba rozklady jsou shodné, az na poradi a
asociovanost délitelu. m

3.2. Piiklady

Pfriklad 3.1. Rozlozte polynom f(z) = 2* — 822 + 15 v soucin ireducibilnich ¢initelt (a)

v télese Q, (b) v Q(v/3), (c) v R.

Reseni. (a) Nejdifve predpoklidejme, ze polynom f(z) lze rozlozit v souéin dvou kva-

dratickych polynomiu. PouZijeme vzorec pro feSeni kvadratické rovnice pro z? a za

koteny dostavame ¢isla 3 a 5. Potom
f(z) = a* —82% + 15 = (2 — 3)(2® — 5).

Jelikoz v/3 a /5 nejsou raciondlni ¢isla, nemé polynom f(x) v Q za délitele zadné
linedrni polynomy.

(b) V télese Q(v/3) miizeme navic rozlozit i vyraz (v2 — 3) = (v — v/3)(z + v/3). Tedy
f(x) =2t =822+ 15 = (x — V3)(z 4+ V3) (22 = 5).
(c) V télese redlnych ¢isel lze rozlozit oba kvadratické polynomy a

fle) =a* = 82" +15 = (z — V3)(z + V3)(z — V5)(z + V5).

13



3.2. PRIKLADY

Priklad 3.2. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele polynomu (nad télesem Q)
a(z) =2 —2* + -1, bx)=2"+2°+22% 4+ 2.

Vyjadiete ho ve tvaru d(z) = a(x) f(z) + b(x)g(x).

Reseni. Nejvétstho spoleéného délitele vypocitdame Euklidovym algoritmem:

2+ 2+ 207+ 2= (2" —2* + 2 - 1) (2 + 2+ 1) + 32 + 1),
- tr—1="+1)(r-1).

Tedy d(z) = (z* + 1).
1 1
(a:2+1):§(:c5+;1:3+23:2+2)—§( ot - 1)@+ r+1) =
1 1
= —g(xQ + x4 Da(x) + gb(:v) O

Priklad 3.3. Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele d(x) polynomii a(z) = 23 + 1 a
b(z) = 2* + 22 + 1 z télesa Z; a najdéte polynomy nad Z; tak, aby platilo

d(x) = a(z) f(z) + b(x)g(x).
Reseni. Opét pouzijeme Euklidiv algoritmus.

2 l=o@ )+ (2 -2+ 1),
?+1=(r+1)(2®—z+1).

Nejveétsi spolecny délitel polynomu a(x) a b(z) je (22 —x + 1)

(> —x+1)= (" +2>+1) —z(2® + 1),
= a(x) + (—2)b(x). O

14



4. OKRUH CELYCH CISEL KVADRATICKEHO TELESA

4. Okruh celych c¢isel kvadratického
télesa

4.1. Pojem kvadratického télesa

Definice 14. Necht d € Z, d # 0, d # 1 a neni délitelné ¢tvercem zadného ¢isla. Potom
mnozinu Q(vd) = {a +bVd : a,b € Q} nazyvame kvadratickym télesem.

Pozndmka. Ziejmé tedy plati Q C Q(v/d) C C.

Véta 27. Necht dl,dg S Z, d1 7é dg, dl 7A 1, d2 7£ 1, a2+d1, a2J(d2, kde a € Z, a>1 (t]
dy ani dy nejsou délitelné ctvercem celého éisla vétsiho nez 1), pak Q(v/dy) # Q(V/ds).

Diikaz. Staéi, kdyz dokdzeme v/d; ¢ Q(+v/dy). Dikaz provedeme sporem.
Predpokladejme tedy, ze mizeme /d; vyjadiit ve tvaru v/d, = a+bv/ds, kde a, b € Q.
Po umocnéni mame

dy = a® 4 2ab\/ds + b*ds.
Kdyby a # 0 a b # 0, dostali bychom

\/d_2: dl—a2—b2d2.

2ab

To ale znamend, ze ds je ¢tvercem a to je spor s predpokladem.

Kdyby déle bylo a # 0 a b= 0, mdme d; = a? a tedy zase dostdvdme spor.

Predpokladejme tedy a = 0 a b # 0. Potom d; = b*dy. Necht b je celé éislo. Kdyz bude
b> = 1, mdme d; = dy, jinak b? | dy. Ani jeden pifpad vsak neni mozny, opét mame spor
s predpoklady.

Pokud b € Q, b= £, kde p,q € Z a jsou nesoudélné. Pak ¢?dy = p*dy, tedy p? | dy a
dostévame spor. v/d; do Q(1/ds) nepatif a véta je tim dokdzdna. O]

Definice 15. Necht a,b jsou raciondlni ¢cisla, Q(v/d) kvadratické téleso a a = a + bv/d
¢islo z toho télesa. Cislo
N(a) = ad/,

kde o je cislo konjugované k «, pak nazveme normou éisla «.
Pozndmka. Cislem konjugovanym k éislu a = a + bv/d, myslime éislo of = a — bV/d.

Definice 16. Necht « je ¢islo z kvadratického télesa T. Pak normovany polynom p(«)

minimdlnim polynomem ¢isla o a rovnici p(«) = 0 minimdlni rovnict ¢isla .

Veéta 28. Minimalni polynom ¢isla o z kvadratického télesa T déli kazZdy nenulovy polynom
s raciondlnimi koeficienty, ktery md za koten ¢islo a.

Diikaz. Necht p(z) je polynom s kofenem a a ¢(z) je minimalni polynom &isla a. Protoze
je a cislo z kvadratického télesa, stupen p(z) = 2. Plati p(x) = ¢(x)q(z) + r(z), kde ¢, r
jsou polynomy s raciondlnimi koeficienty a stupen polynomu r(z) je mensi nez stupen
polynomu ¢(x).
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4.1. POJEM KVADRATICKEHO TELESA

(1) Predpokladejme, ze stupen r(x) = 1, tedy r(z) = z—~, v € Q. Pro z = o dostavame
rovnici
pla) = pla)g(e) +a —7.

pla) =01 p(a) =0, dostdvame tedy o =y, coz neni mozné.

(2) Nynf necht stupeii r(z) =0, r(x) =, v € Q. Pro z = @ mdme
p(a) = pla)g(a) + 7.
Z toho plyne v = 0.
Tedy polynom r(x) = 0 a plati p(z) = ¢(z)q(z), tedy ¢(x) | p(z). O

Véta 29. Necht a,b jsou raciondlni ¢isla, a # 0, b # 0, @(\/E) kvadratické téleso a
o = a+ bVd éislo z toho télesa. Minimdlni rovnice ¢isla o je potom

2? — 2ax + N(a) =0, kde N(a) = a® — db*. (4.1)

Diikaz. Polozme
p(z) = 2* — 2ax + N(a).

Rozepsanim normy dostavame
N(a) = ad’ = (a4 bVd)(a — bVd) = a® — db?,

Tedy p(z) = 2% — 2ax + a* — db?, dosazenim se muZeme piesvédcit, ze plati p(a) = 0.

Necht ¢(x) je minimdlni polynom é&isla o Pak stupen polynomu p(z) = 2, protoze
podle predpokladu « neni racionalni.

Podle véty 28 plati ¢(x) | p(z). Existuje tedy polynom nad télesem racionalnich ¢isel
q(z) takovy, ze p(z) = p(z)q(x). Stupen p(z) je roven souctu stupnu ¢(z) a ¢(x). Stupen
p(z) = stupen ¢(x) = 2, z toho plyne, ze stupen polynomu ¢(z) =0, tedy ¢ € Q, ¢ #0 a
plati rovnice

p(z) = qp(x).
Oba polynomy p(x) a ¢(x) jsou normované, pro ¢ muze platit jen ¢ = 1.
Tedy p(x) = ¢(x) a rovnice
2® — 2az 4+ N(a) =0
je minimalni rovnici ¢isla a. O]
Pozndamka. Ziejmé uvedend rovnice je také minimalni rovnici éisla o.

Veéta 30. Meéjme dvé ¢isla o a B z libovolného kvadratického télesa. Pak

N(af) = N(a)N(B).

Dukaz. 7 definice normy dostavame

N(ap) = (aB)(af) = apd’f’ = ad' BB = N(a)N(B)
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4. OKRUH CELYCH CISEL KVADRATICKEHO TELESA
4.2. Cela c¢isla kvadratického télesa

Definice 17. Necht Q(v/d) je kvadratické téleso. Rekneme, ze ¢islo o = a + bv/d z tohoto
télesa je celym algebraickym cislem télesa @(\/3), kdyz « vyhovuje rovnici

2*+ x4+ =0, (4.2)
kde koeficienty ¢y, ¢y jsou celd cisla.

Véta 31. Jestlize a je celé algebraické éislo kvadratické télesa Q(v/d), pak i o je ziejmé
celé algebraické cislo tohoto télesa.

Véta 32. Necht Q(\/E) je kvadratické téleso. Vsechny celd algebraicka cisla tohoto télesa
jsou tvaruy

a) a+ bvd v pripadé, ze d % 1 (mod 4),

b) a+ 19”2‘/a v pripadé, Ze d =1 (mod 4),

kde a,b jsou cela cisla.

Diikaz. Oznaéme si M mnozinu véech celych cfsel kvadratického télesa Q(vd) a N
mnozinu vSech ¢isel o kvadratického télesa Q(\/E} tvaru a = ag + bof, kde ag,by € Z
a

6_{\/3 prod Z1 (mod 4)

%3 prod=1 (mod 4).

Méme dokézat, ze M = N.

(1) Necht a € N, a je tedy tvaru ag + bof) a madme dokdzat, ze «a je celé algebraické

cislo télesa Q(Vd).

a) Pfedpoklddejme d # 1 (mod 4), § = Vd, a = ag + byV/d, ag, by € Z. Cislo
ziejmé vyhovuje rovnici 4.2, kde koeficienty ¢; = —2ag a co = a2 — db jsou
cela ¢isla, tedy a je podle definice 17 algebraické celé ¢islo télesa Q(\/E)

b) Nyni necht d =1 (mod 4), 6 = %&’ a = ag+ bo%a, ag, by € Z. Po tpravé

dostavame o = (a0+%1)+b§\/3. Kdyz si oznacime a = (ap+%),b = %, mizeme
se dosazenim presvédcit, ze a opét vyhovuje rovnici 4.2, kde koeficienty ¢y, co
jsou:

b
1 = —2a = —2 <(IO + —0) = —QCLO — bo,

2
b\~ bo\” R
02:a2—db2:<a0+§0) —d(;o) :a%—i—aobo—f—zo—dzoz

1—-d
= a(2)+a0b0—|—b%—.

Cisla ¢1, ¢; jsou celd (protoze d = 1 (mod 4), takze 154 € Z) a &fslo a je celé

algebraické ¢fslo telesa Q(Vd).
Dokézali jsme, ze N' C M.
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4.2. CELA CISLA KVADRATICKEHO TELESA

(2) Necht a € M, a je tedy celé algebraické &islo télesa Q(vVd), o = a +bV/d, a,b € Q,
« je kofenem rovnice
2? — 2ax + a* — db* = 0,
kde koeficienty —2a a a? — db? jsou celd éisla. Oznaéme si je jako ¢, = —2a a
¢y = a® — db?. Pomoci ¢; si vyjadifme a = —% a dosadime do druhé rovnice:
2
c
= Zl — db”.
Cislo b je raciondlni, muzeme ho psét ve tvaru zlomku b = 2o kdew,v € Z,v > 1,

’ 2 2 ’ /. ’ ’
(u,v) = 1. Méme tedy ¢; = 3 — d%, vynédsobenim 4v® dostédvéme

4eov? = Av? — 4du?,
v*(dey — cf) = —4du?.
Z tohoto vztahu plyne v? | 4du?, v a u jsou nesoudélnd &isla, tedy v? | 4d. Nyni
muze platit jen v = 1 nebo v = 2, protoze jinak by bylo d délitelné ¢tvercem celého
cisla.
a) Prov =1 mame b =u € Z, cgzé—du? Cislo %jecelé, tedy 4 |2 a2|c.
I) Prod #1 (mod 4) je a = —% +uv/d, ag = —% i by = u jsou celé.
IT) Prod=1 (mod 4) je

1 d
a:—62—1+ux/_: (—%—u)—l—Qu +2\/_,

ap = —%5 —uiby = 2u jsou opét celé.

b) Pro v =2 mame b = %, u je liché,

o duv 1

4(0? — du?).

Plati, ze 4 | (¢} — du?), tedy ¢? = du? (mod 4). Cislo u je liché, v> = 1
(mod 4), po dosazeni dostavame ¢? = d (mod 4). Ctverec celého ¢isla muze
byt kongruentni s 0 nebo 1 modulo 4.

I) Prod # 1 (mod 4) neni piipustnd ani jedna moznost, kdyby platilo ¢f =
0 =d (mod 4), bylo by d délitelné ¢tvercem, ale to je spor s predpokladem.
) Prod=1 (mod 4) mame ¢ =1 =d (mod 4), takze c; je liché.

1+Vd 1+Vd
Y-

a:a+b\/:i:(a—b)+26 ag + bo 5

ap = a — b a by = 2b musi byt celd ¢isla. To je splnéno, nebot by = u a

. a u__l
a—b= 55" 2(cl+u),

c1 1 u jsou licha, jejich soucet je sudy, takze ag i by jsou celd cisla.
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4. OKRUH CELYCH CISEL KVADRATICKEHO TELESA

Dokazali jsme, ze kazdé celé algebraické ¢islo «, lze vyjadrit ve tvaru a = ag + bo#, kde

ag,bop € Z, M C N atedy M =N. O

Definice 18. Nechf Q(v/d) je kvadratické téleso. Zavedme oznacen{

0 — Vd prod Z1 (mod 4)
B %3 prod=1 (mod 4).

Pozndmka. Mnozinu véech celych algebraickych éisel kvadratického télesa Q(v/d) budeme
znacit Z[0]. Ziejme je Z[0] obor integrity a Z[0] = {a + b0 | a,b € Z}.

Definice 19. Necht T je kvadratické téleso a 6,60, jsou celd algebraické cisla tohoto
telesa. Pokud muzeme kazdé dalsi ¢islo z oboru integrity Z[A] vyjadiit jednozna¢né ve
tvaru

aq 91 + (1292,

kde ay, as jsou celd ¢isla, potom fekneme, Ze 61,0y tvoii bdzi oboru integrity Z[6).
Véta 33. Celd cisla 1 a 0 tvori bazi oboru integrity Z[0).

Diikaz. Ziejmé kazdé celé algebraické &islo v télesa Q(v/d) se da vyjadFit pomoci &sel 1
a 0, staci tedy, kdyz sporem dokazeme jednoznacnost.

Predpokladejme, ze a = a1+ 010 a o = ay + bof jsou dva rozklady celého algebraického
¢isla o télesa @(\/;l), ai, as, bl, b2 € Z. Plati a; — as + (bl - bg)g =0a tedy

ay — az
0= .
by — by
Tady ale dostavame spor, protoze 6 neni raciondlni ¢islo. O

4.3. Délitelnost v okruhu celych c¢isel kvadratického
télesa

Definice 20. Necht T = Q(\/E) je kvadratické teleso a «, 5 jsou cela algebraicka cisla
tohoto télesa. Rekneme, ze ¢islo « je délitelné cislem (3, jestlize existuje celé algebraické
¢islo p z télesa T takové, ze o = . Struéné znacime f | a.

Véta 34. Necht « je celé algebraické cislo kvadratického télesa T, pak o | a.
Dikaz. Existuje celé ¢islo u = 1 tak, ze plati a = au. ]

Véta 35. Necht «, 3,7 jsou celd algebraickd c¢isla kvadratického télesa T, B | a a vy | 3,
potom v | «.

Dukaz. 7 predpokladu plyne, ze existuji celd algebraicka ¢isla z kvadratického télesa T,
pro které plati a = S a f = yv. Plati a = yvu, vu je opét celé algebraické ¢islo télesa
T, tedy v | a. O

Pozndmka. Délitelnost je tedy relace reflexivni a transitivni.
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Véta 36. Necht «, 3, jsou celd algebraickd ¢isla kvadratického télesa T, By | ary, v # 0,
potom 3 | .

Dikaz. Existuje celé algebraické ¢islo p z kvadratického télesa T' tak, ze ay = Byu. Kdyz
neni v = 0, muzeme s ni rovnici vydélit, dostdavame o = fu a tedy 5 | a. O]

Véta 37. Necht «, 3,7 jsou celd algebraickd c¢isla kvadratického télesa T, v | o, v | f3,
pak pro kazdd dvé celd algebraickd éisla £,m kvadratického télesa T plati v | a& + pn.

Dikaz. Existuji celd algebraicka cisla p a v z kvadratického télesa T tak, ze a« = yu a
B = v, takze af = yué a fn = yvn, po secteni a&+Fn = y(u+vn), tedy v | a&+pn. O

Definice 21. Jednotkou kvadratického télesa T nazyvame celé algebraické ¢islo € takové,
ze plati e | 1.

Véta 38. Necht je € jednotkou kvadratického télesa T, pak je jednotkou tohoto télesa i %

Diikaz. Podle predpokladu ¢ | 1, tedy existuje celé algebraické ¢islo u, které spluuje
rovnost eu = 1. Z toho vyplyva, ze i u = % deli 1 a je tedy jednotkou. O]

Véta 39. Necht T = Q(\/E) je kvadratické téleso a o je celé algebraické cislo tohoto
télesa, potom N(«) € Z.

1+\/3, kde

Diikaz. Kdyz d = 1 (mod 4), je celé algebraické cislo o tvaru a = a1 + ax~5

ai,as € Z. Norma ¢isla a je potom

1++d 1—+d
2

—d
)(CL1+CL2 5

4

N(a):aa’:(a1+a2 )za%—l—alaQ—l—ag
Kazdy ze ¢lenu v tomto vyrazu je celé éislo, proto je i N(«a) € Z.
Kdyz bude naopak d # 1 (mod 4), celé algebraické &islo a je tvaru a = ay + azV/d,
kde ai,a0 € Z a
N(a) = (a1 4+ a;Vd)(ay — agVd) = a? — da2,
tedy opét N(«) € Z. O

Véta 40. Necht o a 3 jsou celd algebraickd cisla kvadratického télesa T a 3 | o. Potom
N(B) | N(e).

Dikaz. 7 predpokladu plyne, ze existuje celé algebraické ¢islo p kvadratického télesa T
takové, ze a = fu. Pouzitim véty 30 dostavame N(a) = N(B)N(u). Podle véty 39 je
N(u) € Z. Proto N(B) | N(«). O

Véta 41. Necht a je celym éislem kvadratického télesa T. Pak je o jednotkou, pravé kdyz
N(a) = +£1.

Diikaz.  a) Necht je a jednotkou, tj. a | 1. Podle véty 40 méme N(«) | 1. Norma N(«)
mé byt celd, tedy N(a) = +1.

b) Necht N(a) = +1 = ad/. Protoze i o' je celé algebraické ¢islo, mame « | 1, to
znamena, ze « je jednotkou. O]

Definice 22. M¢jme celd algebraicks ¢isla o, 8 kvadratického télesa T'. Rekneme, ze a je
asocitované s (3, jestlize splnuji rovnici o = e, kde ¢ je jednotkou kvadratického télesa T
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4. OKRUH CELYCH CISEL KVADRATICKEHO TELESA

Pozndmka. Ziejmé je asociovanost relace reflexivni, symetrickd a transitivni. Je to tedy
relace ekvivalence.

Véta 42. Necht jsou o, B celd algebraickd ¢isla kvadratického télesa T'. Pak jsou tyto c¢isla
asociovand, prave kdyz plati o | 5 a zdroven B | .

Diikaz.  a) Necht a a 3 jsou asociované, pak je podle definice a = Se. Tedy ziejme

alBap|a

b) Necht naopak o | 8 a 8 | a. Existuji celd algebraicka ¢isla ju1 a o z télesa T takové,
ze plati a = Buy a f = aue. Proto mame a = oy, po Upravé 1 = pspy. Tedy
¢isla p11 a po jsou jednotkami télesa 1" a ¢isla a a 8 jsou asociované. O

Véta 43. Necht aq, s, 81, B2 jsou celd algebraickd ¢isla kvadratického télesa T, aq je
asociované k aw, By je asociované k By a oy | B1. Potom plati as | Bo.

Diikaz. Podle predpokladu existuje celd algebraické ¢islo u, pro které plati 1 = aqp a
dile a; = ane; a 81 = [aeg, kde €1 a 5 jsou jednotky télesa T'. Po dosazeni méame
By = @281%,&. Teda ay | Po. O

Véta 44. Necht « a 8 jsou celd algebraickd ¢isla kvadratického télesa T, o # 0, B | o, pak
|IN(a)| > |N(B)|. Rovnost |N(a)| = |N(B)| plati, pravé kdyz jsou ¢isla o a 8 asociované.

Dikaz. Podle predpokladu existuje celé algebraické cislo p tak, ze plati a = Bu, a tedy
N(a) = N(B)N(p) a [N(e)| = [N(B)|[[N(p)]. Cislo a # 0, proto mdme [N(p)| = 1.
Tedy |N(«)| > |N(8)]. Pokud by bylo |[N(i)| = 1, tj. 1 by bylo jednotkou a éisla a a
asociované, mame |N(a)| = |N(5)|. O

Definice 23. Necht 7 je celé algebraické ¢islo kvadratického télesa T', |N ()| > 1. Pokud
je ¢islo 7 délitelné jen ¢isly k nému asociovanymi a jednotkami télesa T', nazveme toto
c¢islo algebraickym prvocislem telesa T'.

Véta 45. Necht je 7 algebraickym prvocislem kvadratického télesa T, potom je i éislo w'
k nému konjugované algebraickym prvocislem tohoto télesa.

Dikaz. Provedeme sporem. Piedpokladejme, ze 7' neni algebraickym prvocislem télesa
T a muzeme ho psat ve tvaru 7' = né, kde n a £ jsou celd algebraickd c¢isla télesa T,
IN(n)] >1a|N(&)| > 1. Potom

m= (') =0 =n'¢,
kde N(n) = N(n') a N(§) = N(¢'). To ale znamena, ze 7 je slozené ¢islo, coz je spor. [

Véta 46. Necht je o celé algebraické éislo kvadratického télesa T, N(a) = p, kde p je
prvocislo. Potom je a algebraickym prvocislem.

Diikaz. Provedeme sporem. Predpoklddejme, ze o neni algebraickym prvocislem télesa T a
muzeme ho psat ve tvaru a = n¢, kde n a £ jsou celd algebraicka ¢isla télesa T', [N (n)| > 1
a |[N(&)| > 1. Tedy p= N(a) = N(n)N (&), prvocislo p vsak nemuzeme rozlozit v soucin
dvou celych cisel, jejichz absolutni hodnota je vétsi nez 1. Dostavame tedy spor. O]

Véta 47. Necht je a celé algebraické ¢islo kvadratického télesa T, |N(«)| > 1. Pak lze
toto ¢islo rozlozit v soucin koneéného poctu algebraickych prvocisel telesa T .
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Dikaz. Provedeme indukei.

(a) Kazdé celé algebraické ¢islo a takové, ze |N(a)| = 2, je podle vety 46 algebraickym
prvocislem télesa T'.

(b) Pfedpoklddejme tedy celé algebraické ¢éislo «, | N(a)| > 2 a platnost véty pro kazdé
celé cislo 3, pro které plati |N(8)| < |N(«)|. Kdyz je « algebraické prvocislo, je
véta dokazand. V opacném piipadé je mozné ¢islo a rozlozit na o = (v, kde £,y
jsou celd algebraicka cisla télesa T a podle véty 44 plati 1 < |[N(5)| < |N(a)| a
1 < |N(y)| < |N(«)|. Podle indukéniho pfedpokladu vsak lze ¢isla 8 a 7 rozlozit v
soucin koneéného poctu algebraickych prvocisel. O]

Véta 48. V oboru integrity Z[0] kazdého kvadratického télesa Q(Vd), kde d < 0, je
konecné mnoho jednotek. Konkrétne:

(a) v pripadé d = —1 mdme 4 jednotky a to 1,—1,14, —1,
(b) v pripadé d = —3 mdme 6 jednotek a to 1,—1, 0, —p, 0>, —0?, kde 0 = %,
(c) jinak 2 jednotky a to 1 a —1.

Diukaz. Vsechny cela algebraicka ¢isla kvadratického éisla jsou tvaru a = x + y6, kde
a,b € Z. Jejich norma je

2 _ 2
N(a) :aa/:{ 2~ dy prod#1 (mod 4)

22 4+ 2y + %l@ﬂ prod=1 (mod 4).
Aby bylo a jednotkou, musi platit N(a) = £1. Reiime tedy rovnice
z? — dy? = +1,
o+ 2y + %lyZ = +1,
1-d

kde z,y € Z a d < 0. Proto jsou vyrazy x* — dy® a «* + zy + *3%y* vzdy kladné, hleddme
tedy jen FeSeni rovnic

v —dy? =1, (4.3)
1-d
22+ ay + Tgﬁ =1. (4.4)

(a) Resme rovnici 4.3, d < 0 a d #Z 1 (mod 4). Necht d = —1, pak dostdvdme feseni
(z,y) = (1,0),(=1,0),(0,1),(0,—1). V kvadratickém télese Q(+/—1) tedy existuji 4
jednotky 1, —1,2, —i.

Pro d < —1 ma rovnice 4.3 jen dvé feseni (z,y) = (1,0), (—1,0), tedy jednotky jsou
la-1.

(b) V rovnici 4.4 musi platit d < 0, d = 1 (mod 4). Pro d = —3 mdme 6 feSeni
(I,y) = (170)7 <_1>O)7 (07 1)7 (07 _1)7 (17 1)7 (17 _1)7 tedy cisla

PO i et Sl e et s Sl

’ 2 2 ’ 2 ’ 2

1, —
Jsou to ¢isla 1, —1, 9, —o, 0%, —0?, kde o = :122‘\/3_
Pro d < —3 dostavame zase jen dveé feseni (x,y) = (1,0),(—1,0), tj. ¢islala —1. O
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4. OKRUH CELYCH CISEL KVADRATICKEHO TELESA

Nyni si uvedeme dvé véty bez dukazu.

Véta 49. V oboru integrity Z[A] kazdého kvadratického télesa Q(\d), kde d > 0, je
nekonecné mnoho jednotek.

Véta 50. V oboru integrity Z[A] kvadratického télesa Q(vd), kde d > 0, existuje &*
(fundamentdlni jednotka) a pro kazdou dalsi jednotku € plati e = +(e*)" nebo e = —(e*)",
kde n € N.

4.4. Piiklady

Priklad 4.1. Dokazte, ze pro «, 5 z kvadratického télesa plati
@\ _ N(a)
v (5) =3
-0 - 6653
) \p)\B) \B)\p/) B8 N(@B

Piiklad 4.2. Dokazte, ze ¢isla 0y = 141 a 0y = 3+ 2 tvori béazi celych ¢isel télesa Q(37).

Resend.

]

Resend. Aby tvofila &isla 6y, 65 bazi celych cisel télesa Q(4), must jit kazdé celé algebraické
¢islo a = ay + asi (a1, a9 € Z) tohoto télesa jednoznacné vyjadrit ve tvaru

a=aj+agi = c1(1+1) + (3 + 20),

kde ¢, ¢ € Z.

Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti dostavame ¢y = —2a; + 3as a ¢ = a1 — as.
Tedy kazdé celé algebraické cislo télesa Q(i) lze vyjadiit pomoci 61,0, a ty tvori bézi
celych ¢isel tohoto télesa. O

Piiklad 4.3. Necht 6,0, tvoif bazi celych ¢isel télesa T = Q(\/c_i) Dokazte, ze kazda
jind baze je tvaru
07 = c1101 + c120s,

05 = 2101 + c226-,

kde

€11 C12
==£1, ci1,¢12,621,C2 € Z.

C21 (€22
Reseni. Oznacme

B = {[07,05] : 07,65 tvoii bazi algebraickych celych ¢isel télesa T'}

07 = c1101 + c120,

— {107 0%] - Jeo <ii< ) =
C={[0],05] : 3ci; € Z,1 <i,j <2 det(c;;) = £1, 05 = corby + conl

Mame dokazat, ze B = C.
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(1)

Necht [67,03] € B, tedy je 07,05 béze celych cisel télesa T. Existujf d;; € Z,1 <
1,7 < 2 tak, ze plati

0 = di107 + di1205,

92 == d219f + dgges.

Ozna¢me si
th 01 Ci1 Ci2 diy  dio
0= . o= C= ., D= .
[92] {92} {021 022] |:d21 dzJ
Potom muzeme psat

Ce =0, DO"=0.

Tedy DCO = O, z toho plyne, ze DC = I,. Podle Cauchyovy véty o soucinu
determinantu dostavame det(C)det(D) = det(ly) = 1. Determinant matice C' i
matice D je celé ¢islo, tedy det(C') = £1. Tim jsme dokazali, ze [67,0;] € C.

Necht [0},05] € C, tedy ©* = CO, det(C) = +1. Necht B = ab; + b0, je celé
algebraické ¢islo z T, a,b € Z a a = (a,b). Pak f = a®©. Determinant det(C) = £1,
existujete proto inverzni matice C~!, pro kterou plati © = C~10* a

1
~ det(0)

c! adj(C) = +adj(C) = + [ €22 _021] .

—C12 (11

Prvky matice adj(C) a tedy i C~! jsou cel4 ¢isla. Cislo § tedy mizeme psat ve tvaru
B = aC~'©*. Z toho plyne, ze ¢isla [0, 03] tvoif bazi algebraickych &isel télesa T,
nebot lze pomoci nich vyjadfit kazdé celé algebraické ¢islo z télesa T'. Plati B = C
a véta je tim dokazana. O

Priklad 4.4. Dokazte, ze ¢islo

2

0, 0,
0, 0,

je nezavislé na volbé baze a je zavislé jen na télese (je to diskriminant télesa).

Resend. Necht [0y, 0,],[0%,05] jsou baze télesa T a

(9; = .1'91 + y92,
0; = Ugl + 06’2.

Oznacme si

o) o=la] o=ff) wr-@] w-)

Potom plati

o = MO, (0% =Me,

(6%, (%)) = (MO, M6') = M(©,9).

Opét podle Cauchyovy véty o souc¢inu determinantii mame

24

det(©*, (0%)') = det(M)det(©,0").



4. OKRUH CELYCH CISEL KVADRATICKEHO TELESA

Podle prikladu 4.3 je det(M) = £1, tedy
det(©*, (0%))? = det(M)*det(©,0")? = det(0,0')%

Diskriminant télesa je tedy na volbé baze nezavisly.

]

Priklad 4.5. Dokazte, ze téleso @(\/3) mé diskriminant rovny ¢éislu d, resp. 4d podle

toho, jestli d = 1 (mod 4) nebo ne.
Resend. Necht d # 1 (mod 4), 6, = ay + axV/d a 0y = by + byv/d. Pak

2

0, 0
0, 0,

= (2\/8)2(0,2171 — albg)Q = 4d((lgbl — &1b2)2.
Podle piikladu 4.3 je (agb; — a1by) = £1, tedy

2

O 01" g

0, 0,

Nyni necht d =1 (mod 4), 0; = a; + agl"/g a by =0b + by 1-Vd pyk

2 2
0, 932_<1—¢3_1+¢8

0, 0,

2
2 2 ) (a2by — a1by)? = d(aghy — arby)? = d.

Piiklad 4.6. Dokaite, Ze v télese Q(v/5) plati
(a) ¢isla 2 4 1/5,2 — /5 jsou jednotkami,
(b) éisla 3 + /5,1 — /5 jsou asociované, nejsou viak jednotkami,
(c

) ¢isla 4 4+ /5,4 — /5 jsou algebraickymi prvocisly.

= ((a1b1 — albg\/a + agbl\/g — CLQde) — (a1b1 + albg\/a — agbl\/a — agbzd))2 =

]

Reseni. (a) Algebraické celé ¢islo je jednotkou, pokud délf éfslo 1. Must platit 2++/5 | 1

a2—+>5 | 1, tedy cisla 2+1 7 a 2_1 7 musi byt celd algebraicka ¢isla.

1 1 2—v5 2—-+/5 1 5
2+v5 24+v52—+45 4-5 2

11 24V5 246 _\/5__1_21+\/5
2-v5 2—+52++5 4-5 2

Y

Cisla ﬁg a ﬁg jsou celd algebraicka ¢isla télesa Q(v/5) a tedy 2 ++v/5 a2 — /5

jsou jednotkami.

(b) Aby byly ¢isla 34+ /5,1 —+/5 jsou asociovand, musi platit 3++/5 | 1 —+/5 a zdroven

1—+/5|3++/5.
1—+5 1++5
Y 44 2V5=-6+4 :
3++v5 2
3+\/5:_2_\/g:_1_21+\/3_
1—+5 2
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Tedy éfsla 3 4+ /5,1 — /5 jsou asociovand, nejsou viak jednotkami, protoze

1 3-5
3+v6 4
1 1445
1—-v5 -4

nejsou celd algebraicks éfsla télesa Q(v/5).

(c¢) Pokud bude norma ¢isel 4+ V5,4 —+/5 prvocislem, budou podle véty 46 ¢isla 4++/5

26

ad—+5H algebraicka prvocisla.

N4 +v5)=(4+V5)(4—+5) =16 —5 =11,
N4 —V5)=(4—V5)(4+V5) =16 —5=11.

Cislo 11 je opravdu prvoéislo, tedy 4 + /5 a 4 — /5 jsou algebraickd prvocisla. [



5. GAUSSOVA CELA CISLA

5. Gaussova cela cisla
5.1. Aritmetika Gaussovych c¢isel

Definice 24. Celd algebraickd ¢isla télesa Q(v/—1) = Q(4) nazveme Gaussovymi celymi
¢isly. Jsou to tedy cisla tvaru a + bz, kde a, b € Z.

Veéta 51. Méjme dvé Gaussova celd c¢isla o, 8, 5 # 0, pak existuji Gaussova celd ¢isla v
a p takové, Ze plati

a=pPu+v, kde N(v) < N(B).
Diikaz. Necht % = A+ Bi, kde A, B € Q, a x,y jsou cela cisla takovd, ze plati
1
|A—z| < =,
2
1
B—y|l < -.
1B-yl <3

Méjme nyni Gaussova cela ¢isla p = z+1y a v = a— puf. Tyto éisla spliuji pozadované
vlastnosti:

v=a =5 (G- ) =B+ Bi—a = i) = Bl(A -~ 0) + 5 - )]
tedy podle véty 30 prejdeme k normam a dostavame
NO) = N@(A-aP + (B -0 <NE) (1 +7) = 3NE) <NE. T

Definice 25. Gaussovo celé ¢islo d nazveme nejvétsim spolecnym délitelem dvou Gaus-
sovych celych ¢isel o a 3, pokud

(a) 0 déli a i B,
(b) kazdé dalsi Gaussovo celé ¢islo, délici a a 3, déli i 4.

Euklidiv algoritmus pro Gaussova cela éisla. Pro kazda dvé Gaussova celd cisla
a, B, z nichz alespon jedno z nich je ruzné od nuly, existuje nejvétsi spoleény délitel 9.
Ten je az na asociovanost uréen jednoznacné a lze vyjadiit ve tvaru

0 = af + fn,
kde ¢ a n jsou Gaussova cela cisla.
Diikaz. Piedpokladejme 8 # 0. Podle véty 51 muzeme sestavit systém rovnic
a = pof + vy, N(vp) < N(B),

B = vy + 11, N(vy) < N(w),
Vo = oy + e, N(1a) < N(1y),

Vk—o = V-1 + Vi, N (V) < N(vg—1),

Vig—1 = HUk+1Vk,
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5.1. ARITMETIKA GAUSSOVYCH CISEL

kde £ € N, po, pt1, - -« fbges1, Yo, V1, - - - Vi1 jsou Gaussova celd cisla. Dostavame klesajici
posloupnost
N(B) > N(vo) > N(v1) > - > N(vg) > N(vgs1) =0,

tedy pro ur¢ité k& musi platit N (v 1) = 0. Gaussovo celé ¢islo v, = § potom je nejvétsi
spolecny délitel cisel o a 5.

Stejné jako u polynomu, upravime rovnice Euklidova algoritmu pro Gaussova celd ¢isla
a postupnym dosazovanim dostaneme rovnici

0=, = o+ P,
kde & a n jsou Gaussova cela cisla. n

Definice 26. Pokud je nejvétsi spolecny délitel dvou Gaussovych celych cisel jednotka,
nazveme je nesoudélnymi.

Véta 52. Necht a, 8,7 jsou Gaussova celd ¢isla, o a (3 jsou nesoudéind a « | Bry. Pak
al~y.

Diikaz. Cisla o a 8 jsou nesoudélnd, existuji tedy Gaussova celd ¢isla &, n tak, ze plati
af + fn = 1. Celou rovnici vynasobime ¢&islem v, dostavame ay€ + fyn = ~. Ziejmé
a | ay a podle predpokladu a | v, tedy a | ay€ + Byn, tj. a | 7. O

Definice 27. Algebraickd prvocisla télesa Q(i) budeme nazyvat Gaussovymi prvocisly.

Véta 53. Méjme Gaussovo prvocislo m a Gaussova celd cisla o, B. Kdyz | a8 a 71 S,
plati 7 | a.

Dikaz. Protoze w1 3, jsou m a [ nesoudélna, podle véty 52 7 | a. O

Véta 54. Necht je m Gaussovo prvoéislo, oy, o, . .., oy jsou Gaussova celd ¢isla, k € N.
Pokud | aqas . ..y, pak pro alespon jedno i € N,0 < i <k, plati 7 | o.

Dikaz. Jestlize plati 7 | gy, je véta dokdzana. Jinak 7 1 ay a podle véty 53 dostavame
T | agas ... . Pokud opét 7 1 ag, méme 7 | agay. .. ag. Podobné muzeme pokracovat,
dokud nezustane jen 7 | oy, 7 teda déli aspon jedno z ¢isel aq, ag, . . ., ay. O]

Véta 55. Necht je a Gaussovo celé éislo, |[N(c)| > 1. Pak lze toto éislo rozloZit v soucin
konecéného poctu Gaussovych prvocisel. AZ na poradi a asociativitu déliteli je tento rozklad
jednoznacny.

Diikaz. Existenci rozkladu jsme dokézali ve vété 47, nyni dokazeme jesté jednoznacnost.

Necht @ = mmy... 7, a @ = wiws ... 75 jsou dva rozklady ¢isla o, n,m € N. Plat{
m | a, tedy m | 775 ... w5 a podle véty 54wy | mF pro néjaké i € N,0 < i < k. Cisla 7, i
77 jsou Gaussova prvocisla a plati 77 = €171, kde € je jednotka. Muzeme tedy vydélit oba
rozklady ¢islem 7 a zaroven si preznacime druhy rozklad tak, aby 77 = 7n{*. Dostdvame
tedy

kk ___kk *k

T3 ... Ty = E1Ty Mg ... T, .

Tento postup opakujeme, dokud na jedné strané nezbude zadné Gaussovo prvocislo.
Pokud by bylo n < m, dostali bychom po n krocich

.~ -
l=¢e"Tpa1. . T,

to ovSem neni mozné. Stejné by dopadl i piripad n > m. Musi tedy platit, ze n = m a oba
rozklady jsou az na poradi a asociativitu délitelu shodné. O]
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5. GAUSSOVA CELA CISLA

Véta 56. Necht 7 je Gaussovo prvoéislo. Potom existuje prdvé jedno prvocislo p > 0,p €
Z takové, zZe plati 7 | p.

Diikaz. Provedeme sporem. Predpokladejme, Ze mame dvé ruzné prvocisla py, ps, 7 | p1
am | po. Tedy 7 | Ep1 + npe, kde &, 1 jsou celd Gaussova cisla. Prvocisla p; a ps jsou
nesoudélnd, existuji proto dvé celd ¢isla x,y a plati 1 = xp; + ypo. ™ by tedy muselo délit
¢islo 1, ale to neni mozné. O

Véta 57. Necht jsou o, 3, 1 Gaussova celd ¢isla, o, 8 jsou nesoudélnd a off = p", kde
n € N. Pak je kazdé z cisel o, B asociované s n-tou mocninou Gaussova celého ¢isla.

Dikaz. Podle véty 55 lze jednoznacéné rozlozit ¢islo g na souc¢in Gaussovych prvocisel.
Necht tedy p = mmy ... 7 je rozklad éisla p, k € N. Dostavame

o n_n n
aff =mimy .. T

Cisla «a, 8 jsou nesoudélnd, jestlize jedno z ¢isel «, 8 bude délitelné urcitym Gaussovym

prvocislem 7, bude délitelné i jeho n-tou mocninou 7. Zadné Gaussovo prvocislo nemuze

delit a1 B. Cisla «, § jsou tedy asociovanda s n-tou mocninou Gaussova ¢isla. O]

5.2. Aplikace

Problém 1. Najdéte vsechna teseni diofantické rovnice
eyt =2 (5.1)
kde z,y, z jsou kladnd celd ¢isla a (z,y) = 1.

Resend. Cisla z,y nemohou byt sud4, protoze by neplatil predpoklad (x,y) = 1. Nemohou
byt ani obé lich4, jelikoz 22 +y* = 1+1 (mod 4), potom by muselo platit 22 = 2 (mod 4),
ale to neni mozné. Tedy jedno z ¢isel x,y je sudé, druhé liché, ¢islo z je také liché.

Nyni muzeme rovnici 5.2 prepsat pomoci Gaussovych celych ¢isel:

(z +yi)(x — yi) = 2°.

Tyto Gaussova celd ¢isla x + yi a © — yi jsou nesoudélna. To muzeme dokézat nepiimo.

Predpokladejme, ze existuje Gaussovo celé ¢islo 6, které neni jednotkou a je nejvétsi
spolecny délitel cisel x + yi a x — yi. Potom ¢ déli taky rozdil a soucet téchto cisel, tedy
d]2xad|2y. Cisla z,y jsou ovsem nesoudélnd i v oboru integrity Gaussovych celych
¢isel, & muze délit nejvyse ¢islo 2, je tedy asociované bud s éislem 1 + 4, nebo 2.
Kdyby bylo ¢ asociované s 1 + i, ¢islo xfff = ¥ + 4% by muselo byt Gaussovo celé
¢islo. Ale to by platilo, jen pokud by z,y byla obé bud sud4, nebo lich4.

Podobné nemtuize byt § asociované ani s 2, aby bylo % Gaussovo celé musela by =,y
byt suda.

Nyni, protoze vime, ze = + yi a x — yi jsou nesoudélna, muzeme pouzit vétu 57, kazdé
z Cisel x + yi a © — Y1 je asociované s druhou mocninou néjakého Gaussova celého éisla:

T+ yi = ea?,
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5.2. APLIKACE

kde a = a+bi, a,b € Z a ¢ je jednotkou. Jednotky v Gaussovych ¢islech jsou 1, —1,4, —1,
jednotné je muzeme zapsat jako i", kde r = 0, 1,2, 3. Nasi rovnici upravime:

r+yi=i"(a+bi)? =i"(a® + 2abi — b*) = i"(a® — b?) +i" "' 2ab.
Kdyz porovname redlné a imaginarni ¢ésti této rovnice, dostavame
v ==4(a®>—b*), y=+2ab, proi=0neboi=2,

nebo
r=F2ab, y==%(a®*—1?), proi=1neboi=3.

Pro komplexné sdruzena cisla plati:
r—yi=1i"(a— bi)?

tedy

=4/ (x4 yi)(x — yi) = £(a® + V7).

Nyni vyTesime, jakd maji byt ¢isla a, b, aby byly splnény podminky = > 0,y > 0,z > 0,
(xz,y) = 1. Jedno z ¢isel z,y ma byt sudé, druhé liché, pozadujme tedy navic, aby z bylo
sudé, y liché. Tomuto ptipadu vyhovuji rovnice

r=F2ab, y==+(a®—-0b*) z=F(a*®+0b%).

Dosazenim kazdé z trojic x,y, z do rovnice 5.2 se pfesvédéime, ze tato rovnice opravdu
plati.

Protoze ma byt z kladné, muzeme brat v iivahu jen spodni znaménka. Aby byla i ¢isla
x,y kladnd, musi platit 0 < a < b, na splnéni nesoudélnosti = a y musi byt a, b nesoudélna
a ruzné parity.

(V pripadeé, ze by platilo (a,b) > 1, nebyla by ¢isla z, y nesoudélna.

Kdyz naopak zvolime a,b nesoudélnd a ruzné parity, muzeme nepiimo dokazat, ze
(z,y) = 1. Predpokladejme, ze (x,y) = d > 1. Potom d déli i soucet = a y, tedy d | (a®+b?),
d| (a® —b*) a také d | 242, d | 2b?. Cisla a, b jsou nesoudélnd, muselo by platit d | 2, to je
d = 2. To ale neni mozné, protoze y je liché ¢islo a nemuze byt délitelné ¢islem 2.) O]

Dokéazali jsme:
Véta 58. Resend diofantické rovnice
? + y2 = 22,
x,y, z jsou celd kladnd ¢isla, x je sudé, y,z jsou liché a (x,y) = 1, je uréeno rovnicemsi
r=2ab, y=0"—a*> z=a>+"b,
kde a,b € Z, 0 < a < b, a,b jsou nesoudélnd a rizné parity.
Problém 2. Najdéte vsechna teseni diofantické rovnice
2?4 =P (5.2)

kde x,y jsou celd cisla.
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5. GAUSSOVA CELA CISLA

Reseni. Opét si rozlozime levou stranu rovnice pomoci Gaussovych celych éisel:

(z + 26)(x — 2i) = ¢°.

Podle parity x budeme rozliSovat dva piipady:

(1)

Predpokladejme, ze z je liché. Potom jsou ¢isla (x 4 2i), (x — 2i) nesoudéln4.

Kdyby totiz existovalo Gaussovo celé ¢islo d, které neni jednotkou, a délilo by ¢isla
(x+2i) a (x—2i), pak by délilo i jejich soucet a rozdil, tj. 0 | 2z a ¢ | 4i. Oznacme si
7= (i+ 1), 7 je Gaussovo prvocislo. Nyni mizeme psat 2 = —in?, 4 = 4. Protoze
 nenf jednotkou musi platit 7 | 0, tedy 7 | (z + 2¢). Déle mame 7 | 24, z toho plyne,
7e také 7 | x. Po prechodu k normam mdme N(w) | N(x), tedy 2 | 22, coz je ale
spor, protoze x je liché.

Stejné jako u minulé rovnice pouzijeme vétu 57 a dostavame

x+2i =1i"(a; +iby)?,

x—2i =i "(ay —iby)>.

Plati 12 = 1,4* = —i,(—=1)3 = —1, (—i)? = 1, kazd4 jednotka je tedy tieti mocninou
(lisf se jen znaménkem pro r liché). Jednotky i" tedy muzeme vsunout do zavorek:

x +2i = (a+1ib)?,

r—2i = (a —ib)?,
kde a,b € Z. Odectenim rovnic mame

r = a® — 3ab?,

2 = b(3a® — b?).
7, druhé rovnice vidime, ze muze byt b = +1 nebo b = £2.

(a) V pifpadé b = 41 je 3a* — b* = +2, tedy a = +1, ale to neni mozné, protoze
by z bylo sudé.

(b) V pifpadé b = 42 je 3a* — b* = +1, tedy a = 1. Kdyby bylo b = 2, neméla
by rovnice 5.4 feseni.

Pro b = —2 a a = £1 tedy dostavame vysledky = +£11 a y = 5.

Necht je x sudé, mizeme ho pséat ve tvaru = 2u. Potom je sudé i y, piSeme y = 20,
u,v € Z. Dostavame tedy rovnici

u? 4+ 1 =205

Prava strana rovnice je sudd, aby byla suda i leva strana, musi byt « liché. Rovnici

muzeme upravit na tvar
u+1\° N u—1\2 3
=",
2 2

31



5.2. APLIKACE

Cisla “TH a “TH jsou nesoudélna. Kdyby totiz mély nejvétsiho spoleéného délitele 9,
ktery by nebyl jednotkou, platilo by, ze ¢ déli i jejich soucet a rozdil. Délil by tedy
¢islo 1, ale tady dostavame spor.

Pouzijeme Gaussova celd ¢isla a vétu 57, jednotky ", kde r = 0, 1,2 nebo 3, opét
vsuneme do zavorek:

u+1 w—1. u+1l wuw—1. 3
+ 1 — 1| =07,
2 2 2 2

u+1l u—11\ A3
( 5 + 5 z)-(a+bl),

<u+1_u—1l_) ~ (a—bi)’,

2 2
kde a,b € Z. Porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostavame

1
ut = a® — 3ab?,

u—1
2

= 3a%b — 1,
¢isla a, b musi byt nesoudélna a ruzné parity. Rovnice odec¢teme:

a® —3a*b — 3ab* + b =1,
(a+b)(a* — 4ab +b*) =1,

tedy a +b = %1, a®> — 4ab+ b* = F1.
Rovnice se spodnim znaménkem nemaji zadné celoc¢iselné feseni. Pro horni znaménko
jsou TeSenim dvé dvojice ¢isel a = 1,b=0aa=0,0 =1, tedy u = 1,2 = +2 a

Veéta 59. Diofantické rovnice

2t +4 =P

ma pro x,y € Z prdvé 4 dvojice teseni: (—11,5), (11,5), (—2,2) a (2,2).
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6. ZAVER

I ~
6. Zavér
Véta 60. V okruhu celych éisel kvadratického télesa Q(v/—5) neplati véta o jednoznacnosti

rozkladu na algebraicka prvocisla.

Diikaz. Celé ¢islo 6 kvadratického télesa Q(1/—5) muzeme rozlozit na
21 = (1+2v=5)(1 —2V/—5) = 3-T.

Dokazeme, ze ¢isla m = (1 + 2y/—5),m = (1 — 2y/—=5),m3 = 3,74 = 7 jsou algebraicka
prvocisla a m; neni asociované s 3 ani s 7y.

a) Dukaz provedeme sporem. Piedpokladejme, ze 3 neni algebraické prvocislo. Pak
musi existovat dvé celd algebraickd éisla o = 1 + yivV/ =5, 00 = o + y2/—5,
x1, T2, Y1, Y2 € Q, a plati

3=y = (11 + y1V=5) (22 + 12V =5).
Prejdeme k normam a dostavame
9 = (21 + 5y1) (23 + 5u)-

Nyn{ muze byt 2% + 5y = 1,3 nebo 9.

Pokud by platilo z? + 5y = 1, dostdvdme pro zy,y; celociselna feseni (+1,0), ale
to jsou jednotky a kazdé prvocislo je délitelné jednotkami.

V pifpadé x? + 5y? = 3 nenf rovnice vibec Fesitelnd pro z1,y, € Z.

A konecné fesenfm rovnice z% +5y7 = 9 jsou dvojice ¢éisel (£3,0) a (£2, +1). Dvojice
(£3,0) ndm nedava nového délitele a ¢isla +2 + 1/ —5 nejsou vibec délitelé ¢isla 3.

Podobneé se ovéri, ze ani dalsi z ¢éisel (14 2v/—5), (1 —2v/—5) a 7 neni algebraickym
prvocislem.

b) Cislo je asociované s w3 nebo 7wy, kdyz plati me = w3 nebo me = my, kde ¢
je jednotkou. Podle véty 48 existuji v télese Q(v/—5) jen dvé jednotky: 1 a —1.
Vynéasobenim ¢isla 7 témito jednotkami vSsak nemuzeme dostat ¢isla w3 a m4. [

Definice 28. Necht Q(\/E) je kvadratické téleso. Kdyz d < 0 mluvime o imagindrnim
kvadratickém télese, v pripadé d > 0 o realném kvadratickém télese.

Definice 29. Kvadratické téleso Q(v/d), ve kterém plati véta o jednoznacnosti rozkladu,
nazyvame jednoduché teleso. 7 imaginarnich kvadratickych téles je jen 9 jednoduchych a
to pro

d=-1,-2,-3,-7,—11,—-19,—-43, —67, —163.

Pozndmka. V roce 1934 Heilbronn a Linfoot dokazali, ze by mohlo existovat i desaté
imagindrni jednoduché téleso. Lehmer vsak ukézal, ze hodnota |d| by musela byt vetsi
nez 5 - 10°. Heegner se v roce 1952 snazil dokdzat, Ze zadné desaté imaginarni téleso
neexistuje, ovsem jeho dukaz obsahoval chyby. Nakonec se to povedlo az v roce 1966

Gauss se na druhou stranu domnival, ze redlnych jednoduchych téles je nekonecné
mnoho, i kdyz dukaz jesté nebyl nalezen.
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V urcitych kvadratickych télesech tedy vznika defekt v podobé nejednoznacnosti roz-
kladu na algebraicka prvocisla. Dusledkem toho je, ze v téchto télesech nemuzeme pouzivat
zakony aritmetiky, na néz jsme zvykli naptiklad z celych ¢isel nebo polynomu. Dvé
¢isla «, f z nejednoduchého télesa nemusi mit vibec nejvétsiho spole¢ného délitele s
vlastnostmi, které jsme pozadovali diive, a pokud ho maji, nemusi jit rozlozit na tvar
0 = a& + fn, kde &, 1 jsou ze stejného télesa jako «, 5. Proto by bylo vhodné tuto nejed-
noznac¢nost néjakym zpusobem odstranit.

Jako prvni si tohoto problému vsimnul v poloviné 19. stoleti Kummer. Ten navrhoval
pridat do kvadratického télesa urcité prvky, kterym fikal ,idealni ¢isla“, se kterymi by v
tomto télese zacala platit jednoznacnost rozkladu.

V ditkazu véty 60 by to byla éisla ve tvaru v/ + yv/—5, z,y € Z. Pokud si ozna¢ime

) j3:\/_2+3\/_57

9 j4: _2_3\’_57

n=\2+

ol

Ja=1\/2—
dostavame potom
3= Jije, 7= Jsja, 1 +2v—=5=jij3, 1 — 2V =5 = jaju4, a tedy 21 = j17273J4.

Tato ,idedln{ ¢isla“ oviem nepatif do télesa Q(v/d), ale lze je vyjadiit pomoci Z[f).
Napf. ¢islo j; muzeme charakterizovat mnozinou celych algebraickych éisel Z[0], které
jsou délitelné ¢islem j;. Takovou mnozinu pojmenoval Dedekind idealem.

Definice 30. Méjme ¢isla aq, ag, ..., a, z oboru integrity celych algebraickych ¢isel Z[0)]
kvadratického télesa a aspon jedno z ai,qs,...,q, je nenulové. Pak idedlem z oboru
integrity 7Z[0] nazveme mnozinu ¢isel ve tvaru

a1y + ao + -+ any,
kde &1, &, ..., &, € Z[f]. Tento idedl znacime a = (o, g, . .., vy).

Definice 31. Necht Z[6)] je obor integrity celych algebraickych ¢isel a a = (ay, g, . . ., ay),
b = (B1,02,-.,0m) jsou idedly z tohoto oboru integrity, n,m € N. Pak souc¢inem idedli
a a b rozumime ideal

ab = (1S, 182, ..., 01 Bm, 2, - ., 0 B).

Definice 32. Rekneme, ze ideél z oboru integrity Z[0] je hlavnim idedlem, pokud lze psat
ve tvaru a = (a)

Pozndmka. Podobné jako u celych ¢isel muzeme mezi idealy definovat délitelnost, jednot-
kovy idedl, ireducibilni prvky (prvoidedly), nejvétsiho spolecného délitele atp. Pro blizsi
informace nebo dukaz nasledujicich vét viz napf. [6].

Véta 61. Necht o, 8 € Z[0], pak () = (B), prdvé kdyz jsou a a 8 asociované.

Véta 62. Necht a je nejednotkovy idedl z oboru integrity Z[0)]. Pak ho miZeme rozloZit na
soucin konecného poctu prvoidedli. Tento rozklad je az na poradi faktori jednoznacny.
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