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Abstrakt
Ćılem práce je popsat základy kvadratických těles. Úvodńı kapitoly jsou zaměřeny na

aritmetiku celých č́ısel a polynomů. V hlavńı části se zabýváme pojmem kvadratického
tělesa, celým algebraickým č́ısl̊um tohoto tělesa, Gaussovu tělesu a Gaussovým celým
č́ısl̊um. Závěr je věnován kvadratickým těles̊um, kde neplat́ı jednoznačnost rozkladu, a
řešeńı tohoto problému pomoćı ideál̊u.

Summary
The aim of the thesis is to describe the fundamentals of quadratic fields. In the first

part integer and polynomial arithmetic is mentioned. The main part discusses the topic
of quadratic field, quadratic integer, Gaussian field and Gaussian integer. The final part
deals with quadratic fields without unique factorization and a solution of the problem
through ideals.

Kĺıčová slova
Aritmetika celých č́ısel, aritmetika polynomů, kvadratické těleso, celé algebraické č́ıslo

kvadratického tělesa, Gaussovo celé č́ıslo, diofantická rovnice

Keywords
Integer arithmetic, polynomial arithmetic, quadratic field, quadratic integer, Gaussian

integer, Diophantine equation

IVIČIČ, V. Základy kvadratických těles. Brno: Vysoké učeńı technické v Brně, Fakulta
strojńıho inženýrstv́ı, 2011. 35 s. Vedoućı prof. RNDr. Ladislav Skula, DrSc.
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OBSAH

Obsah
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2 Některé př́ıklady aritmetiky celých č́ısel 4
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1. ÚVOD

1. Úvod
Kvadratická tělesa se použ́ıvaj́ı při řešeńı diofantických rovnic. Ćılem této práce je po-

psat jejich základńı vlastnosti, vlastnosti dělitelnosti a na závěr problém nejednoznačnosti
rozkladu v součin prvočinitel̊u.

Tato práce je zpracována podle metod [3] a [2]. Základńı studijńı literaturou bylo [6],
jako doplněńı informaćı [1]. Dále na základy aritmetiky celých č́ısel jsem použil [4] a pro
podrobněǰśı poznatky o kvadratických tělesech [5].

Text práce je rozdělen na úvod, 4 hlavńı kapitoly a závěr. Na konci každé kapitoly jsou
řešené př́ıklady. Ty osvětluj́ı, jak se v praxi použ́ıvá vysvětlená teorie.

Ve druhé kapitole se zabýváme aritmetikou celých č́ısel. Polož́ıme základy dělitelnosti,
definujeme si zde největš́ıho společného dělitele a Euklid̊uv algoritmus, kterým můžeme
největš́ıho společného dělitele nalézt. Prvńı část kapitoly zakonč́ıme větou o jednoznačnosti
rozkladu celého č́ısla na prvoč́ısla, daľśı část věnujeme vlastnostem kongruence modulo
celé č́ıslo větš́ı než 1.

Třet́ı kapitola je zaměřena na vlastnosti dělitelnosti polynomů nad tělesem. Podobně
jako u celých č́ısel zavedeme největš́ıho společného dělitele, tentokrát dvou polynomů a
Euklid̊uv algoritmus pro polynomy. Kapitolu uzavřeme větou o jednoznačnosti rozkladu
polynomu na ireducibilńı polynomy.

Následuj́ıćı, stěžejńı kapitola této práce se týká kvadratického tělesa. Nejdř́ıve si defi-
nujeme kvadratické těleso, jeho celá algebraická č́ısla a dále zkoumáme tvar těchto č́ısel.
Obsahem třet́ı části této kapitoly je dělitelnost v okruhu celých č́ısel kvadratického tělesa
a nalezeńı všech jednotek těchto těles.

Pátá kapitola je věnována speciálńımu kvadratickému tělesu, a to Gaussova tělesu.
Zavád́ıme zde Gaussova č́ısla a popisujeme zákony dělitelnosti. Opět můžeme definovat
největš́ıho společného dělitele dvou Gaussových č́ısel a nakonec dokážeme větu o jedno-
značnosti rozkladu Gaussova č́ısla na Gaussova prvoč́ısla.

Tato věta ovšem neplat́ı obecně ve všech kvadratických tělesech. T́ımto problémem se
zabýváme v závěru. Uvedeme zde, co jsou jednoduchá tělesa a kolik jich existuje. Dále
se snaž́ıme nejednoznačnost rozkladu nějak vyřešit. K tomuto účelu zavád́ıme ideály z
oboru integrity celých algebraických č́ısel kvadratického tělesa. Nakonec uvedeme větu o
jednoznačnosti rozkladu ideálu na prvoideály.
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2. Některé př́ıklady aritmetiky
celých č́ısel

2.1. Rozklad celého č́ısla na prvoč́ısla

Definice 1. Necht’ a, b jsou celá č́ısla a b 6= 0. Řekneme, že č́ıslo a je dělitelné č́ıslem b,
jestliže existuje celé č́ıslo q takové, že a = bq. Stručně označujeme b | a.

Poznámka. Věty 1− 14 jsou všeobecně známé, proto jsou zde prezentovány bez d̊ukaz̊u.

Věta 1. Necht’ a, b, c ∈ Z, b | a a c | b, pak c | a.

Věta 2. Necht’ a, b, c ∈ Z, bc | ac a c 6= 0, pak plat́ı b | a.

Věta 3. Necht’ a, b, c ∈ Z, c | a a c | b, potom pro libovolná č́ısla x, y ∈ Z plat́ı

c | ax+ by.

Definice 2. Necht’ ε je celé č́ıslo a ε | 1, pak ε nazýváme jednotkou.

Věta 4. V celých č́ıslech tedy máme dvě jednotky, 1 a −1.

Definice 3. Řekneme, že celá č́ısla a a b jsou asociovaná, jestliže plat́ı a = bε, kde ε je
jednotka.

Věta 5. Celá č́ısla a a b jsou asociovaná, právě když a | b a zároveň b | a.

Věta 6. Necht’ a1, a2, b1, b2 ∈ Z, a1 je asociované k a2, b1 je asociované k b2 a a1 | b1.
Potom plat́ı a2 | b2.

Věta 7. Necht’ a, b ∈ Z, b | a a a 6= 0, pak |a| ≥ |b|. Rovnost |a| = |b| plat́ı, právě když a
a b jsou asociované.

Definice 4. Necht’ p je celé č́ıslo, |p| > 1. Pokud je p dělitelné jen č́ısly k němu asocio-
vanými a jedničkou, nazveme toto č́ıslo prvoč́ıslem.

Věta 8. Necht’ a, b ∈ Z, b 6= 0. Pak existuj́ı celá č́ısla q a r tak, že plat́ı

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

Dvojice č́ısel q a r je určena jednoznačně.

Definice 5. Necht’ a, b, c ∈ Z. Č́ıslo c nazýváme společným dělitelem č́ısel a a b, když
plat́ı c | a a c | b.

Definice 6. Necht’ a, b, d ∈ Z. Č́ıslo d nazýváme nejvěťśım společným dělitelem č́ısel a a
b, když plat́ı

(a) d je společným dělitelem č́ısel a a b,

(b) pro každého daľśıho společného dělitele d′ č́ısel a a b plat́ı d′ | d.
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2. NĚKTERÉ PŘÍKLADY ARITMETIKY CELÝCH ČÍSEL

Věta 9. Pro každé dvě celá č́ısla a 6= 0, b 6= 0 existuje celé č́ıslo d, které je jejich nejvěťśım
společným dělitelem. Čı́slo d je až na asociovanost jednoznačné.

Poznámka. Nezápornou hodnotu největš́ıho společného dělitele d celých č́ısel a a b budeme
označovat symbolem d = (a, b). Můžeme ji určit pomoćı Euklidova algoritmu.

Euklid̊uv algoritmus. Necht’ a, b ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0, a ≥ b. Podle věty 8 můžeme sestavit
systém rovnic

a = bq0 + r0, 0 < r0 < |b|,
b = r0q1 + r1, 0 < r1 < r0,

r0 = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,

...

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 < rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1,

kde n ∈ N, q0, q1, . . . , qn+1, r0, r1, . . . , rn+1 ∈ Z. Protože |b| > r0 > r1 > · · · > rn > rn+1 je
klesaj́ıćı posloupnost nezáporných celých č́ısel, muśı existovat n, pro které rn+1 = 0. Č́ıslo
rn je pak největš́ı společný dělitel č́ısel a a b.

Věta 10. Necht’ a, b ∈ Z a d = (a, b) je jejich nejvěťśım společným dělitelem. Pak existuj́ı
celá č́ısla x a y, pro která plat́ı

ax+ by = d.

Definice 7. Řekneme, že celá č́ısla a a b jsou nesoudělná, jestliže (a, b) = 1.

Věta 11. Necht’ a, b, c ∈ Z, (a, b) = 1 a a | bc, pak a | c.

Věta 12. Necht’ a, b ∈ Z, p je prvoč́ıslo a p | ab. Pak plat́ı aspoň jeden ze vztah̊u p | a a
p | b.

Věta 13. Necht’ a1, a2, . . . , ak ∈ Z, p je prvoč́ıslo a p | a1a2 . . . ak. Čı́slo p pak děĺı alespoň
jedno z č́ısel ai.

Věta 14. Necht’ a ∈ Z a |a| > 1, pak se č́ıslo a dá rozložit v součin konečného počtu
prvoč́ısel. Tento rozklad je až na pořad́ı a asociativitu dělitel̊u jednoznačný.

2.2. Kongruence modulo m v Z
Definice 8. Necht’ a, b,m jsou celá č́ısla a m > 0. Řekneme, že a je kongruentńı s b
modulo m, jestliže m | a− b. Krátce znač́ıme a ≡ b (mod m).

Věta 15. Necht’ a, b, c,m ∈ Z, potom plat́ı:

(a) a ≡ a (mod m).

(b) a ≡ b (mod m) =⇒ b ≡ a (mod m).

(c) a ≡ b (mod m) a b ≡ c (mod m) =⇒ a ≡ c (mod m).
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2.2. KONGRUENCE MODULO M V Z

D̊ukaz. (a) Podle definice m | a− a, tj. m | 0.

(b) Když m | a− b, pak i m | b− a.

(c) Když m | a− b a m | b− c, pak m | (a− b) + (b− c) a tedy m | a− c.

Důsledek věty 15: Kongruence je relace reflexivńı, symetrická a transitivńı, je to tedy
relace ekvivalence.

Definice 9. Necht’ a ∈ Z a ā označme množinu všech celých č́ısel kongruentńıch k a podle
modulu m. Pak ā se nazývá tř́ıda kongruence modulo m. Tyto tř́ıdy kongruence modulo
m jsou právě tř́ıdy rozkladu př́ıslušného relaci ekvivalence ≡ (mod m).

Věta 16. Tř́ıd kongruence modulo m je přesně m.

D̊ukaz. Necht’ 0̄, 1̄, . . . ,m− 1 jsou tř́ıdy kongruence modulo m. Předpokládejme, že 0 ≤
k, l < m a k̄ = l̄. Tedy k ≡ l (mod m) =⇒ m | l − k. To ale plat́ı jen pokud l − k = 0
(protože 0 ≤ |l − k| < m). Proto k = l a všech m tř́ıd kongruence je r̊uzných.

Nyńı necht’ a ∈ Z. Existuj́ı celá č́ısla q a r, pro která plat́ı a = mq+ r, kde 0 ≤ r < m,
tj. a ≡ r (mod m). Každé celé č́ıslo patř́ı do jedné z m tř́ıd kongruence.

Věta 17. Necht’ a, b, c, d,m ∈ Z. Když plat́ı a ≡ c (mod m) a b ≡ d (mod m), pak plat́ı

(a) a+ b ≡ c+ d (mod m),

(b) ab ≡ cd (mod m).

D̊ukaz. (a) Když m | a − c a m | b − d, pak podle věty 3 máme m | (a − c) + (b − d),
tedy m | (a+ b)− (c+ d) a a+ b ≡ c+ d (mod m).

(b) Opět podle věty 3 dostáváme m | b(a− c) + c(b− d), tj. m | ab− cd, z čehož plyne
ab ≡ cd (mod m).

Věta 18. Necht’ a, b,m ∈ Z, ab ≡ 0 (mod m) a (m, b) = 1, pak plat́ı a ≡ 0 (mod m).

D̊ukaz. m | ab, (m, b) = 1, podle věty 11 dostáváme m | a.

Věta 19. Necht’ a, b ∈ Z, ab ≡ 0 (mod p) a p > 1 je prvoč́ıslo, pak plat́ı alespoň jeden ze
vztah̊u a ≡ 0 (mod p) a b ≡ 0 (mod p).

D̊ukaz. p | ab, podle věty 12 č́ıslo p děĺı aspoň jedno z č́ısel a a b.

Věta 20. Necht’ a, b, c,m ∈ Z, ac ≡ bc (mod m) a (c,m) = 1, pak a ≡ b (mod m).

D̊ukaz. m | ac− bc, tj. m | c(a− b), podle věty 11 máme m | a− b.

Věta 21. Necht’ a, b, c, d,m ∈ Z, ac ≡ bc (mod m) a (c,m) = d, pak a ≡ b (mod m
d

).

D̊ukaz. m | c(a− b), č́ısla c i m jsou dělitelné č́ıslem d, takže můžeme psát m
d
| c
d
(a− b).

(m
d
, c
d
) = 1, podle věty 11 máme m

d
| (a− b).

Definice 10. Úplným systémem zbytk̊u podle modulu m nazýváme množinu m celých č́ısel
r1, r2, . . . , rm, jestliže každé z těchto č́ısel patř́ı do jiné tř́ıdy kongruence podle modulu m.

6

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          
  

  
  

  
  

  
  

  
                



2. NĚKTERÉ PŘÍKLADY ARITMETIKY CELÝCH ČÍSEL

Věta 22. Mějme prvoč́ıslo p a úplný systém zbytk̊u modulo p

r1, r2, . . . , rp.

Pak pro každé a ∈ Z nesoudělné s p je i

ar1, ar2, . . . , arp

úplný systém zbytk̊u modulo p.

D̊ukaz. Provedeme sporem. Předpokládejme, že ari ≡ arj (mod p), pro nějaké i, j, 1 ≤
i, j ≤ p, i 6= j. Rovnici uprav́ıme na a(ri − rj) ≡ 0 (mod p). p je prvoč́ıslo, můžeme
použ́ıt větu 19 a dostáváme ri − rj ≡ 0 (mod p), tj. ri ≡ rj (mod p). Z toho plyne, že
r1, r2, . . . , rp netvoř́ı úplný systém zbytk̊u a to je spor s předpokladem.

Věta 23. Necht’ a, b, x ∈ Z, p je prvoč́ıslo. Potom má kongruence

ax ≡ b (mod p), (a, p) = 1 (2.1)

právě jedno řešeńı.

Poznámka. Za r̊uzné nebudeme považovat řešeńı lež́ıćı ve stejné tř́ıdě kongruence.

D̊ukaz. 1. Existence. Necht’

0, 1, 2, . . . p− 1.

je úplný systém zbytk̊u modulo p. Podle věty 22 je úplný systém zbytk̊u modulo p i

0, a, 2a, . . . , (p− 1)a.

Můžeme tedy naj́ıt celé č́ıslo x, pro které xa patř́ı do stejné tř́ıdy kongruence jako
b, tj. plat́ı ax ≡ b (mod p). Č́ıslo x je proto řešeńım kongruence 2.1.

2. Jednoznačnost. Mějme celá č́ısla x1 a x2, splňuj́ıćı kongruenci 2.1, tj. ax1 ≡ b
(mod p) a ax2 ≡ b (mod p). Odečteńım dostáváme a(x1− x2) ≡ 0 (mod p) a podle
věty 19 máme x1 − x2 ≡ 0 (mod p). To znamená, že č́ısla x1 a x2 patř́ı do stejné
tř́ıdy kongruence a nepovažujeme je za r̊uzná.

Malá Fermatova věta. Necht’ a ∈ Z, p je prvoč́ıslo a a a p jsou nesoudělná, tj. (a, p) =
1. Pak plat́ı

ap−1 ≡ 1 (mod p).

D̊ukaz. Necht’ je množina
0, 1, 2, . . . p− 1. (2.2)

úplný systém zbytk̊u modulo p. Podle věty 22 je úplný systém zbytk̊u modulo p i

0, a, 2a, . . . , (p− 1)a,
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2.3. PŘÍKLADY

která je permutaćı množiny 2.2, to znamená, že můžeme psát

a ≡ r1 (mod p),

2a ≡ r2 (mod p),

...

(p− 1)a ≡ rp−1 (mod p),

kde r1, r2, . . . , rp−1 jsou až na pořad́ı č́ısla 0, 1, 2, . . . p − 1. Nyńı rovnice vynásob́ıme a
dostáváme

(p− 1)!ap−1 ≡ (p− 1)! (mod p)

Č́ıslem (p− 1)! můžeme kongruenci vykrátit, protože (p, (p− 1)!) = 1, a máme tedy

ap−1 ≡ 1 (mod p).

2.3. Př́ıklady

Poznámka. Nevyřešené př́ıklady v celé této práci jsou přebrány z [3] a [6].

Př́ıklad 2.1. Dokažte, že součet čtverc̊u dvou lichých č́ısel nemůže být čtvercem žádného
celého č́ısla.

Řešeńı. Necht’ a = 2k1 + 1, b = 2k2 + 1 jsou lichá č́ısla, c, k1, k2 ∈ Z. Máme dokázat, že
a2 + b2 6= c2 pro žádné a, b, c.

a2 + b2 = (2k1 + 1)2 + (2k2 + 1)2 = 4(k21 + k1 + k22 + k2) + 2

Součet a2 + b2 je sudý, předpokládejme tedy č́ıslo c ve tvaru c = 2k3, k3 ∈ Z.

c2 = 4k23

Rovnice
4(k21 + k1 + k22 + k2) + 2 = 4k23

ale nemá řešeńı pro k1, k2, k3 ∈ Z.

Př́ıklad 2.2. Najděte největš́ıho společného dělitele č́ısel 444, 252. Vyjádřete potom
(444, 252) ve tvaru 444x+ 252y.

Řešeńı. K nalezeńı největš́ıho společného dělitele použijeme Euklid̊uv algoritmus. Se-
stav́ıme systém rovnic

444 = 1× 252 + 192

252 = 1× 192 + 60

192 = 3× 60 + 12

60 = 5× 12.
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2. NĚKTERÉ PŘÍKLADY ARITMETIKY CELÝCH ČÍSEL

Posledńı nenulový zbytek je 12, tedy (444, 252) = 12. Úpravou rovnic Euklidova algoritmu
dostáváme

192 = 444− 252

60 = 252− 192 = 252× 2− 444

12 = 192− 60× 3 = 444− 252− 252× 6 + 444× 3 = 444× 4− 252× 7.

Př́ıklad 2.3. Necht’ a, b,m,m1 ∈ Z. Dokažte, že když a ≡ b (mod m) a m1 | m, pak
a ≡ b (mod m1).

Řešeńı. Podle definice kongruence a děleńı máme m | a− b,

m× q1 = a− b, m1 × q2 = m, q1, q2 ∈ Z,
m1 × q2 × q1 = a− b.

Z toho plyne, že m1 | a− b a tedy a ≡ b (mod m).

Př́ıklad 2.4. Dokažte, že když je m celé č́ıslo, potom plat́ı m2 ≡ 0 (mod 4) nebo m2 ≡ 1
(mod 4).

Řešeńı. Kongruence modulo 4 nám rozlož́ı celá č́ısla na 4 tř́ıdy a pomoćı věty 17 umocńıme
na druhou:

m ≡ 0 (mod 4) m2 ≡ 0 (mod 4)

m ≡ 1 (mod 4) m2 ≡ 1 (mod 4)

m ≡ 2 (mod 4) m2 ≡ 0 (mod 4)

m ≡ 3 (mod 4) m2 ≡ 1 (mod 4).

Př́ıklad 2.5. Dokažte, že když je m celé č́ıslo nedělitelné č́ıslem 5, potom plat́ı m2 ≡ 1
(mod 5) nebo m2 ≡ 4 (mod 5).

Řešeńı. Kongruence modulo 5 nám rozlož́ı celá č́ısla na 5 tř́ıd, z nichž jednu vynecháme
(obsahuj́ıćı č́ısla dělitelná 5) a pomoćı věty 17 umocńıme na druhou:

m ≡ 1 (mod 5) m2 ≡ 1 (mod 5)

m ≡ 2 (mod 5) m2 ≡ 4 (mod 5)

m ≡ 3 (mod 5) m2 ≡ 4 (mod 5)

m ≡ 4 (mod 5) m2 ≡ 1 (mod 5).

Př́ıklad 2.6. Řešte kongruence:

(a) 3x+ 2 ≡ 0 (mod 5),

(b) 4x+ 3 ≡ 4 (mod 7).

Řešeńı. (a) Použijeme větu 17:

3x+ 2 ≡ 0 (mod 5) /× 2

x+ 4 ≡ 0 (mod 5)

x ≡ 1 (mod 5),
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2.3. PŘÍKLADY

(b)

4x+ 3 ≡ 4 (mod 7) /× 2

x+ 6 ≡ 1 (mod 7)

x ≡ 2 (mod 7).

Př́ıklad 2.7. Dokažte, že kongruence 2x ≡ 5 (mod 4) nemá řešeńı.

Řešeńı. Z definice kongruence máme 4 | 2x−5. Tento výraz ale nemá řešeńı pro x ∈ Z.

Př́ıklad 2.8. Řešte kongruenci 3x ≡ 9 (mod 15).

Řešeńı. Použijeme větu 21, d = (3, 15) = 3, kongruenci můžeme vydělit č́ıslem 3:

3x ≡ 9 (mod 15) /3

x ≡ 3 (mod 5).
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3. NĚKTERÉ PŘÍKLADY ARITMETIKY POLYNOMŮ NAD TĚLESEM

3. Některé př́ıklady aritmetiky
polynomů nad tělesem

3.1. Základńı věty o dělitelnosti polynomů

Definice 11. Necht’ T je těleso, p(x) je polynom ve tvaru

p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

kde a0 6= 0, ai ∈ T , pro i = 0, 1, . . . n. Polynom p pak nazveme polynomem n-tého stupně
nad tělesem T .

Poznámka. Budete předpokládat, že známe pojmy těleso, polynom a stupeň polynomu a
umı́me polynomy násobit a sč́ıtat.

Definice 12. Necht’ T je těleso, a(x), b(x) jsou polynomy nad tělesem T . Řekneme, že
polynom a(x) je dělitelný polynomem b(x), jestliže existuje polynom q(x) nad tělesem T
takový, že plat́ı

a(x) = b(x)q(x).

Stručně znač́ıme b(x) | a(x).

Poznámka. Dělitelnost polynomů má analogické vlastnosti jako dělitelnost celých č́ısel.
Proto některé věty vynecháme a zaměř́ıme se jen na věty pro nás d̊uležitěǰśı. Stejně tak
vynecháme definici asociovanosti, jednotkových (konstantńıch) polynomů, nesoudělnosti
a největš́ıho společného dělitele.

Věta 24. Necht’ T je těleso, a(x), b(x) jsou polynomy nad tělesem T a b(x) 6= 0. Pak
existuj́ı polynomy q(x), r(x) nad tělesem T takové, že

a(x) = b(x)q(x) + r(x),

kde r(x) je polynom, jehož stupeň je nǐzš́ı než stupeň polynomu b(x). Dvojice polynom̊u
q(x) a r(x) je určena jednoznačně.

D̊ukaz. 1. Existence. Necht’

a(x) = a0x
m + a1x

m−1 + · · ·+ am−1x+ am,

b(x) = b0x
n + b1x

n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn.

Předpokládejme nejprve, že n > m. Potom polož́ıme q(x) = 0, r(x) = a(x).

V opačném př́ıpadě, tj. když n ≤ m, odečteme od sebe polynom a(x) a b(x)
vynásobený mocninou xm−n a koeficientem c0 = a0

b0
:

a(x)− c0xm−nb(x) = a1(x)

T́ım jsme dostali polynom a1(x), který má stupeň m1 < m. Takto sestrojujeme po-
moćı vhodných koeficient̊u ci a mocnin xji (ji ≥ 0) i daľśı polynomy ai(x) postupně
s nižš́ımi stupni mi, až mi bude menš́ı než n. Prvńı takový polynom nazveme r(x).
Dostáváme

a(x)− c0xm−nb(x)− c1xj1b(x)− · · · = r(x),

a(x) = b(x)(c0x
m−n + c1x

j1 + . . . ) + r(x).
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3.1. ZÁKLADNÍ VĚTY O DĚLITELNOSTI POLYNOMŮ

2. Jednoznačnost. Předpokládejme, že máme dva r̊uzné rozklady polynomu a(x), tj.
a(x) = b(x)q1(x) + r1(x) a a(x) = b(x)q2(x) + r2(x). Můžeme je od sebe odeč́ıst
a upravit, dostáváme r1(x) − r2(x) = b(x)(q2(x) − q1(x)), tedy plat́ı, že b(x) |
r1(x) − r2(x). Polynom r1(x) − r2(x) má ale nižš́ı stupeň než polynom b(x), proto
muśı být r1(x)− r2(x) = 0. To znamená, že r1(x) = r2(x) a q1(x) = q2(x).

Euklid̊uv algoritmus pro polynomy. Necht’ T je těleso, a(x), b(x) jsou nenulové po-
lynomy nad tělesem T a stupeň polynomu a(x) je větš́ı než stupeň polynomu b(x). Podle
věty 24 můžeme sestavit systém rovnic

a(x) = b(x)q0(x) + r0(x),

b(x) = r0(x)q1(x) + r1(x),

r0(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),

...

rn−2(x) = rn−1(x)qn(x) + rn(x),

rn−1(x) = rn(x)qn+1(x),

kde n ∈ N, q0, q1, . . . , qn+1, r0, r1, . . . , rn+1 jsou polynomy nad tělesem T a stupně poly-
nomů b(x), r0(x), r1(x), . . . , rn(x) tvoř́ı klesaj́ıćı posloupnost. Proto muśı existovat n, pro
které rn+1(x) = 0. Polynom rn(x) je pak největš́ı společný dělitel polynomů a(x) a b(x).

Věta 25. Necht’ T je těleso, a(x), b(x) jsou polynomy nad tělesem T a d(x) = (a(x), b(x))
je jejich nejvěťśım společným dělitelem. Pak existuj́ı polynomy f(x) a g(x) nad tělesem
T , pro které plat́ı

a(x)f(x) + b(x)g(x) = d(x).

D̊ukaz. Úprav́ıme rovnice Euklidova algoritmu a postupně za r1, r2, . . . , rn−1 dosad’me:

r0(x) = a(x)− b(x)q0(x),

r1(x) = b(x)− r0(x)q1(x) = b− (a− bq0)q1 = a(−q1) + b(1 + q0q1),

r2(x) = r0(x)− r1(x)q2(x) = a− bq0 − [a(−q1) + b(1 + q0q1)]q2 =

= a(1 + q1q2) + b(−q0 − q2 − q0q1q2),
...

rn(x) = rn−2(x)− rn−1(x)qn(x) = . . .

Z forem těchto rovnic lze odvodit, že i rn(x) (což je největš́ı společný dělitel polynomů
a(x) a b(x)) můžeme psát ve tvaru rn(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x).

Definice 13. Necht’ T je těleso, p(x) polynom stupně větš́ıho než 1 nad tělesem T .
Pokud je p(x) dělitelný jen polynomy k němu asociovanými a jednotkovými polynomy
(tj. polynomy stupně 1), nazveme p(x) nerozložitelným (ireducibilńım) polynomem.

Věta 26. Necht’ T je těleso a c(x) polynom stupně n > 0 nad tělesem T , pak se polynom
c(x) dá rozložit v součin konečného počtu ireducibilńıch polynom̊u. Tento rozklad je až na
pořad́ı a asociativitu dělitel̊u jednoznačný.

D̊ukaz. 1. Existence. Provedeme indukćı.
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3. NĚKTERÉ PŘÍKLADY ARITMETIKY POLYNOMŮ NAD TĚLESEM

(a) Pro stupeň polynomu n = 1 je každý polynom ireducibilńı.

(b) Předpokládejme tedy n > 1 a platnost věty pro všechny polynomy stupně m <
n. Když je polynom c(x) je ireducibilńı, neńı co dokazovat. V opačném př́ıpadě
je možné polynom c(x) rozložit na c(x) = c1(x)c2(x), kde c1(x), c2(x) jsou
polynomy nad tělesem T , které maj́ı nižš́ı stupeň než c(x), a podle indukčńıho
předpokladu je lze rozložit v součin konečného počtu ireducibilńıch polynomů.

2. Jednoznačnost. Předpokládejme, že n,m ∈ N a polynom c má dva rozklady

c(x) = p1(x)p2(x) . . . pn(x) = q1(x)q2(x) . . . qm(x),

kde p1(x), p2(x), . . . , pn(x), q1(x), q2(x), . . . , qm(x) jsou nerozložitelné polynomy nad
tělesem T .

Bez újmy na obecnosti mějme m ≥ n. Polynom p1(x) | c(x), to znamená, že p1(x) |
q1(x)q2(x) . . . qm(x). p1(x) tedy muśı dělit jedem z polynomů qi(x), 1 ≤ i ≤ m .
Protože p1(x) i qi(x) jsou ireducibilńı polynomy, plat́ı p1(x) = ε(x)qi(x), kde ε(x)
je jednotkový polynom. Oba rozklady můžeme vykrátit polynomem p1(x) a dále
přeznač́ıme polynomy q1(x)q2(x) . . . qm(x) na q′1(x)q′2(x) . . . q′m(x) tak, aby qi = q′1.
Z̊ustává

p2(x)p3(x) . . . pn(x) = εq′2(x)q′3(x) . . . q′m(x).

V kráceńı a přeznačováńı pokračujeme, až nakonec na pravé straně zbude jen 1:

1 = ε∗q∗n+1(x) . . . q∗m(x).

Tato rovnice ale nemá řešeńı pro polynomy qi(x), n + 1 ≤ i ≤ m, které nejsou
jednotkové. Proto muśı být n = m a oba rozklady jsou shodné, až na pořad́ı a
asociovanost dělitel̊u.

3.2. Př́ıklady

Př́ıklad 3.1. Rozložte polynom f(x) = x4 − 8x2 + 15 v součin ireducibilńıch činitel̊u (a)
v tělese Q, (b) v Q(

√
3), (c) v R.

Řešeńı. (a) Nejdř́ıve předpokládejme, že polynom f(x) lze rozložit v součin dvou kva-
dratických polynomů. Použijeme vzorec pro řešeńı kvadratické rovnice pro x2 a za
kořeny dostáváme č́ısla 3 a 5. Potom

f(x) = x4 − 8x2 + 15 = (x2 − 3)(x2 − 5).

Jelikož
√

3 a
√

5 nejsou racionálńı č́ısla, nemá polynom f(x) v Q za dělitele žádné
lineárńı polynomy.

(b) V tělese Q(
√

3) můžeme nav́ıc rozložit i výraz (x2 − 3) = (x−
√

3)(x+
√

3). Tedy

f(x) = x4 − 8x2 + 15 = (x−
√

3)(x+
√

3)(x2 − 5).

(c) V tělese reálných č́ısel lze rozložit oba kvadratické polynomy a

f(x) = x4 − 8x2 + 15 = (x−
√

3)(x+
√

3)(x−
√

5)(x+
√

5).
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3.2. PŘÍKLADY

Př́ıklad 3.2. Najděte největš́ıho společného dělitele polynomů (nad tělesem Q)

a(x) = x3 − x2 + x− 1, b(x) = x5 + x3 + 2x2 + 2.

Vyjádřete ho ve tvaru d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x).

Řešeńı. Největš́ıho společného dělitele vypoč́ıtáme Euklidovým algoritmem:

x5 + x3 + 2x2 + 2 = (x3 − x2 + x− 1)(x2 + x+ 1) + 3(x2 + 1),

x3 − x2 + x− 1 = (x2 + 1)(x− 1).

Tedy d(x) = (x2 + 1).

(x2 + 1) =
1

3
(x5 + x3 + 2x2 + 2)− 1

3
(x3 − x2 + x− 1)(x2 + x+ 1) =

= −1

3
(x2 + x+ 1)a(x) +

1

3
b(x).

Př́ıklad 3.3. Nalezněte největš́ıho společného dělitele d(x) polynomů a(x) = x3 + 1 a
b(x) = x4 + x2 + 1 z tělesa Z7 a najděte polynomy nad Z7 tak, aby platilo

d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x).

Řešeńı. Opět použijeme Euklid̊uv algoritmus.

x4 + x2 + 1 = x(x3 + 1) + (x2 − x+ 1),

x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1).

Největš́ı společný dělitel polynomů a(x) a b(x) je (x2 − x+ 1)

(x2 − x+ 1) = (x4 + x2 + 1)− x(x3 + 1),

= a(x) + (−x)b(x).
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4. OKRUH CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

4. Okruh celých č́ısel kvadratického
tělesa

4.1. Pojem kvadratického tělesa

Definice 14. Necht’ d ∈ Z, d 6= 0, d 6= 1 a neńı dělitelné čtvercem žádného č́ısla. Potom
množinu Q(

√
d) = {a+ b

√
d : a, b ∈ Q} nazýváme kvadratickým tělesem.

Poznámka. Zřejmě tedy plat́ı Q ⊆ Q(
√
d) ⊆ C.

Věta 27. Necht’ d1, d2 ∈ Z, d1 6= d2, d1 6= 1, d2 6= 1, a2 - d1, a2 - d2, kde a ∈ Z, a > 1 (tj.
d1 ani d2 nejsou dělitelné čtvercem celého č́ısla věťśıho než 1), pak Q(

√
d1) 6= Q(

√
d2).

D̊ukaz. Stač́ı, když dokážeme
√
d1 /∈ Q(

√
d2). Důkaz provedeme sporem.

Předpokládejme tedy, že můžeme
√
d1 vyjádřit ve tvaru

√
d1 = a+b

√
d2, kde a, b ∈ Q.

Po umocněńı máme
d1 = a2 + 2ab

√
d2 + b2d2.

Kdyby a 6= 0 a b 6= 0, dostali bychom√
d2 =

d1 − a2 − b2d2
2ab

.

To ale znamená, že d2 je čtvercem a to je spor s předpokladem.
Kdyby dále bylo a 6= 0 a b = 0, máme d1 = a2 a tedy zase dostáváme spor.
Předpokládejme tedy a = 0 a b 6= 0. Potom d1 = b2d2. Necht’ b je celé č́ıslo. Když bude

b2 = 1, máme d1 = d2, jinak b2 | d2. Ani jeden př́ıpad však neńı možný, opět máme spor
s předpoklady.

Pokud b ∈ Q, b = p
q
, kde p, q ∈ Z a jsou nesoudělné. Pak q2d1 = p2d2, tedy p2 | d1 a

dostáváme spor.
√
d1 do Q(

√
d2) nepatř́ı a věta je t́ım dokázána.

Definice 15. Necht’ a, b jsou racionálńı č́ısla, Q(
√
d) kvadratické těleso a α = a + b

√
d

č́ıslo z toho tělesa. Č́ıslo
N(α) = αα′,

kde α′ je č́ıslo konjugované k α, pak nazveme normou č́ısla α.

Poznámka. Č́ıslem konjugovaným k č́ıslu α = a+ b
√
d, mysĺıme č́ıslo α′ = a− b

√
d.

Definice 16. Necht’ α je č́ıslo z kvadratického tělesa T . Pak normovaný polynom p(α)
nejnižš́ıho možného stupně s racionálńımi koeficienty, který splňuje p(α) = 0, nazveme
minimálńım polynomem č́ısla α a rovnici p(α) = 0 minimálńı rovnićı č́ısla α.

Věta 28. Minimálńı polynom č́ısla α z kvadratického tělesa T děĺı každý nenulový polynom
s racionálńımi koeficienty, který má za kořen č́ıslo α.

D̊ukaz. Necht’ p(x) je polynom s kořenem α a ϕ(x) je minimálńı polynom č́ısla α. Protože
je α č́ıslo z kvadratického tělesa, stupeň ϕ(x) = 2. Plat́ı p(x) = ϕ(x)q(x) + r(x), kde q, r
jsou polynomy s racionálńımi koeficienty a stupeň polynomu r(x) je menš́ı než stupeň
polynomu ϕ(x).

15

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          
  

  
  

  
  

  
  

  
                



4.1. POJEM KVADRATICKÉHO TĚLESA

(1) Předpokládejme, že stupeň r(x) = 1, tedy r(x) = x−γ, γ ∈ Q. Pro x = α dostáváme
rovnici

p(α) = ϕ(α)q(α) + α− γ.

p(α) = 0 i ϕ(α) = 0, dostáváme tedy α = γ, což neńı možné.

(2) Nyńı necht’ stupeň r(x) = 0, r(x) = γ, γ ∈ Q. Pro x = α máme

p(α) = ϕ(α)q(α) + γ.

Z toho plyne γ = 0.

Tedy polynom r(x) = 0 a plat́ı p(x) = ϕ(x)q(x), tedy ϕ(x) | p(x).

Věta 29. Necht’ a, b jsou racionálńı č́ısla, a 6= 0, b 6= 0, Q(
√
d) kvadratické těleso a

α = a+ b
√
d č́ıslo z toho tělesa. Minimálńı rovnice č́ısla α je potom

x2 − 2ax+N(α) = 0, kde N(α) = a2 − db2. (4.1)

D̊ukaz. Položme
p(x) = x2 − 2ax+N(α).

Rozepsáńım normy dostáváme

N(α) = αα′ = (a+ b
√
d)(a− b

√
d) = a2 − db2.

Tedy p(x) = x2 − 2ax+ a2 − db2, dosazeńım se můžeme přesvědčit, že plat́ı p(α) = 0.
Necht’ ϕ(x) je minimálńı polynom č́ısla α. Pak stupeň polynomu ϕ(x) = 2, protože

podle předpokladu α neńı racionálńı.
Podle věty 28 plat́ı ϕ(x) | p(x). Existuje tedy polynom nad tělesem racionálńıch č́ısel

q(x) takový, že p(x) = ϕ(x)q(x). Stupeň p(x) je roven součtu stupň̊u ϕ(x) a q(x). Stupeň
p(x) = stupeň ϕ(x) = 2, z toho plyne, že stupeň polynomu q(x) = 0, tedy q ∈ Q, q 6= 0 a
plat́ı rovnice

p(x) = qϕ(x).

Oba polynomy p(x) a ϕ(x) jsou normované, pro q může platit jen q = 1.
Tedy p(x) = ϕ(x) a rovnice

x2 − 2ax+N(α) = 0

je minimálńı rovnićı č́ısla α.

Poznámka. Zřejmě uvedená rovnice je také minimálńı rovnićı č́ısla α′.

Věta 30. Mějme dvě č́ısla α a β z libovolného kvadratického tělesa. Pak

N(αβ) = N(α)N(β).

D̊ukaz. Z definice normy dostáváme

N(αβ) = (αβ)(αβ)′ = αβα′β′ = αα′ββ′ = N(α)N(β)
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4. OKRUH CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

4.2. Celá č́ısla kvadratického tělesa

Definice 17. Necht’ Q(
√
d) je kvadratické těleso. Řekneme, že č́ıslo α = a+ b

√
d z tohoto

tělesa je celým algebraickým č́ıslem tělesa Q(
√
d), když α vyhovuje rovnici

x2 + c1x+ c2 = 0, (4.2)

kde koeficienty c1, c2 jsou celá č́ısla.

Věta 31. Jestlǐze α je celé algebraické č́ıslo kvadratické tělesa Q(
√
d), pak i α′ je zřejmě

celé algebraické č́ıslo tohoto tělesa.

Věta 32. Necht’ Q(
√
d) je kvadratické těleso. Všechny celá algebraická č́ısla tohoto tělesa

jsou tvaru

a) a+ b
√
d v př́ıpadě, že d 6≡ 1 (mod 4),

b) a+ b1+
√
d

2
v př́ıpadě, že d ≡ 1 (mod 4),

kde a, b jsou celá č́ısla.

D̊ukaz. Označme si M množinu všech celých č́ısel kvadratického tělesa Q(
√
d) a N

množinu všech č́ısel α kvadratického tělesa Q(
√
d) tvaru α = a0 + b0θ, kde a0, b0 ∈ Z

a

θ =

{ √
d pro d 6≡ 1 (mod 4)

1+
√
d

2
pro d ≡ 1 (mod 4).

Máme dokázat, že M = N .

(1) Necht’ α ∈ N , α je tedy tvaru a0 + b0θ a máme dokázat, že α je celé algebraické
č́ıslo tělesa Q(

√
d).

a) Předpokládejme d 6≡ 1 (mod 4), θ =
√
d, α = a0 + b0

√
d, a0, b0 ∈ Z. Č́ıslo α

zřejmě vyhovuje rovnici 4.2, kde koeficienty c1 = −2a0 a c2 = a20 − db20 jsou
celá č́ısla, tedy α je podle definice 17 algebraické celé č́ıslo tělesa Q(

√
d).

b) Nyńı necht’ d ≡ 1 (mod 4), θ = 1+
√
d

2
, α = a0 + b0

1+
√
d

2
, a0, b0 ∈ Z. Po úpravě

dostáváme α = (a0+ b0
2

)+ b0
2

√
d. Když si označ́ıme a = (a0+ b0

2
), b = b0

2
, můžeme

se dosazeńım přesvědčit, že α opět vyhovuje rovnici 4.2, kde koeficienty c1, c2
jsou:

c1 = −2a = −2

(
a0 +

b0
2

)
= −2a0 − b0,

c2 = a2 − db2 =

(
a0 +

b0
2

)2

− d
(
b0
2

)2

= a20 + a0b0 +
b20
4
− db

2
0

4
=

= a20 + a0b0 + b20
1− d

4
.

Č́ısla c1, c2 jsou celá (protože d ≡ 1 (mod 4), takže 1−d
4
∈ Z) a č́ıslo α je celé

algebraické č́ıslo tělesa Q(
√
d).

Dokázali jsme, že N ⊆M.

17

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          
  

  
  

  
  

  
  

  
                



4.2. CELÁ ČÍSLA KVADRATICKÉHO TĚLESA

(2) Necht’ α ∈M, α je tedy celé algebraické č́ıslo tělesa Q(
√
d), α = a+ b

√
d, a, b ∈ Q,

α je kořenem rovnice
x2 − 2ax+ a2 − db2 = 0,

kde koeficienty −2a a a2 − db2 jsou celá č́ısla. Označme si je jako c1 = −2a a
c2 = a2 − db2. Pomoćı c1 si vyjádř́ıme a = − c1

2
a dosad́ıme do druhé rovnice:

c2 =
c21
4
− db2.

Č́ıslo b je racionálńı, můžeme ho psát ve tvaru zlomku b = u
v
, kde u, v ∈ Z, v ≥ 1,

(u, v) = 1. Máme tedy c2 =
c21
4
− du2

v2
, vynásobeńım 4v2 dostáváme

4c2v
2 = c21v

2 − 4du2,

v2(4c2 − c21) = −4du2.

Z tohoto vztahu plyne v2 | 4du2, v a u jsou nesoudělná č́ısla, tedy v2 | 4d. Nyńı
může platit jen v = 1 nebo v = 2, protože jinak by bylo d dělitelné čtvercem celého
č́ısla.

a) Pro v = 1 máme b = u ∈ Z, c2 =
c21
4
− du2. Č́ıslo

c21
4

je celé, tedy 4 | c21 a 2 | c1.

I) Pro d 6≡ 1 (mod 4) je α = − c1
2

+ u
√
d, a0 = − c1

2
i b0 = u jsou celé.

II) Pro d ≡ 1 (mod 4) je

α = −c1
2

+ u
√
d =

(
−c1

2
− u
)

+ 2u
1 +
√
d

2
,

a0 = − c1
2
− u i b0 = 2u jsou opět celé.

b) Pro v = 2 máme b = u
2
, u je liché,

c2 =
c21
4
− du2

4
=

1

4
(c21 − du2).

Plat́ı, že 4 | (c21 − du2), tedy c21 ≡ du2 (mod 4). Č́ıslo u je liché, u2 ≡ 1
(mod 4), po dosazeńı dostáváme c21 ≡ d (mod 4). Čtverec celého č́ısla může
být kongruentńı s 0 nebo 1 modulo 4.

I) Pro d 6≡ 1 (mod 4) neńı př́ıpustná ani jedna možnost, kdyby platilo c21 ≡
0 ≡ d (mod 4), bylo by d dělitelné čtvercem, ale to je spor s předpokladem.

II) Pro d ≡ 1 (mod 4) máme c21 ≡ 1 ≡ d (mod 4), takže c1 je liché.

α = a+ b
√
d = (a− b) + 2b

1 +
√
d

2
= a0 + b0

1 +
√
d

2
,

a0 = a− b a b0 = 2b muśı být celá č́ısla. To je splněno, nebot’ b0 = u a

a− b = −c1
2
− u

2
= −1

2
(c1 + u),

c1 i u jsou lichá, jejich součet je sudý, takže a0 i b0 jsou celá č́ısla.
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4. OKRUH CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

Dokázali jsme, že každé celé algebraické č́ıslo α, lze vyjádřit ve tvaru α = a0 + b0θ, kde
a0, b0 ∈ Z, M⊆ N a tedy M = N .

Definice 18. Necht’ Q(
√
d) je kvadratické těleso. Zaved’me označeńı

θ =

{ √
d pro d 6≡ 1 (mod 4)

1+
√
d

2
pro d ≡ 1 (mod 4).

Poznámka. Množinu všech celých algebraických č́ısel kvadratického tělesa Q(
√
d) budeme

značit Z[θ]. Zřejmě je Z[θ] obor integrity a Z[θ] = {a+ bθ | a, b ∈ Z}.

Definice 19. Necht’ T je kvadratické těleso a θ1, θ2 jsou celá algebraická č́ısla tohoto
tělesa. Pokud můžeme každé daľśı č́ıslo z oboru integrity Z[θ] vyjádřit jednoznačně ve
tvaru

a1θ1 + a2θ2,

kde a1, a2 jsou celá č́ısla, potom řekneme, že θ1, θ2 tvoř́ı bázi oboru integrity Z[θ].

Věta 33. Celá č́ısla 1 a θ tvoř́ı bázi oboru integrity Z[θ].

D̊ukaz. Zřejmě každé celé algebraické č́ıslo v tělesa Q(
√
d) se dá vyjádřit pomoćı č́ısel 1

a θ, stač́ı tedy, když sporem dokážeme jednoznačnost.
Předpokládejme, že α = a1+b1θ a α = a2+b2θ jsou dva rozklady celého algebraického

č́ısla α tělesa Q(
√
d), a1, a2, b1, b2 ∈ Z. Plat́ı a1 − a2 + (b1 − b2)θ = 0 a tedy

θ =
a1 − a2
b2 − b1

.

Tady ale dostáváme spor, protože θ neńı racionálńı č́ıslo.

4.3. Dělitelnost v okruhu celých č́ısel kvadratického

tělesa

Definice 20. Necht’ T = Q(
√
d) je kvadratické těleso a α, β jsou celá algebraická č́ısla

tohoto tělesa. Řekneme, že č́ıslo α je dělitelné č́ıslem β, jestliže existuje celé algebraické
č́ıslo µ z tělesa T takové, že α = βµ. Stručně znač́ıme β | α.

Věta 34. Necht’ α je celé algebraické č́ıslo kvadratického tělesa T , pak α | α.

D̊ukaz. Existuje celé č́ıslo µ = 1 tak, že plat́ı α = αµ.

Věta 35. Necht’ α, β, γ jsou celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T , β | α a γ | β,
potom γ | α.

D̊ukaz. Z předpokladu plyne, že existuj́ı celá algebraická č́ısla z kvadratického tělesa T ,
pro které plat́ı α = βµ a β = γν. Plat́ı α = γνµ, νµ je opět celé algebraické č́ıslo tělesa
T , tedy γ | α.

Poznámka. Dělitelnost je tedy relace reflexivńı a transitivńı.
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4.3. DĚLITELNOST V OKRUHU CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

Věta 36. Necht’ α, β, γ jsou celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T , βγ | αγ, γ 6= 0,
potom β | α.

D̊ukaz. Existuje celé algebraické č́ıslo µ z kvadratického tělesa T tak, že αγ = βγµ. Když
neńı γ = 0, můžeme s ńı rovnici vydělit, dostáváme α = βµ a tedy β | α.

Věta 37. Necht’ α, β, γ jsou celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T , γ | α, γ | β,
pak pro každá dvě celá algebraická č́ısla ξ, η kvadratického tělesa T plat́ı γ | αξ + βη.

D̊ukaz. Existuj́ı celá algebraická č́ısla µ a ν z kvadratického tělesa T tak, že α = γµ a
β = γν, takže αξ = γµξ a βη = γνη, po sečteńı αξ+βη = γ(µξ+νη), tedy γ | αξ+βη.

Definice 21. Jednotkou kvadratického tělesa T nazýváme celé algebraické č́ıslo ε takové,
že plat́ı ε | 1.

Věta 38. Necht’ je ε jednotkou kvadratického tělesa T , pak je jednotkou tohoto tělesa i 1
ε
.

D̊ukaz. Podle předpokladu ε | 1, tedy existuje celé algebraické č́ıslo µ, které splňuje
rovnost εµ = 1. Z toho vyplývá, že i µ = 1

ε
děĺı 1 a je tedy jednotkou.

Věta 39. Necht’ T = Q(
√
d) je kvadratické těleso a α je celé algebraické č́ıslo tohoto

tělesa, potom N(α) ∈ Z.

D̊ukaz. Když d ≡ 1 (mod 4), je celé algebraické č́ıslo α tvaru α = a1 + a2
1+
√
d

2
, kde

a1, a2 ∈ Z. Norma č́ısla α je potom

N(α) = αα′ = (a1 + a2
1 +
√
d

2
)(a1 + a2

1−
√
d

2
) = a21 + a1a2 + a22

1− d
4

.

Každý ze člen̊u v tomto výrazu je celé č́ıslo, proto je i N(α) ∈ Z.
Když bude naopak d 6≡ 1 (mod 4), celé algebraické č́ıslo α je tvaru α = a1 + a2

√
d,

kde a1, a2 ∈ Z a
N(α) = (a1 + a2

√
d)(a1 − a2

√
d) = a21 − da22,

tedy opět N(α) ∈ Z.

Věta 40. Necht’ α a β jsou celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T a β | α. Potom
N(β) | N(α).

D̊ukaz. Z předpokladu plyne, že existuje celé algebraické č́ıslo µ kvadratického tělesa T
takové, že α = βµ. Použit́ım věty 30 dostáváme N(α) = N(β)N(µ). Podle věty 39 je
N(µ) ∈ Z. Proto N(β) | N(α).

Věta 41. Necht’ α je celým č́ıslem kvadratického tělesa T . Pak je α jednotkou, pravě když
N(α) = ±1.

D̊ukaz. a) Necht’ je α jednotkou, tj. α | 1. Podle věty 40 máme N(α) | 1. Norma N(α)
má být celá, tedy N(α) = ±1.

b) Necht’ N(α) = ±1 = αα′. Protože i α′ je celé algebraické č́ıslo, máme α | 1, to
znamená, že α je jednotkou.

Definice 22. Mějme celá algebraická č́ısla α, β kvadratického tělesa T . Řekneme, že α je
asociované s β, jestliže splňuj́ı rovnici α = βε, kde ε je jednotkou kvadratického tělesa T .
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4. OKRUH CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

Poznámka. Zřejmě je asociovanost relace reflexivńı, symetrická a transitivńı. Je to tedy
relace ekvivalence.

Věta 42. Necht’ jsou α, β celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T . Pak jsou tyto č́ısla
asociovaná, právě když plat́ı α | β a zároveň β | α.

D̊ukaz. a) Necht’ α a β jsou asociované, pak je podle definice α = βε. Tedy zřejmě
α | β a β | α.

b) Necht’ naopak α | β a β | α. Existuj́ı celá algebraická č́ısla µ1 a µ2 z tělesa T takové,
že plat́ı α = βµ1 a β = αµ2. Proto máme α = αµ2µ1, po úpravě 1 = µ2µ1. Tedy
č́ısla µ1 a µ2 jsou jednotkami tělesa T a č́ısla α a β jsou asociované.

Věta 43. Necht’ α1, α2, β1, β2 jsou celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T , α1 je
asociované k α2, β1 je asociované k β2 a α1 | β1. Potom plat́ı α2 | β2.

D̊ukaz. Podle předpokladu existuje celá algebraické č́ıslo µ, pro které plat́ı β1 = α1µ a
dále α1 = α2ε1 a β1 = β2ε2, kde ε1 a ε2 jsou jednotky tělesa T . Po dosazeńı máme
β2 = α2ε1

1
ε2
µ. Teda α2 | β2.

Věta 44. Necht’ α a β jsou celá algebraická č́ısla kvadratického tělesa T , α 6= 0, β | α, pak
|N(α)| ≥ |N(β)|. Rovnost |N(α)| = |N(β)| plat́ı, právě když jsou č́ısla α a β asociované.

D̊ukaz. Podle předpokladu existuje celé algebraické č́ıslo µ tak, že plat́ı α = βµ, a tedy
N(α) = N(β)N(µ) a |N(α)| = |N(β)||N(µ)|. Č́ıslo α 6= 0, proto máme |N(µ)| ≥ 1.
Tedy |N(α)| ≥ |N(β)|. Pokud by bylo |N(µ)| = 1, tj. µ by bylo jednotkou a č́ısla α a β
asociované, máme |N(α)| = |N(β)|.

Definice 23. Necht’ π je celé algebraické č́ıslo kvadratického tělesa T , |N(π)| > 1. Pokud
je č́ıslo π dělitelné jen č́ısly k němu asociovanými a jednotkami tělesa T , nazveme toto
č́ıslo algebraickým prvoč́ıslem tělesa T .

Věta 45. Necht’ je π algebraickým prvoč́ıslem kvadratického tělesa T , potom je i č́ıslo π′

k němu konjugované algebraickým prvoč́ıslem tohoto tělesa.

D̊ukaz. Provedeme sporem. Předpokládejme, že π′ neńı algebraickým prvoč́ıslem tělesa
T a můžeme ho psát ve tvaru π′ = ηξ, kde η a ξ jsou celá algebraická č́ısla tělesa T ,
|N(η)| > 1 a |N(ξ)| > 1. Potom

π = (π′)′ = (ηξ)′ = η′ξ′,

kde N(η) = N(η′) a N(ξ) = N(ξ′). To ale znamená, že π je složené č́ıslo, což je spor.

Věta 46. Necht’ je α celé algebraické č́ıslo kvadratického tělesa T , N(α) = p, kde p je
prvoč́ıslo. Potom je α algebraickým prvoč́ıslem.

D̊ukaz. Provedeme sporem. Předpokládejme, že α neńı algebraickým prvoč́ıslem tělesa T a
můžeme ho psát ve tvaru α = ηξ, kde η a ξ jsou celá algebraická č́ısla tělesa T , |N(η)| > 1
a |N(ξ)| > 1. Tedy p = N(α) = N(η)N(ξ), prvoč́ıslo p však nemůžeme rozložit v součin
dvou celých č́ısel, jejichž absolutńı hodnota je větš́ı než 1. Dostáváme tedy spor.

Věta 47. Necht’ je α celé algebraické č́ıslo kvadratického tělesa T , |N(α)| > 1. Pak lze
toto č́ıslo rozložit v součin konečného počtu algebraických prvoč́ısel tělesa T .
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4.3. DĚLITELNOST V OKRUHU CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

D̊ukaz. Provedeme indukćı.

(a) Každé celé algebraické č́ıslo α takové, že |N(α)| = 2, je podle věty 46 algebraickým
prvoč́ıslem tělesa T .

(b) Předpokládejme tedy celé algebraické č́ıslo α, |N(α)| > 2 a platnost věty pro každé
celé č́ıslo β, pro které plat́ı |N(β)| < |N(α)|. Když je α algebraické prvoč́ıslo, je
věta dokázaná. V opačném př́ıpadě je možné č́ıslo α rozložit na α = βγ, kde β, γ
jsou celá algebraická č́ısla tělesa T a podle věty 44 plat́ı 1 < |N(β)| < |N(α)| a
1 < |N(γ)| < |N(α)|. Podle indukčńıho předpokladu však lze č́ısla β a γ rozložit v
součin konečného počtu algebraických prvoč́ısel.

Věta 48. V oboru integrity Z[θ] každého kvadratického tělesa Q(
√
d), kde d < 0, je

konečně mnoho jednotek. Konkrétně:

(a) v př́ıpadě d = −1 máme 4 jednotky a to 1,−1, i,−i,

(b) v př́ıpadě d = −3 máme 6 jednotek a to 1,−1, %,−%, %2,−%2, kde % = −1+i
√
d

2
,

(c) jinak 2 jednotky a to 1 a −1.

D̊ukaz. Všechny celá algebraická č́ısla kvadratického č́ısla jsou tvaru α = x + yθ, kde
a, b ∈ Z. Jejich norma je

N(α) = αα′ =

{
x2 − dy2 pro d 6≡ 1 (mod 4)
x2 + xy + 1−d

4
y2 pro d ≡ 1 (mod 4).

Aby bylo α jednotkou, muśı platit N(α) = ±1. Řeš́ıme tedy rovnice

x2 − dy2 = ±1,

x2 + xy +
1− d

4
y2 = ±1,

kde x, y ∈ Z a d < 0. Proto jsou výrazy x2− dy2 a x2 + xy+ 1−d
4
y2 vždy kladné, hledáme

tedy jen řešeńı rovnic

x2 − dy2 = 1, (4.3)

x2 + xy +
1− d

4
y2 = 1. (4.4)

(a) Řešme rovnici 4.3, d < 0 a d 6≡ 1 (mod 4). Necht’ d = −1, pak dostáváme řešeńı
(x, y) = (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1). V kvadratickém tělese Q(

√
−1) tedy existuj́ı 4

jednotky 1,−1, i,−i.
Pro d < −1 má rovnice 4.3 jen dvě řešeńı (x, y) = (1, 0), (−1, 0), tedy jednotky jsou
1 a −1.

(b) V rovnici 4.4 muśı platit d < 0, d ≡ 1 (mod 4). Pro d = −3 máme 6 řešeńı
(x, y) = (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1), (1, 1), (1,−1), tedy č́ısla

1,−1,
1 +
√
−3

2
,
−1−

√
−3

2
,
−1 +

√
−3

2
,
1−
√
−3

2
.

Jsou to č́ısla 1,−1, %,−%, %2,−%2, kde % = −1+i
√
d

2
.

Pro d < −3 dostáváme zase jen dvě řešeńı (x, y) = (1, 0), (−1, 0), tj. č́ısla 1 a −1.
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4. OKRUH CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

Nyńı si uvedeme dvě věty bez d̊ukaz̊u.

Věta 49. V oboru integrity Z[θ] každého kvadratického tělesa Q(
√
d), kde d > 0, je

nekonečně mnoho jednotek.

Věta 50. V oboru integrity Z[θ] kvadratického tělesa Q(
√
d), kde d > 0, existuje ε∗

(fundamentálńı jednotka) a pro každou daľśı jednotku ε plat́ı ε = +(ε∗)n nebo ε = −(ε∗)n,
kde n ∈ N.

4.4. Př́ıklady

Př́ıklad 4.1. Dokažte, že pro α, β z kvadratického tělesa plat́ı

N

(
α

β

)
=
N(α)

N(β)
.

Řešeńı.

N

(
α

β

)
=

(
α

β

)(
α

β

)′
=

(
α

β

)(
α′

β′

)
=
αα′

ββ′
=
N(α)

N(β)
.

Př́ıklad 4.2. Dokažte, že č́ısla θ1 = 1 + i a θ2 = 3 + 2i tvoř́ı bázi celých č́ısel tělesa Q(i).

Řešeńı. Aby tvořila č́ısla θ1, θ2 bázi celých č́ısel tělesa Q(i), muśı j́ıt každé celé algebraické
č́ıslo α = a1 + a2i (a1, a2 ∈ Z) tohoto tělesa jednoznačně vyjádřit ve tvaru

α = a1 + a2i = c1(1 + i) + c2(3 + 2i),

kde c1, c2 ∈ Z.
Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostáváme c1 = −2a1 + 3a2 a c2 = a1− a2.

Tedy každé celé algebraické č́ıslo tělesa Q(i) lze vyjádřit pomoćı θ1, θ2 a ty tvoř́ı bázi
celých č́ısel tohoto tělesa.

Př́ıklad 4.3. Necht’ θ1, θ2 tvoř́ı bázi celých č́ısel tělesa T = Q(
√
d). Dokažte, že každá

jiná báze je tvaru

θ∗1 = c11θ1 + c12θ2,

θ∗2 = c21θ1 + c22θ2,

kde ∣∣∣∣c11 c12
c21 c22

∣∣∣∣ = ±1, c11, c12, c21, c22 ∈ Z.

Řešeńı. Označme

B = {[θ∗1, θ∗2] : θ∗1, θ
∗
2 tvoř́ı bázi algebraických celých č́ısel tělesa T}

C = {[θ∗1, θ∗2] : ∃cij ∈ Z, 1 ≤ i, j ≤ 2, det(cij) = ±1,
θ∗1 = c11θ1 + c12θ2,
θ∗2 = c21θ1 + c22θ2

}.

Máme dokázat, že B = C.
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4.4. PŘÍKLADY

(1) Necht’ [θ∗1, θ
∗
2] ∈ B, tedy je θ∗1, θ

∗
2 báze celých č́ısel tělesa T . Existuj́ı dij ∈ Z, 1 ≤

i, j ≤ 2 tak, že plat́ı
θ1 = d11θ

∗
1 + d12θ

∗
2,

θ2 = d21θ
∗
1 + d22θ

∗
2.

Označme si

Θ =

[
θ1
θ2

]
, Θ∗ =

[
θ∗1
θ∗2

]
, C =

[
c11 c12
c21 c22

]
, D =

[
d11 d12
d21 d22

]
.

Potom můžeme psát
CΘ = Θ∗, DΘ∗ = Θ.

Tedy DCΘ = Θ, z toho plyne, že DC = I2. Podle Cauchyovy věty o součinu
determinant̊u dostáváme det(C)det(D) = det(I2) = 1. Determinant matice C i
matice D je celé č́ıslo, tedy det(C) = ±1. T́ım jsme dokázali, že [θ∗1, θ

∗
2] ∈ C.

(2) Necht’ [θ∗1, θ
∗
2] ∈ C, tedy Θ∗ = CΘ, det(C) = ±1. Necht’ β = aθ1 + bθ2 je celé

algebraické č́ıslo z T , a, b ∈ Z a α = (a, b). Pak β = αΘ. Determinant det(C) = ±1,
existujete proto inverzńı matice C−1, pro kterou plat́ı Θ = C−1Θ∗ a

C−1 =
1

det(C)
adj(C) = ±adj(C) = ±

[
c22 −c21
−c12 c11

]
.

Prvky matice adj(C) a tedy i C−1 jsou celá č́ısla. Č́ıslo β tedy můžeme psát ve tvaru
β = αC−1Θ∗. Z toho plyne, že č́ısla [θ∗1, θ

∗
2] tvoř́ı bázi algebraických č́ısel tělesa T ,

nebot’ lze pomoćı nich vyjádřit každé celé algebraické č́ıslo z tělesa T . Plat́ı B = C
a věta je t́ım dokázána.

Př́ıklad 4.4. Dokažte, že č́ıslo ∣∣∣∣θ1 θ′1
θ2 θ′2

∣∣∣∣2
je nezávislé na volbě báze a je závislé jen na tělese (je to diskriminant tělesa).

Řešeńı. Necht’ [θ1, θ2], [θ
∗
1, θ
∗
2] jsou báze tělesa T a

θ∗1 = xθ1 + yθ2,

θ∗2 = uθ1 + vθ2.

Označme si

Θ =

[
θ1
θ2

]
, Θ∗ =

[
θ∗1
θ∗2

]
, Θ′ =

[
θ′1
θ′2

]
, (Θ∗)′ =

[
(θ∗1)

′

(θ∗2)
′

]
, M =

[
x y
u v

]
.

Potom plat́ı
Θ∗ = MΘ, (Θ∗)′ = MΘ′,

a
(Θ∗, (Θ∗)′) = (MΘ,MΘ′) = M(Θ,Θ′).

Opět podle Cauchyovy věty o součinu determinant̊u máme

det(Θ∗, (Θ∗)′) = det(M)det(Θ,Θ′).
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4. OKRUH CELÝCH ČÍSEL KVADRATICKÉHO TĚLESA

Podle př́ıkladu 4.3 je det(M) = ±1, tedy

det(Θ∗, (Θ∗)′)2 = det(M)2det(Θ,Θ′)2 = det(Θ,Θ′)2.

Diskriminant tělesa je tedy na volbě báze nezávislý.

Př́ıklad 4.5. Dokažte, že těleso Q(
√
d) má diskriminant rovný č́ıslu d, resp. 4d podle

toho, jestli d ≡ 1 (mod 4) nebo ne.

Řešeńı. Necht’ d 6≡ 1 (mod 4), θ1 = a1 + a2
√
d a θ2 = b1 + b2

√
d. Pak∣∣∣∣θ1 θ′1

θ2 θ′2

∣∣∣∣2 = ((a1b1 − a1b2
√
d+ a2b1

√
d− a2b2d)− (a1b1 + a1b2

√
d− a2b1

√
d− a2b2d))2 =

= (2
√
d)2(a2b1 − a1b2)2 = 4d(a2b1 − a1b2)2.

Podle př́ıkladu 4.3 je (a2b1 − a1b2) = ±1, tedy∣∣∣∣θ1 θ′1
θ2 θ′2

∣∣∣∣2 = 4d.

Nyńı necht’ d ≡ 1 (mod 4), θ1 = a1 + a2
1−
√
d

2
a θ2 = b1 + b2

1−
√
d

2
. Pak∣∣∣∣θ1 θ′1

θ2 θ′2

∣∣∣∣2 =

(
1−
√
d

2
− 1 +

√
d

2

)2

(a2b1 − a1b2)2 = d(a2b1 − a1b2)2 = d.

Př́ıklad 4.6. Dokažte, že v tělese Q(
√

5) plat́ı

(a) č́ısla 2 +
√

5, 2−
√

5 jsou jednotkami,

(b) č́ısla 3 +
√

5, 1−
√

5 jsou asociované, nejsou však jednotkami,

(c) č́ısla 4 +
√

5, 4−
√

5 jsou algebraickými prvoč́ısly.

Řešeńı. (a) Algebraické celé č́ıslo je jednotkou, pokud děĺı č́ıslo 1. Muśı platit 2+
√

5 | 1
a 2−

√
5 | 1, tedy č́ısla 1

2+
√
5

a 1
2−
√
5

muśı být celá algebraická č́ısla.

1

2 +
√

5
=

1

2 +
√

5

2−
√

5

2−
√

5
=

2−
√

5

4− 5
= −2 +

√
5 = −3 + 2

1 +
√

5

2
,

1

2−
√

5
=

1

2−
√

5

2 +
√

5

2 +
√

5
=

2 +
√

5

4− 5
= −2−

√
5 = −1− 2

1 +
√

5

2
.

Č́ısla 1
2+
√
5

a 1
2−
√
5

jsou celá algebraická č́ısla tělesa Q(
√

5) a tedy 2 +
√

5 a 2−
√

5
jsou jednotkami.

(b) Aby byly č́ısla 3+
√

5, 1−
√

5 jsou asociovaná, muśı platit 3+
√

5 | 1−
√

5 a zároveň
1−
√

5 | 3 +
√

5.

1−
√

5

3 +
√

5
= −4 + 2

√
5 = −6 + 4

1 +
√

5

2
.

3 +
√

5

1−
√

5
= −2−

√
5 = −1− 2

1 +
√

5

2
.
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4.4. PŘÍKLADY

Tedy č́ısla 3 +
√

5, 1−
√

5 jsou asociovaná, nejsou však jednotkami, protože

1

3 +
√

5
=

3−
√

5

4
,

1

1−
√

5
=

1 +
√

5

−4
,

nejsou celá algebraická č́ısla tělesa Q(
√

5).

(c) Pokud bude norma č́ısel 4+
√

5, 4−
√

5 prvoč́ıslem, budou podle věty 46 č́ısla 4+
√

5
a 4−

√
5 algebraická prvoč́ısla.

N(4 +
√

5) = (4 +
√

5)(4−
√

5) = 16− 5 = 11,

N(4−
√

5) = (4−
√

5)(4 +
√

5) = 16− 5 = 11.

Č́ıslo 11 je opravdu prvoč́ıslo, tedy 4 +
√

5 a 4−
√

5 jsou algebraická prvoč́ısla.

26

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

  
  

                                                          
  

  
  

  
  

  
  

  
                



5. GAUSSOVA CELÁ ČÍSLA

5. Gaussova celá č́ısla

5.1. Aritmetika Gaussových č́ısel

Definice 24. Celá algebraická č́ısla tělesa Q(
√
−1) = Q(i) nazveme Gaussovými celými

č́ısly. Jsou to tedy č́ısla tvaru a+ bi, kde a, b ∈ Z.

Věta 51. Mějme dvě Gaussova celá č́ısla α, β, β 6= 0, pak existuj́ı Gaussova celá č́ısla ν
a µ takové, že plat́ı

α = βµ+ ν, kde N(ν) < N(β).

D̊ukaz. Necht’ α
β

= A+Bi, kde A,B ∈ Q, a x, y jsou celá č́ısla taková, že plat́ı

|A− x| ≤ 1

2
,

|B − y| ≤ 1

2
.

Mějme nyńı Gaussova celá č́ısla µ = x+iy a ν = α−µβ. Tyto č́ısla splňuj́ı požadované
vlastnosti:

ν = α− µβ = β

(
α

β
− µ

)
= β(A+Bi− x− iy) = β[(A− x) + i(B − y)],

tedy podle věty 30 přejdeme k normám a dostáváme

N(ν) = N(β)[(A− x)2 + (B − y)2] ≤ N(β)

(
1

4
+

1

4

)
=

1

2
N(β) ≤ N(β).

Definice 25. Gaussovo celé č́ıslo δ nazveme nejvěťśım společným dělitelem dvou Gaus-
sových celých č́ısel α a β, pokud

(a) δ děĺı α i β,

(b) každé daľśı Gaussovo celé č́ıslo, děĺıćı α a β, děĺı i δ.

Euklid̊uv algoritmus pro Gaussova celá č́ısla. Pro každá dvě Gaussova celá č́ısla
α, β, z nichž alespoň jedno z nich je r̊uzné od nuly, existuje největš́ı společný dělitel δ.
Ten je až na asociovanost určen jednoznačně a lze vyjádřit ve tvaru

δ = αξ + βη,

kde ξ a η jsou Gaussova celá č́ısla.

D̊ukaz. Předpokládejme β 6= 0. Podle věty 51 můžeme sestavit systém rovnic

α = µ0β + ν0, N(ν0) < N(β),

β = µ1ν0 + ν1, N(ν1) < N(ν0),

ν0 = µ2ν1 + ν2, N(ν2) < N(ν1),

...

νk−2 = µkνk−1 + νk, N(νk) < N(νk−1),

νk−1 = µk+1νk,
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5.1. ARITMETIKA GAUSSOVÝCH ČÍSEL

kde k ∈ N, µ0, µ1, . . . µk+1, ν0, ν1, . . . νk+1 jsou Gaussova celá č́ısla. Dostáváme klesaj́ıćı
posloupnost

N(β) > N(ν0) > N(ν1) > · · · > N(νk) > N(νk+1) = 0,

tedy pro určité k muśı platit N(νk+1) = 0. Gaussovo celé č́ıslo νk = δ potom je největš́ı
společný dělitel č́ısel α a β.

Stejně jako u polynomů, uprav́ıme rovnice Euklidova algoritmu pro Gaussova celá č́ısla
a postupným dosazováńım dostaneme rovnici

δ = νk = αξ + βη,

kde ξ a η jsou Gaussova celá č́ısla.

Definice 26. Pokud je největš́ı společný dělitel dvou Gaussových celých č́ısel jednotka,
nazveme je nesoudělnými.

Věta 52. Necht’ α, β, γ jsou Gaussova celá č́ısla, α a β jsou nesoudělná a α | βγ. Pak
α | γ.

D̊ukaz. Č́ısla α a β jsou nesoudělná, existuj́ı tedy Gaussova celá č́ısla ξ, η tak, že plat́ı
αξ + βη = 1. Celou rovnici vynásob́ıme č́ıslem γ, dostáváme αγξ + βγη = γ. Zřejmě
α | αγ a podle předpokladu α | βγ, tedy α | αγξ + βγη, tj. α | γ.

Definice 27. Algebraická prvoč́ısla tělesa Q(i) budeme nazývat Gaussovými prvoč́ısly.

Věta 53. Mějme Gaussovo prvoč́ıslo π a Gaussova celá č́ısla α, β. Když π | αβ a π - β,
plat́ı π | α.

D̊ukaz. Protože π - β, jsou π a β nesoudělná, podle věty 52 π | α.

Věta 54. Necht’ je π Gaussovo prvoč́ıslo, α1, α2, . . . , αk jsou Gaussova celá č́ısla, k ∈ N.
Pokud π | α1α2 . . . αk, pak pro alespoň jedno i ∈ N, 0 < i ≤ k, plat́ı π | αi.

D̊ukaz. Jestliže plat́ı π | α1, je věta dokázána. Jinak π - α1 a podle věty 53 dostáváme
π | α2α3 . . . αk. Pokud opět π - α2, máme π | α3α4 . . . αk. Podobně můžeme pokračovat,
dokud nez̊ustane jen π | αk, π teda děĺı aspoň jedno z č́ısel α1, α2, . . . , αk.

Věta 55. Necht’ je α Gaussovo celé č́ıslo, |N(α)| > 1. Pak lze toto č́ıslo rozložit v součin
konečného počtu Gaussových prvoč́ısel. Až na pořad́ı a asociativitu dělitel̊u je tento rozklad
jednoznačný.

D̊ukaz. Existenci rozkladu jsme dokázali ve větě 47, nyńı dokážeme ještě jednoznačnost.
Necht’ α = π1π2 . . . πn a α = π∗1π

∗
2 . . . π

∗
m jsou dva rozklady č́ısla α, n,m ∈ N. Plat́ı

π1 | α, tedy π1 | π∗1π∗2 . . . π∗m a podle věty 54 π1 | π∗i pro nějaké i ∈ N, 0 < i ≤ k. Č́ısla π1 i
π∗i jsou Gaussova prvoč́ısla a plat́ı π∗i = ε1π1, kde ε1 je jednotka. Můžeme tedy vydělit oba
rozklady č́ıslem π∗i a zároveň si přeznač́ıme druhý rozklad tak, aby π∗i = π∗∗1 . Dostáváme
tedy

π2π3 . . . πn = ε1π
∗∗
2 π
∗∗
3 . . . π∗∗m .

Tento postup opakujeme, dokud na jedné straně nezbude žádné Gaussovo prvoč́ıslo.
Pokud by bylo n < m, dostali bychom po n kroćıch

1 = ε∗π̃n+1 . . . π̃m,

to ovšem neńı možné. Stejně by dopadl i př́ıpad n > m. Muśı tedy platit, že n = m a oba
rozklady jsou až na pořad́ı a asociativitu dělitel̊u shodné.
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5. GAUSSOVA CELÁ ČÍSLA

Věta 56. Necht’ π je Gaussovo prvoč́ıslo. Potom existuje právě jedno prvoč́ıslo p > 0, p ∈
Z takové, že plat́ı π | p.

D̊ukaz. Provedeme sporem. Předpokládejme, že máme dvě r̊uzné prvoč́ısla p1, p2, π | p1
a π | p2. Tedy π | ξp1 + ηp2, kde ξ, η jsou celá Gaussova č́ısla. Prvoč́ısla p1 a p2 jsou
nesoudělná, existuj́ı proto dvě celá č́ısla x, y a plat́ı 1 = xp1 + yp2. π by tedy muselo dělit
č́ıslo 1, ale to neńı možné.

Věta 57. Necht’ jsou α, β, µ Gaussova celá č́ısla, α, β jsou nesoudělná a αβ = µn, kde
n ∈ N. Pak je každé z č́ısel α, β asociované s n-tou mocninou Gaussova celého č́ısla.

D̊ukaz. Podle věty 55 lze jednoznačně rozložit č́ıslo µ na součin Gaussových prvoč́ısel.
Necht’ tedy µ = π1π2 . . . πk je rozklad č́ısla µ, k ∈ N. Dostáváme

αβ = πn1π
n
2 . . . π

n
k .

Č́ısla α, β jsou nesoudělná, jestliže jedno z č́ısel α, β bude dělitelné určitým Gaussovým
prvoč́ıslem πs, bude dělitelné i jeho n-tou mocninou πns . Žádné Gaussovo prvoč́ıslo nemůže
dělit α i β. Č́ısla α, β jsou tedy asociovaná s n-tou mocninou Gaussova č́ısla.

5.2. Aplikace

Problém 1. Najděte všechna řešeńı diofantické rovnice

x2 + y2 = z2, (5.1)

kde x, y, z jsou kladná celá č́ısla a (x, y) = 1.

Řešeńı. Č́ısla x, y nemohou být sudá, protože by neplatil předpoklad (x, y) = 1. Nemohou
být ani obě lichá, jelikož x2+y2 ≡ 1+1 (mod 4), potom by muselo platit z2 ≡ 2 (mod 4),
ale to neńı možné. Tedy jedno z č́ısel x, y je sudé, druhé liché, č́ıslo z je také liché.

Nyńı můžeme rovnici 5.2 přepsat pomoćı Gaussových celých č́ısel:

(x+ yi)(x− yi) = z2.

Tyto Gaussova celá č́ısla x+ yi a x− yi jsou nesoudělná. To můžeme dokázat nepř́ımo.
Předpokládejme, že existuje Gaussovo celé č́ıslo δ, které neńı jednotkou a je největš́ı

společný dělitel č́ısel x + yi a x− yi. Potom δ děĺı taky rozd́ıl a součet těchto č́ısel, tedy
δ | 2x a δ | 2y. Č́ısla x, y jsou ovšem nesoudělná i v oboru integrity Gaussových celých
č́ısel, δ může dělit nejvýše č́ıslo 2, je tedy asociované bud’ s č́ıslem 1 + i, nebo 2.

Kdyby bylo δ asociované s 1 + i, č́ıslo x+yi
1+i

= x+y
2

+ ix−y
2

by muselo být Gaussovo celé

č́ıslo. Ale to by platilo, jen pokud by x, y byla obě bud’ sudá, nebo lichá.
Podobně nemůže být δ asociované ani s 2, aby bylo x+yi

2
Gaussovo celé musela by x, y

být sudá.
Nyńı, protože v́ıme, že x+ yi a x− yi jsou nesoudělná, můžeme použ́ıt větu 57, každé

z č́ısel x+ yi a x− yi je asociované s druhou mocninou nějakého Gaussova celého č́ısla:

x+ yi = εα2,
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5.2. APLIKACE

kde α = a+ bi, a, b ∈ Z a ε je jednotkou. Jednotky v Gaussových č́ıslech jsou 1,−1, i,−i,
jednotně je můžeme zapsat jako ir, kde r = 0, 1, 2, 3. Naši rovnici uprav́ıme:

x+ yi = ir(a+ bi)2 = ir(a2 + 2abi− b2) = ir(a2 − b2) + ir+12ab.

Když porovnáme reálné a imaginárńı části této rovnice, dostáváme

x = ±(a2 − b2), y = ±2ab, pro i = 0 nebo i = 2,

nebo
x = ∓2ab, y = ±(a2 − b2), pro i = 1 nebo i = 3.

Pro komplexně sdružená č́ısla plat́ı:

x− yi = i−r(a− bi)2,

tedy
z = ±

√
(x+ yi)(x− yi) = ±(a2 + b2).

Nyńı vyřeš́ıme, jaká maj́ı být č́ısla a, b, aby byly splněny podmı́nky x > 0, y > 0, z > 0,
(x, y) = 1. Jedno z č́ısel x, y má být sudé, druhé liché, požadujme tedy nav́ıc, aby x bylo
sudé, y liché. Tomuto př́ıpadu vyhovuj́ı rovnice

x = ∓2ab, y = ±(a2 − b2) z = ∓(a2 + b2).

Dosazeńım každé z trojic x, y, z do rovnice 5.2 se přesvědč́ıme, že tato rovnice opravdu
plat́ı.

Protože má být z kladné, můžeme brát v úvahu jen spodńı znaménka. Aby byla i č́ısla
x, y kladná, muśı platit 0 < a < b, na splněńı nesoudělnosti x a y muśı být a, b nesoudělná
a r̊uzné parity.

(V př́ıpadě, že by platilo (a, b) > 1, nebyla by č́ısla x, y nesoudělná.
Když naopak zvoĺıme a, b nesoudělná a r̊uzné parity, můžeme nepř́ımo dokázat, že

(x, y) = 1. Předpokládejme, že (x, y) = d > 1. Potom d děĺı i součet x a y, tedy d | (a2+b2),
d | (a2 − b2) a také d | 2a2, d | 2b2. Č́ısla a, b jsou nesoudělná, muselo by platit d | 2, to je
d = 2. To ale neńı možné, protože y je liché č́ıslo a nemůže být dělitelné č́ıslem 2.)

Dokázali jsme:

Věta 58. Řešeńı diofantické rovnice

x2 + y2 = z2,

x, y, z jsou celá kladná č́ısla, x je sudé, y, z jsou liché a (x, y) = 1, je určeno rovnicemi

x = 2ab, y = b2 − a2 z = a2 + b2,

kde a, b ∈ Z, 0 < a < b, a, b jsou nesoudělná a r̊uzné parity.

Problém 2. Najděte všechna řešeńı diofantické rovnice

x2 + 4 = y3, (5.2)

kde x, y jsou celá č́ısla.
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5. GAUSSOVA CELÁ ČÍSLA

Řešeńı. Opět si rozlož́ıme levou stranu rovnice pomoćı Gaussových celých č́ısel:

(x+ 2i)(x− 2i) = y3.

Podle parity x budeme rozlǐsovat dva př́ıpady:

(1) Předpokládejme, že x je liché. Potom jsou č́ısla (x+ 2i), (x− 2i) nesoudělná.

Kdyby totiž existovalo Gaussovo celé č́ıslo δ, které neńı jednotkou, a dělilo by č́ısla
(x+2i) a (x−2i), pak by dělilo i jejich součet a rozd́ıl, tj. δ | 2x a δ | 4i. Označme si
π = (i+ 1), π je Gaussovo prvoč́ıslo. Nyńı můžeme psát 2 = −iπ2, 4 = π4. Protože
δ neńı jednotkou muśı platit π | δ, tedy π | (x+ 2i). Dále máme π | 2i, z toho plyne,
že také π | x. Po přechodu k normám máme N(π) | N(x), tedy 2 | x2, což je ale
spor, protože x je liché.

Stejně jako u minulé rovnice použijeme větu 57 a dostáváme

x+ 2i = ir(a1 + ib1)
3,

x− 2i = i−r(a1 − ib1)3.

Plat́ı 13 = 1, i3 = −i, (−1)3 = −1, (−i)3 = i, každá jednotka je tedy třet́ı mocninou
(lǐśı se jen znaménkem pro r liché). Jednotky ir tedy můžeme vsunout do závorek:

x+ 2i = (a+ ib)3,

x− 2i = (a− ib)3,

kde a, b ∈ Z. Odečteńım rovnic máme

x = a3 − 3ab2, (5.3)

2 = b(3a2 − b2). (5.4)

Z druhé rovnice vid́ıme, že může být b = ±1 nebo b = ±2.

(a) V př́ıpadě b = ±1 je 3a2 − b2 = ±2, tedy a = ±1, ale to neńı možné, protože
by x bylo sudé.

(b) V př́ıpadě b = ±2 je 3a2 − b2 = ±1, tedy a = ±1. Kdyby bylo b = 2, neměla
by rovnice 5.4 řešeńı.

Pro b = −2 a a = ±1 tedy dostáváme výsledky x = ±11 a y = 5.

(2) Necht’ je x sudé, můžeme ho psát ve tvaru x = 2u. Potom je sudé i y, ṕı̌seme y = 2v,
u, v ∈ Z. Dostáváme tedy rovnici

u2 + 1 = 2v3.

Pravá strana rovnice je sudá, aby byla sudá i levá strana, muśı být u liché. Rovnici
můžeme upravit na tvar (

u+ 1

2

)2

+

(
u− 1

2

)2

= v3.
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5.2. APLIKACE

Č́ısla u+1
2

a u+1
2

jsou nesoudělná. Kdyby totiž měly největš́ıho společného dělitele δ,
který by nebyl jednotkou, platilo by, že δ děĺı i jejich součet a rozd́ıl. Dělil by tedy
č́ıslo 1, ale tady dostáváme spor.

Použijeme Gaussova celá č́ısla a větu 57, jednotky ir, kde r = 0, 1, 2 nebo 3, opět
vsuneme do závorek:(

u+ 1

2
+
u− 1

2
i

)(
u+ 1

2
− u− 1

2
i

)
= v3,

(
u+ 1

2
+
u− 1

2
i

)
= (a+ bi)3,(

u+ 1

2
− u− 1

2
i

)
= (a− bi)3,

kde a, b ∈ Z. Porovnáńım reálné a imaginárńı části dostáváme

u+ 1

2
= a3 − 3ab2,

u− 1

2
= 3a2b− b3,

č́ısla a, b muśı být nesoudělná a r̊uzné parity. Rovnice odečteme:

a3 − 3a2b− 3ab2 + b3 = 1,

(a+ b)(a2 − 4ab+ b2) = 1,

tedy a+ b = ±1, a2 − 4ab+ b2 = ∓1.

Rovnice se spodńım znaménkem nemaj́ı žádné celoč́ıselné řešeńı. Pro horńı znaménko
jsou řešeńım dvě dvojice č́ısel a = 1, b = 0 a a = 0, b = 1, tedy u = ±1, x = ±2 a
y = 2.

Věta 59. Diofantické rovnice
x2 + 4 = y3,

má pro x, y ∈ Z právě 4 dvojice řešeńı: (−11, 5), (11, 5), (−2, 2) a (2, 2).
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6. ZÁVĚR

6. Závěr
Věta 60. V okruhu celých č́ısel kvadratického tělesa Q(

√
−5) neplat́ı věta o jednoznačnosti

rozkladu na algebraická prvoč́ısla.

D̊ukaz. Celé č́ıslo 6 kvadratického tělesa Q(
√
−5) můžeme rozložit na

21 = (1 + 2
√
−5)(1− 2

√
−5) = 3 · 7.

Dokážeme, že č́ısla π1 = (1 + 2
√
−5), π2 = (1 − 2

√
−5), π3 = 3, π4 = 7 jsou algebraická

prvoč́ısla a π1 neńı asociované s π3 ani s π4.

a) Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že 3 neńı algebraické prvoč́ıslo. Pak
muśı existovat dvě celá algebraická č́ısla α1 = x1 + y1

√
−5, α2 = x2 + y2

√
−5,

x1, x2, y1, y2 ∈ Q, a plat́ı

3 = α1α2 = (x1 + y1
√
−5)(x2 + y2

√
−5).

Přejdeme k normám a dostáváme

9 = (x21 + 5y21)(x22 + 5y22).

Nyńı může být x21 + 5y21 = 1, 3 nebo 9.

Pokud by platilo x21 + 5y21 = 1, dostáváme pro x1, y1 celoč́ıselná řešeńı (±1, 0), ale
to jsou jednotky a každé prvoč́ıslo je dělitelné jednotkami.

V př́ıpadě x21 + 5y21 = 3 neńı rovnice v̊ubec řešitelná pro x1, y1 ∈ Z.
A konečně řešeńım rovnice x21+5y21 = 9 jsou dvojice č́ısel (±3, 0) a (±2,±1). Dvojice
(±3, 0) nám nedává nového dělitele a č́ısla ±2±

√
−5 nejsou v̊ubec dělitelé č́ısla 3.

Podobně se ověř́ı, že ani daľśı z č́ısel (1 + 2
√
−5), (1− 2

√
−5) a 7 neńı algebraickým

prvoč́ıslem.

b) Č́ıslo π1 je asociované s π3 nebo π4, když plat́ı π1ε = π3 nebo π1ε = π4, kde ε
je jednotkou. Podle věty 48 existuj́ı v tělese Q(

√
−5) jen dvě jednotky: 1 a −1.

Vynásobeńım č́ısla π1 těmito jednotkami však nemůžeme dostat č́ısla π3 a π4.

Definice 28. Necht’ Q(
√
d) je kvadratické těleso. Když d < 0 mluv́ıme o imaginárńım

kvadratickém tělese, v př́ıpadě d > 0 o reálném kvadratickém tělese.

Definice 29. Kvadratické těleso Q(
√
d), ve kterém plat́ı věta o jednoznačnosti rozkladu,

nazýváme jednoduché těleso. Z imaginárńıch kvadratických těles je jen 9 jednoduchých a
to pro

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.

Poznámka. V roce 1934 Heilbronn a Linfoot dokázali, že by mohlo existovat i desáté
imaginárńı jednoduché těleso. Lehmer však ukázal, že hodnota |d| by musela být vetš́ı
než 5 · 109. Heegner se v roce 1952 snažil dokázat, že žádné desáté imaginárńı těleso
neexistuje, ovšem jeho d̊ukaz obsahoval chyby. Nakonec se to povedlo až v roce 1966
Bakerovi a o rok později jinou metodou i Starkovi.

Gauss se na druhou stranu domńıval, že reálných jednoduchých těles je nekonečně
mnoho, i když d̊ukaz ještě nebyl nalezen.
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V určitých kvadratických tělesech tedy vzniká defekt v podobě nejednoznačnosti roz-
kladu na algebraická prvoč́ısla. Důsledkem toho je, že v těchto tělesech nemůžeme použ́ıvat
zákony aritmetiky, na něž jsme zvykĺı např́ıklad z celých č́ısel nebo polynomů. Dvě
č́ısla α, β z nejednoduchého tělesa nemuśı mı́t v̊ubec největš́ıho společného dělitele s
vlastnostmi, které jsme požadovali dř́ıve, a pokud ho maj́ı, nemuśı j́ıt rozložit na tvar
δ = αξ + βη, kde ξ, η jsou ze stejného tělesa jako α, β. Proto by bylo vhodné tuto nejed-
noznačnost nějakým zp̊usobem odstranit.

Jako prvńı si tohoto problému všimnul v polovině 19. stolet́ı Kummer. Ten navrhoval
přidat do kvadratického tělesa určité prvky, kterým ř́ıkal

”
ideálńı č́ısla“, se kterými by v

tomto tělese začala platit jednoznačnost rozkladu.

V d̊ukazu věty 60 by to byla č́ısla ve tvaru
√
x+ y

√
−5, x, y ∈ Z. Pokud si označ́ıme

j1 =

√
2 +
√
−5, j3 =

√
−2 + 3

√
−5,

j2 =

√
2−
√
−5, j4 =

√
−2− 3

√
−5,

dostáváme potom

3 = j1j2, 7 = j3j4, 1 + 2
√
−5 = j1j3, 1− 2

√
−5 = j2j4, a tedy 21 = j1j2j3j4.

Tato
”
ideálńı č́ısla“ ovšem nepatř́ı do tělesa Q(

√
d), ale lze je vyjádřit pomoćı Z[θ].

Např. č́ıslo j1 můžeme charakterizovat množinou celých algebraických č́ısel Z[θ], které
jsou dělitelné č́ıslem j1. Takovou množinu pojmenoval Dedekind ideálem.

Definice 30. Mějme č́ısla α1, α2, . . . , αn z oboru integrity celých algebraických č́ısel Z[θ]
kvadratického tělesa a aspoň jedno z α1, α2, . . . , αn je nenulové. Pak ideálem z oboru
integrity Z[θ] nazveme množinu č́ısel ve tvaru

α1ξ1 + α2ξ2 + · · ·+ αnξn,

kde ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ Z[θ]. Tento ideál znač́ıme a = (α1, α2, . . . , αn).

Definice 31. Necht’ Z[θ] je obor integrity celých algebraických č́ısel a a = (α1, α2, . . . , αn),
b = (β1, β2, . . . , βm) jsou ideály z tohoto oboru integrity, n,m ∈ N. Pak součinem ideál̊u
a a b rozumı́me ideál

ab = (α1β1, α1β2, . . . , α1βm, α2β1, . . . , αnβm).

Definice 32. Řekneme, že ideál z oboru integrity Z[θ] je hlavńım ideálem, pokud lze psát
ve tvaru a = (a)

Poznámka. Podobně jako u celých č́ısel můžeme mezi ideály definovat dělitelnost, jednot-
kový ideál, ireducibilńı prvky (prvoideály), největš́ıho společného dělitele atp. Pro bližš́ı
informace nebo d̊ukaz následuj́ıćıch vět viz např. [6].

Věta 61. Necht’ α, β ∈ Z[θ], pak (α) = (β), právě když jsou α a β asociované.

Věta 62. Necht’ a je nejednotkový ideál z oboru integrity Z[θ]. Pak ho m̊užeme rozložit na
součin konečného počtu prvoideál̊u. Tento rozklad je až na pořad́ı faktor̊u jednoznačný.
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