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Abstrakt

Tato bakalarska praca sa zaobera vypoctami pozicie GPS prijimaca s vyuzitim metédy
Cramerovho pravidla. Nasledne popisuje chyby vytvorené pocas prenosu. Zaobera sa tak-
tiez zavedenim geodetickych siradnic pre vypocitani poziciu v priestore. Na vypocty
pozicie prijimac¢a pomocou Cramerovho pravidla a na vypocty v geodézii je pouzité pro-
stredie MATLAB.

Abstract

This bachelor’s thesis deals with the calculating of the position of the GPS receiver using
the method of Cramer’s rule. Subsequently, the errors generated during the transmission
are described. The geodetic coordinates for the calculated position in space are introduced.
The calculations of the receiver position by Cramer’s rule and the calculations in geodesy
are performed using MATLAB.
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1 Uvod
Histoéria

LCudia sa uz odddvna snazili orientovat vo svojom priestore, ktory ich obklopoval, po-
mocou istych cyklickych tikazov alebo neskor pristrojov. Prvym pristrojom na urcenie
pozicie nebeskych telies povazujeme astrolab. Vyuzivali ho hlavne astronémovia, ast-
rolégovia a navigatori. Chronologicky za nim prichadza kompas, ktory sa datuje od

4. storocia n.l. Az v 18. storoci prichadza dalsi podstatny navigaény pristroj, sextant.
Na princip sextantu ako prvy prisiel Isaac Newton.

,~ 9
Stcasnost

Najzndmejsie Globélne druzicové polohové systémy (Global Navigation Satellite Sys-

tem - GNSS):
e GPS (Global Positioning System) systém prevadzkuje Ministerstvo obrany U.S.A.

e GLONASS (Globalnaja navigacionnaja sputnikovaja sistema) systém prevadzkuje
Ruskéa armada

e Galileo navigacny systém, planovany projekt Eurdpskej unie, ktory by mal za-
bezpecit nezdvislost od GPS systému

Rozdelenie prace

V nasledujiicej kapitole budeme pojedndvat o algebraickom zdklade, potrebnom k po-
chopeniu d'alsich kapitol. Zameriame sa na prvky vektorového priestoru, determinanty
a Cramerovo pravidlo. Determinanty rozoberieme z dvoch pohladov. Prvy bude vychadzat
priamo z definicie a druhy pohlad bude prostrednictvom orientovanych objemov. Pre Cra-
merovo pravidlo si ukdZeme geometrické odvodenie na R? a R3.

Tretia kapitola ndm vysvetli teoreticky vypocet pozicie. Budeme v nej riesit, aké
rozostavenie satelitov nam zaisti koneény pocet rieseni. V tejto kapitole si uvedieme
metodu vypoctu pozicie prijimaca na zaklade Cramerovho pravidla. Nasledne popisujeme
neziadice faktory z praxe, ktoré velkou mierou vplyvaji na presnost vypoctu pozicie.

Na zaciatku stvrtej kapitoly zavedieme niektoré geodetické pojmy ako uvod do tejto
problematiky. Pokracujeme zavedenim referenc¢ného elipsoidu WGS-84, ktory bol vytvo-
reny prave pre potreby GPS. V kapitole je tiez vysvetleny problém s uréenim nadmorskej
vysky.

Nadobudnuté vedomosti vyuzivame v piatej kapitole, ktord je zamerand prakticky. Zo
ziskanych realnych dat pocitame polohu algoritmom popisanym v tretej kapitole. Nasledne
prepocitavame poziciu aj na zemepisné geodetické stiradnice, podla ktorych sa uZ vieme
orientovat na Zemi. Vypocty zavrsime vypoctom nadmorskej vysky, pre bod prijimaca.
Nasge vypocty prebichaju v prostredi Matlab, preto st sticastou kapitoly aj zdrojové kédy.



2 Pouzita algebra

Zadefinované pojmy z tejto kapitoly si v literatire [8] a [3]. VSetky vypocty v tejto
praci si uskutoénované nad polom R, preto budeme matematické objekty definovat nad
tymto polom, ak nebude uvedené inak.

2.1 Vektorové priestory

Definicia. Vektorovym priestorom V nad R rozumieme mnozinu V spolu s operaciami

sc¢itania a ndsobenia skaldrmi. Prvky vektorového priestoru budeme nazyvat vektory

(znacime ™).

Axiémy scitania:

(i) (a+0)+w=u+(v+w), Va,0,w eV

(iil) u+v=v+u, Vu,v €V

(iii) eV, u+0=1a, VueV

(iv) VueV, I(-u) eV, u+(—u)=0
Axiémy néasobenia skalarmi:

(i) a-(u+v)=a-u+a-v, VaeR, 0,0€V

(ii) (e+b)-u=a-u+b-u, Va,beR, ueV

(iii) a-(b-u)=(a-b)-u, Va,beR, u eV

(iv) 1-a=u, Vu €V

V d'alsom texte budeme uvazovat mnozinu R” vietkych n-tic (wy, ..., w,), kdew; € R,
¢t = 1,...,n. S¢itanie vektorov definujeme po zlozkach. Nasobenie vektora w € R”
skalarom a € R definujeme taktiez po zlozkach. Mnozina R™ s tymito operaciami tvori
vektorovy priestor. Velkost vektora w € R™ budeme oznacovat |w| a pocitame || =

Z?:l wz‘Q’

Definicia. Mnozina vektorov M = {wy,...,w;} C V vo vektorovom priestore sa nazyva
linedrne nezavisla, ak pre kazdé skalary aq, ..., a; € R plati:
ap W+ ... +ap-wp=0=>a,=ay=...=a;=0.

Definicia. Mnozina M = {vy,...,0x} C V generuje vektorovy priestor V, ak plati:

Vo € V: dkqi,...,k, € R tak, ze k101 + ... + k0, = w.

Potom vektory vy, . .., vy volame generdatormi vektorového priestoru, ¢isla kq, . . ., k, sturad-
nicami vektora w v baze vy, ..., 0, a vyrazy tvaru kiv; + ... + k,U; nazyvame linearnou
kombindaciou vektorov vy, ..., U.

Definicia. Majme vektorovy priestor V. Nech vektory zi, 2s,..., 2 € V, k € N tvoria
maximalnu nezavisli sustavu vektorov z V, potom sustava zi, Zo, ..., Z; je bdzou tohoto
vektorového priestoru.



A teda plati pre kazdy vektor z € V, Ze ho moZeme jednoznacne vyjadrif v stiradniciach
bazovymi vektormi takto: Z =81 - 21 + So- Zo + ... + S - 2 kde $1,89,...,5, ER

Poznamka. Bézu vektorového priestoru mozeme nadefinovat, taktiez ako minimdalnu
mnozinu generatorov vektorového priestoru.

Poznamka. Znama je standardnd baza vektorového priestoru R™ | ktorda ma za prvky

0,...,0)T
1

él - (, ceey
.., 07

1
62 - (07
e, = (0,0,...,1)7.
Definicia. Vektorovy sucin v pravotocivom sturadnicovom systéme definujeme takto
Exl=mn-|kl-|-sin(a),

kde 7 je jednotkovy normalovy vektor (smer je uréeny podla pravidla pravej ruky) a a je
uhol zvierany vektormi k a .

Poznamka. Pravidlo pravej ruky aplikované na vektorovy sicin znie takto: Nech pre dva
vektory Va, b # 0 plati, ze a a b su vyjadrené ukazovakom a prostrednikom pravej ruky,
potom vektorovy sucin a x b ma smer palca.

Poznamka. 7 definicie vektorového sté¢inu mozeme odvodit antikomutativnost vekto-
rového sucinu takto

k|- 1] - sin(a) -
|I| - |k| - sin(27 — @) = —7 - |k| - |I| - sin(a) kxl=—lIxk.

I
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2.2 DMatice

Mnozinu véetkych matic typu m x n nad R budeme znacit Mat,,,(R). Stvorcovii maticu
potom oznac¢ime M at,,(R).

Nezdvisly riadok matice rozumieme riadok, ktory nemozno vytvorit linedrnou kombindciou
ostatnych riadkov matice.

Definicia. Majme maticu A € Mat,,,(R). Hodnostou matice nazyvame maximalny pocet
jej nezavislych riadkov. Stvorcovii maticu A € Mat,,(R) nazyvame reguldrnou, ak jej
hodnost je rovnd m v opa¢nom pripade ju nazyvame singuldrnou. Hodnost matice A
znacime h(A).

Definicia. Nech A = (a;;) € Mat,,,(R) potom maticu A" = (a;;) € Mat,,,(R) s prv-
kami a;; = a;; nazyvame maticou transponovanou k matici A. Symetrickou maticou A
nazyvame takd maticu, ze plati A = AT a maticu A nazyvame antisymetrickou ak plati
A=-A".

2.3 Determinanty matic

Pre zavedenie determinantu musime najprv zaviest pojem permutdcie z [8].



2.3.1 Permutacie
Definicia. Permutdciou mnoziny X rozumieme bijektivne zobrazenie mnoziny X na seba.

Permutéciu o konecnej mnoziny X = {1,2,...,n} moézeme zapisat pomocou vysledného
poradia vo forme tabulky:
1 2 ... n
o(1) o(2) -+ a(n) )°

Ak plati o(z) = x pre x € X potom z nazyvame samodruingm prvkom permutdcie
o. Ak existuji prdve dva prvky x,y € X pre ktoré platia vztahy o(z) = y a o(y) =
x a vsetky ostatné prvky si samodruzné, potom permuticiu nazyvame transpoziciou
(znacime (z,v)).

Veta 2.1. Kazda permutécia konecnej mnoziny je sic¢inom transpozicii.

Dékaz. Na mnozine X zadefinujeme reldciu ~ takto: a ~ b prave vtedy, ked existuje
k € Z s vlastnostou b = o*(a), kde pre k > 0 je o*(a) = o(...o(c(a))...), 0%(a) = a a pre
zaporné k zavedieme o* = (071)7%. Kde 07! je inverzné zobrazenie(tj. o 1(o(a)) = a).
Relacia ~ splnuje:

(i) a ~ a, pretoze 0°(a) = a (reflexivita)
(i) a~ b= b~ a, pretoze o*(a) = b prave vtedy, ked a = o7%(b) (symetria)
(ili) a ~bA b~ c= b~ a, pretoze o* o o' = g (tranzitivita)

Reléaciu splnujicu reflexivitu, symetriu a tranzitivitu nazyvame ekvivalenciou. A vieme,
ze ekvivalencia na mnozine produkuje rozklad mnoziny na triedy. Uvazujme preto jednu
triedu obsahujicu a € X. Mnozina X je konecnd, preto plati o”(a) = o%(a) pre urcité
0 < p < ¢. Uvazujme najmensie nezaporné p, ale pretoze pre kazdu dvojicu oP(a) =
oi(a) p < g, mozeme pisat 0°(a) = ¢77?(a) musi byt p = 0 a teda a = 0%(a). Ndsledne
pre a, vytvorme prislusni triedu ako mnozinu {a,o(a),...,0% ' (a)}. Takdto mnozina je
triedou rozkladu na mnozine X obsahujiicou a. Obdobne mézeme vytvorit mnoZinu pre
kazdy prvok b € X. ZiZzenim permutdcie o k tejto podmnoZine mozeme zapisat ako
zlozenie transpozicii

(a,07 ' (a)) o (a,09%(a)) o ... 0 (a,o(a)).

Zuzenie permutacie o rozSirime na permutaciu celej mnoziny X tak, ze vSetky ostatné
body (mimo uvazovanej triedy ekvivalencie) budi samodruzné. Ak je teda cely rozklad
na triedy mozné vyjadrit ako X = X; U Xy U --- U X,, potom povodnii permutdciu o
vyjadrujeme ako zloZenie r permutéacii o;, zodpovedajicej jednotlivym triedam. Veta je
dokazanad, pretoze permutacie o; sme uz vyjadrili ako zlozenie transpozicii. O

Permutacii o; rozsirenej z triedy X; na celé X hovorime cyklus. Dlzkou cyklu o; rozu-
mieme pocet permutovanych prvkov, takze card(X;). Dlzka permutécie o je pocet prvkov
X, ktoré nie su samodruzné.

Definicia. Dvojica prvkov a,b € X = {1,2,...,n} tvori inverziu v permutacii o, ak
a <bao(a) > o(b). Permutdciu nazyvame pdrnou ak méa parny pocet inverzii, v opatnom
pripade ju nazveme nepdrnou. Paritu pemutécie definujeme sgn(g) = (—1)pocet mverail,



Poznamka. Uvazujme Tubovolnt permutdciu ¢ na mnozine X = {1,...,n}. Ak k per-
mutdcii priddme zlozenim transpoziciu (7, j), pre paritu novej permutécie o o (7, j) plati:

Mij+Mia, aj
Y

sgn(o o (i,7)) = sgn(o)(-1)

kde exponent vyjadruje o kolko sa zmeni poéet inverzif a index oznacuje ¢leny inverzie.

Samotné i,j bud vytvor{ alebo zrusi jednu inverziu v o, preto m;; je nepdrne ¢islo
z {—1, 1}. Pre inverzie s prvkom a € X — {i,7}, plati i,a a j,a sicasne vytvoria dve
inverzie, zrusia dve inverzie v ¢ alebo jedna vznikne a jedna zanikne (tj. my,, o; je parne
¢islo z {—2, 0, 2}). Pocet ostatnych inverzii bez i a j sa nezmeni. Potom m;; + mjq, 4, je
neparne a z toho moZzeme ustudit, Ze jedna pridand transpozicia meni znamienko parity.
Zoberieme zaciatok sgn(c”) = 1, pretoze identickd permutdcia nemé inverzie a ani trans-
pozicie. Pridanim jednej transpozicie vznikne neparny pocet inverzii(transpozicii je tiez
neparny pocet), preto sa opakovane sihlasne meni hodnota parity. Preto taktiez plati

Sgn(a) — (_ 1)poéet transpozicii.

2.3.2 Determinanty

Definicia. Majme stvorcovi maticu A = (a;;) € Mat,(R). Potom determinant matice
A definujeme vztahom:

det(A) = Y 59n(0) ao(1) G2o(2) "~ o), (2.1)
o‘GZn
kde )" je mnozina vsetkych permutécii na {1,2,...,n}. Kazdy z vyrazov

sgn(o) A15(1) A26(2) * * * Gno(n)
nazyvame ¢len determinantu det(A).

Vezmime si vypocet determinantu. Permutacia v indexoch prvkov a,,(;) matice A ndm
hovori, ze do jedného ¢lena determinantu vyberame prvky z kazdého riadku a kazdého
Stipca matice prave raz. Zaroven potrebujeme zistit paritu permutdcie pre vybrané prvky.
Zavedme si preto teraz pojem trasa v matici ako grafické znazornenie permutécie podla

ayy a2 3 Qg
aq1 Qa1 aig ///'/

@1 Q12 / \ Qg1 @y Qa3 Qg

N\ Qg1 Gy O3 M
./

az  ax x G31 @3z G433 A3y
asi ass as3 %
™y

Q41 Q43 Q43 gy

Obr. 1:

vyberu prvkov v matici §ipkami. Na obrdzku 1. mozeme vidiet trasy vybranych prvkov
¢lenov determinantu.



V kazdej matici st vyberané vSetky mozné trasy, pre pevne zvoleny prvy prvok (v jed-
notlivych maticiach ay1, ajs a ay4). Pre prehladnost sme zvyraznili jednu trasu na cerveno.
Tieto trasy su naznacené bez parity permutacie, preto si teraz uvedieme ako z nich mozeme
uréit paritu. Vyuzijeme vzfah sgn(o) = (—1)Petetiversii 5 preto potrebujeme najprv ve-
diet kedy nastdva v trase inverzia. Zavedieme suradnicové osi, podla obrazku 2., ktoré
vysvetluju ako suvisi smer Sipky s inverziou. Nazvime tento smer inverznym smerom.

o(n) o(n)
a=>b
Ma(1) Ale(2) - Ala(n) o(a) - O'(b)
a20(1) A2g(2) ' U2g(n)
Uno(1) Uno(2) *°" Uno(n) a<b /nverzn‘f'
g(a) > a(b) smer
inverzia
n
neX

Obr. 2: Zavedené osy permutacie

Ak oznac¢ime vSetky mozné inverzné smery pre jednu trasu, mozeme potom jednodu-
cho spoécitat paritu permutécie tohoto vyberu prvkov. Pre lepsiu predstavu si uvedieme
priklad s takymto riesenim.

Priklad 2.1. Urcte determinant riedkej matice A.

s

I
O NN OO
OO O OO
S = O O
o O NN OO
O = O OO W

Na obrazku 3. vidime zakruzkované nenulové prvky matice, ktoré maju vsetky cleny

(]
ot
=] II""-.‘II
(v 8]

Obr. 3: Oznacenie tras



determinantov nulové, pretoZe v druhom a trefom riadku st jediné nenulové prvky riadku
prave na tejto pozicii.

Na obrazku 4. sme vyznacili vSetky inverzné smery jednotlivych tras determinantu
a naslednym spocitanim sme zistili paritu permutécie. Staci uz len dopocitat determinant
podla definicie.

1 o o o o\ o o o o 3\

o 0 7 o ) o o T 0 )
o o o 9 o o o o] 9 o]
o] o @ o 1 2 o @ o o
o K< o o o) o 5 o© o o)

det(A) = (-1)*-1-7-2-1-5 + (=1¥.3.7-2.2.5=-70+420 =350

Obr. 4: Oznacenie inverzii a nasledny vypocet determinantu

Poznamka. Samozrejme tento priklad ndm m4 hlavne urobt predstavu o celom vypocte.
Pre takito maticu by sme urcite s vyhodou vyuzili Laplaceov rozvoj. Za zmienku stoji
povedat, Ze keby sme vyjadrovali napriklad maticu rddu n Laplaceovym rozvojom az na
matice 1 x 1, vyjadrili by sme vztah z definicie determinantu (2.1).

Veta 2.2. Platia nasledujice vlastnosti pre determinant matice A € Mat,, (R):

(i) det(A") = det(A)

(ii) Ak je jeden riadok tvoreny nulovymi prvkami v A | potom det(A) = 0

(iii) Ak matica B vznikne z A vymenou dvoch riadkov, potom det(A) = —det(B)

(iv) Ak matica B vznikne z A pripo¢itanim ndsobku riadku k inému riadku, potom sa
determinant nezmeni det(A) = det(B)

(v) Ak matica B vznikne z A vynasobenim riadku skaldrom a € R, potom a - det(A) =

det(B).

Treba si uvedomit ze 1. vlastnost det(A”) = det(A) nam teda garantuje, ze ak nejaki
vlastnost dokdZeme v determinante pre riadok, tak plati aj pre stipec a naopak.

Uvedomme si, Ze stvrtd vlastnost ndm dovoluje upravovat Iubovolni maticu bez zmeny
hodnoty determinantu. Ak mdme maticu so zdvislymi riadkami, sme schopni ju upravit
na maticu s minimélne jednym nulovy riadkom. Teda takato matica by mala determinant
nulovy. Ak mdme maticu s n nezdvislmi riadkami, sme ju schopni upravit na maximadlne
n nenulovych riadkov. To je iny pohlad na hodnost matice z definicie.

Dokaz. Vlastnosti dokazeme:



(i) Cleny determinantov det(A) a det(A”) st v bijektivnej korespondencii. Pretoze plati

5gn(0) - Ag(1)1 * Ao(2)2 * - - - * Ao(nyn = SGN(T) = A1g—1(1) * Q2-1(2) * - - - * Ang—1(n)
L= 6% teda 0¥ je identicka per-
mutacia. Indentickd permutacia nema transpozicie, preto plati:

Avsak treba este rozhodnut paritu. Plati o o 0~

1

sgn(oc oo™ ') =1= 000 'md parny pocet transpozicii.

KedzZe parny pocet transpozicii je mozné rozdelit len na sticet dvoch parnych alebo
dvoch neparnych poctov transpozicii, plati

sgn(o) = sgn(c™1).
Tym je veta dokazana.

(ii) Vyplyva priamo z definicie determinantu, pretoze vsetky jeho ¢leny budu nulové.

(iii) Vo vsetkych ¢lenoch determinantu matice A vymenou riadkov v permutécii vznikne
transpozicia. Tym sa zmeni parita clenov a teda aj znamienko celého determinantu.

(iv) Uvazujme, ze matica B vznikla pripoc¢itanim i-teho riadku matice A k jej j-tému
riadku, kde 7 # j. Potom zo vytahu (2.1) vyplyva:

det(B) = Y s9n(0) - ao(t) - Aj-to(j-1) * (Gig(e) + o) Aj1a(+1) " - - * o)
oY,

Kedze €len (a;q() + ajo(;)) v sifine moézeme rozndsobit, dostaneme:

D sgn(0) - Qo)+ A a0(1) Qo) GtiaG) e Cno(n)+
UGE,L

sgn(0) - a1o(1) * - -+ Aj-10(j-1) * Gio() * Aj+1o(j+1) " - - - * Ano(n)

Pre konecéné n plati, Ze mozeme tiito sumu rozdelit na dve sumy takto:

D 5gn(0) - o) - Ajio(o1) Qi) Lo < Ano(n) T
oEY,

Z 39”(0) “A1g(1) * -t Gi—10(j—1) * Qio(i) * Qj+10(j+1) * - - - * Ano(n)
o€,

Potom zrejme prvy séitanec je rovny det(A). Druhy s¢itanec mé v siucine dvakrat
¢len a;,(;), preto matica takéhoto determinantu ma i-ty a j-ty riadok rovnaky, maticu
oznac¢me C. Podla vety (iii) vymenime v matici C i-ty a j-ty riadok, potom det(C) =
—det(C). To plati len pre det(C) = 0. Tymto je veta dokazana.

(v) Vyplyva priamo z definicie determinantu, pretoze kazdy ¢len determinantu matice
B je a-krat vynéasobeny ¢len determinantu matice A.

]



2.3.3 Orientované objemy

Podkapitola je spracovana z literatiiry [11], odkial si prevzaté lémy a definicia.
Uvazujme obsah rovinného utvaru X a oznacme ho P(X). Zrejme zobrazenie P je
kladné a pre zhodné ttvary X, Y plati P(X) = P(Y). Pre utvary ktoré si disjunktné
plati P(X UY) =P(X) + P(Y). Pre tisecku X plati P(X) = 0.
Uvazujme obsah rovnobeznika tvoreného vektormi @, v € V a oznaé¢me ho P(u, ).
Zrejme plati
P(u,v) =P(v,u) P(c-u,v) =|c|-P(u,v),

kde ¢ € R. Na obrazku 5. je pre ¢ = 3 graficky interpretovand druhé vlastnost, ktort

nazyvame pozitivna homogenita.

u
Obr. 5: [11]

=Y
Y

‘
.

(o]

s’ -~ . . s 7 . . ’ ) . z ~
Na obrazku 6. uvazujme dva rovinné utvary, nie priestorové. Na lavom vidime, Ze pre

trojuholniky Xoap a Xcgg plati P(Xoap) = P(Xcgr). Potom priamo z obrazku vlavo
vidime rovnost obsahov

P(XOABC) = P(XODEC) + P(XDABE) = 'P(Q_J + w, Q_L) = 7)(77, ﬂ) + P(U_}, ﬂ) (22)

Obr. 6: [11]

Na obrazku 6. vpravo usudzujeme analogicky. Pre trojuholniky Xopa a Xcgp plati
P(Xopa) = P(Xcgs). Potom pre obsahy ttvarov plati

P(Xoasc) = P(Xobec) + P(Xpage) = P(w,u) = P(w+ v,a) + P(v, q). (2.3)
Vysledok (2.2) bol ocakdvany, ale vysledok (2.3) uz nie. Pretoze z toho vyplyva
P(w +v,u) = P(w,u) — P(v,u).
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Zmena znamienka P(v,u) bola sposobend zmenou smeru vektora v. Preto zistujeme po-
trebu orientovat plosny obsah, ktory budeme nazyvat orientovany plosny obsah. Zmena
orientacie plochy je zavisla od vektorového sucinu dvoch vektorov, reprezentovaného
normélovym vektorom. Analogicky si mozeme zaviest pre R3 orientovany objem alebo
pre R"™ zavedieme pojem orientovany n-rozmerny objem.

Definicia. Nech V je vektorovy priestor nad polom R a 1 < n € N. Hovorime, Ze
zobrazenie F': V" — R je

(i) n-linedrne alebo tiez multilinedrne, ak pre kazdé 1 < j < n a lubovolné vektory
U1,...,0j-1,0j41,...,0, € V priradenie

T— F(01,...,0/-1,%,0j41,..,0p)
definuje linedrne zobrazenie V — R, t.j. pre vSetky z, y € V, a, b € R plati
F(v1,...,0j_1,a% + by, Vj41,...,0,) =
aF(01,...,0,-1,%,Vj41,...,0n) + bF (U1, ...,0j-1,7, Uj1,- -, Up)
(ii) antisymetrické, ak pre vietky 1 <i < j <n a Iubovolné vektory vy,...,7, € V plati
F(v1,...,0,...,0j,...,0,) = =F(01,...,0j,...,0,...,0p)
(iii) alternujice, ak pre lubovolné vy, ..., v, € V z podmienky 0; = v, pre nejaké 1 < i <

J < n vyplyva
F(vy,...,0,) =0.

Lema 2.1. Nech V je vektorovy priestor nad polom R a F : V* — R je lubovolné
zobrazenie

(i) F antisymetrické = F' alternujice
(ii) F multilinedrne a alternujice = F antisymetrické
Dokaz. Dokaz si uvedieme pre bilinedrne zobrazenie:
(i) F antisymetrické, preto mozeme vyjadrit
F(v,0) = —F(v,0)

a z toho
2F(v,v) =0 = F alternujice

(ii) F alternujice, preto
F(o+w,o+w)=0
a pre bilinearitu plati

F(v,0) + F(v,w) + F(w,v) + F(w,w) =0= F(v,w) = —F(w, v)

tym je F' antisymetrické.

11



Lema 2.2. Nech F' : V* — R, x : {1,...,n} — {1,...,n} st lubovolné zobrazenia
a@l,...,ﬁnev.

(i) Ak F je antisymetrické a k je permutdcia, tak
F(Ueay, - U(n)) = sgn(k)F (v, ..., 0y)
(ii) Ak F je alternujice a k nie je permutécia, tak
F(Uuay,- -+, U(m)) = 0.

Dékaz. (i) Staci si uvedomit, ze pre F' sa kazdou zdmenou dvoch vektorov, meni zna-
mienko (antisymetria). To je obdobné s transpoziciou v permutdcii, ktord meni
znamienko.

(ii) Ak k nie je permutdcia, potom pre aspon dve rozne 1 < i, j < n plati

Ki = Kj = U, = 77,{].

Pre alternaciu preto F'(x(1), - - . Uxm)) = 0.

[]

Uvazujme V = R”, multilinedrne zobrazenie F' : (R")" =¢ Mat,(R) — R, kde
(R™)™ =2e Mat,(R) je vektorovy priestor. Majme A = (a;;) € Mat,(R). Dalej uvazujme
j-ty stlpec matice ako vektor v R™, potom de; = Y ., a;;¢;. Potom pre vztah F(A) =

F(Ge1,- . -, dep) rozlozime podla multilinearity na jednotlivé ¢leny
Ae(1)1 - - - Ca(nyn (Ex(1)s - - - 5 Br(n)), (2.4)
pretoZe k je zobrazenie samo na seba na mnozine {1,...,n}, budeme mat n™ ¢lenov.

Ak zobrazenie  je permutdciou (k € > ), potom v ¢lene zo vztahu (2.4) mozeme
nahradit
F(En1), -, um)) = sgn(k)F (e, ..., e,) = sgn(k)F(1,),

v opacnom pripade je ¢len nulovy, lema 2.2 (ii). Preto plati

F(A) = Z sgn(k) - Ar(1)1 ° Ar(2)2 - - - Cr(n)n, (2.5)
Hezn

kde sme zvolili F'(I,)) = 1.

Moézeme si vSimnit ze tento vztah je velmi podobny so vztahom (2.1) pre vypocet
determinantu. Oba vztahy st v kone¢nom dosledku pre bijektivnu korespondeciu totozné,
po volbe jednotkového objemu. Tym moZeme zaviest vyznam determinantu taktiez ako
orientovaného n-rozmerného objemu v priestore (F(A) = det(A)). Zobraznie F'(A) resp.
determinant A vyjadruje napriklad pre A € R?*? obsah rovnobeznika a pre A € R3*3
objem rovnobeznostena.

Priklad 2.2. Mame vektory 4,7 € R? a A € R?*2. Vektory @ = u1€; +usls, U = 11€1 +0969

. Uy M
a matica A = .
Uy Vo

F(A) = F(u,0) = F(u181 + uz€, 0181 + v263) =
= U1U1F(él, él) + ulng(él, éQ) + U2U1F<ég, él) + UQUQF(éQ, ég) =
= U1U2F(él7 éQ) + UQ’UlF(éQ, él) = U1U2F(él, ég) — UQUlF(él, ég) =
= U Vg — UV = det(A)
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2.4 Stustavy linearnych rovnic

Definicia. Linearnou rovnicou o n neznamych x4, ..., x,, nad R je rovnica a;x1+...4a,x, =
b, kde aq, ..., a, € R nazyvame koeficienty a ¢islo b € R nazyvame absolutny clen.

Ak méame danych m > 1 linedrnych rovnic o n neznamych nad R, hovorime o systému
rovnic anr1 + ... + apr, = by, i=1,...,m.

Maticovy zéapis linearnych rovnic vyzera takto

ay; - Aip x by
Az= [ + .o =1 ] =0

m1  * Gmn Tn bm
kde maticu A nazyvame maticou sustavy. Maticu

ayp o a, by
A* =

m1  *°° Amnp bm

budeme nazyvame rozsirenou maticou sustavy.
Riesenim sistavy je n-tica (uy,...,u,)T € R, ktord pri dosadeni z; = u; zmeni rovnice
na identity.

Veta 2.3 (Frobeniova veta). Sustava linedrnych rovnic nad R je riesitelnd prave vtedy,
ked je hodnost matice stistavy rovnd hodnosti rozsirenej matice ststavy h(A) = h(A¥).

Ststava A -7 = b, A € Mat,,,(R) je nedourcend, ked je riesitelnd a pocet nezndmych

je vacsi ako hodnost matice sistavy h(A). Ak pocet neznamych je rovny h(A) potom
je rieSenim rieitelnej sistavy prave jedno riesenie, teda je uréend. Preurcend sistava je
stistava ktord je riesitelnd, ale md vacsiu hodnost h(A) ako pocet neznamych.
Pre vypocet rieSenia uréenej sustavy linedrnych rovnic je viacero metéd. Velmi zndma
je Gaussova elimindacia, pri ktorej sa ekvivalentnymi tipravami dostavame na schodovity
tvar matice sustavy, priCom nemenime mnozinu rieSeni. Spatne, jednoduchym dosadzo-
vanim, prideme k rieSeniu. V tejto praci budeme pouzivat tiez velmi zndmu metddu,
Cramerovo'pravidlo, ktoré si teraz zavedieme.

2.4.1 Cramerovo pravidlo

Veta 2.4 (Cramerovo pravidlo). Nech je dand stistava linedrnych rovnic A - 7 = b,
A € Mat,(R) a nech (det(A))™! € R existuje. Potom dand sistava ma prdve jedno
riesenie T = (1, To,...,Tm)" a plati x; = (det(A))™! - det(A;), kde matica A; vznikla
z matice A nahradenim i-tého stfpca stfpcom absolitneho c¢lena.

Cramerovo pravidlo ma nevyhodu oproti Gaussovej elimindcii v tom, Ze musi platit

podmienka (det(A))~! # 0.

LGabriel Cramer (1704-1752) bol $vajéiarskym matematikom, profesor na Académie de Clavin
v Zeneve. K najznamejsim patria jeho pojednania ohladom algebraickych kriviek.
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Poznamka (Geometrickd interpretdcia Cramerovho pravidla na R?). Geometrickt inter-
pretaciu ukdzeme na R? a v dalsej pozndmke na R? ale vSeobecne plati na R™. Majme

sustavu
1011 + Taa12 = by

)
1091 + Taa = by

ai Q12 . by
o) (ez) = ()

T1a1 + oo = b.

ktord mozeme zapisat ako

alebo

Uz vieme, ze obsah rovnobeznika zlozeného z vektorov a; a a; mé obsah rovny determi-
nantu matice stustavy det(A). Z Cavalieriho principu, ktory hovori Ze telesd s rovnakymi
podstavami (zdkladiami) a vyskami maji rovnaky objem (obsah), vyplyva rovnost ko-
sodlznikov tvorenych z b, @, a x2ay, 4.

ToQg

a T1a1

Obr. 7: Geometrickd interpretdcia Cramerovho pravidla na R?

A z toho vyplyva rovnost determinantov

(20 ) () g 20
2

21 Q21 T2022

Druh4 rovnost plati z vety (2.2), ktora hovori, Ze vynasobenim riadku resp. Stipca matice
A skaldrom r € R sa determinant zvysi r-nasobne 7 - det(A). Z rovnosti (2.6) priamo
vyplyva Cramerovo pravidlo pre ur¢ovanie neznamej o

det ( ap by )
as  bo

det ( an a2 )
a1 @22
Analogicky sa to d4 ukdzat pre x;.
Myslienku odvodenia pre R? je z hitp://en.wikipedia.org/wiki/Cramer’s_rule.

To =
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Poznamka (Geometrickd interpretdcia Cramerovho pravidla na R3). Postupujeme ana-
logicky. Majme ststavu

a11 a12 @13 by
Ty | a2 +xo | a2 | 23| ao3 =1 b
a3 a32 a33 bs

alebo piseme
T1G1 + Tolo + x303 = b.

7, vektorov ai,a, a as nam vznikne rovnobeznosten. Takyto hranol ma objem rovny de-
terminantu
aix G12 13
det 21 929 a23

a31 aszz 33

Obr. 8: Geometrickd interpretdcia Cramerovho pravidla na R3

Z Cavalieriho principu, vyplyva rovnost rovnobeznostenou na obrazku 8. a z toho
vyplyva rovnost determinantov

a; a2 b ailp aiz T3a13 aijx Qa2 a3
det 21 Q929 bg = det 21 Q922 T3093 = X3 det 21 Q22 Q23
asi asy bs az1 a3z T3G33 az1 asz g3

Znova sa d4 jednoducho vyjadrit

a; a2 b
det a921 Q929 bQ
asi asy b

T3 =
aj; a2 a3
det 921 Q922 Q923

a3; Aazz ass

a obdobne je to mozné ukdzat pre z; a x,.
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3 Urcovanie polohy prijimaca

Mame dva zakladné sposoby merania vzdialenosti pri urcovani polohy: fazové a kédové.
Pri fazovom merani vyuzivame frekvencie elektromagnetickeho vinenia posielaného signalu
zo satelitu. Pri kédovom merani pouzivame namerani dobu Sirenia elektromagmetického
vlnenia zo satelitu. V d'alsom texte budeme hovorit o druhej metéde, ktord je zndma
ako dlzkomernd metdda. Presnejsie rozdelenie urc¢ovania polohy sa nachddza napriklad
v literature [2].

3.1 Teoreticky vypocet pozicie

Poziciu budeme poécitat pomocou dIZkomernej metddy, ktoru pouziva systém GPS. V tejto
metode vyuzivame vypocet vzdialenosti medzi satelitom a prijimacom, prostrednictvom
znamej rychlosti signélu ¢ a dobu letu 7. Preto moZeme vyuzit vzorec pre urcenie vzdia-
lenosti r = cr.

Nech [z, y, 2] je pozicia prijimaca a [a, b, c] pozicia satelitu. Potom pre vzdialenost plati
rovnica

(x—a)+ (y—0)°+ (2 —c)* =r* =3

Ak zistime vzdialenost len od ur¢itého satelitu, mnozinou rieseni bude gulovy povrch. Pri
dvoch satelitoch méame mame dve mozné rieSenia. RieSenim je bud kruznica alebo jeden
bod, prdzdnu mnozinu bodov neuvazujeme (miniméalne jednym je bod prijimaca). Jeden
bod je riesenim ak dva satelity s prijimacom lezia na jednej priamke. Ak teraz neuvazujeme
tuto jedinecnu situaciu, dostaneme vzdy nekoneé¢ni mnozinu rieseni. Pridanim tretieho
satelitu ziskame uz koneéni mnozinu rieseni. Specidlnym pripadom bude opét jeden bod,
kde dva satelity s prijimacom budu lezaf na jednej priamke. VSeobecnym pripadom budu
dva body, kde kruznicu (riesenie dvoch satelitov) pretne gulovy povrch v dvoch bodoch.

Preto d'alej uvazujme 3 satelity - 3 rovnice (kde satelit ¢ mé poziciu [a;, b;, ¢;] ):

x—a)?+ @y —0)*+(z—c) =r?=c212 (i)
(x—a2)?+ (y —ba)? + (2 — ) =13 =13 (i1)
(x—a3)*+ (y—b3)* + (2 — 3)? =12 = 272 (vid)

Tieto kvadratické rovnice upravujeme tak, aby sme na jednej strane mali nezname x,y a z.
Jednotlivo odéitame tretiu rovnicu od prvej ((7) — (¢ii)) a druhej ((i7) — (¢i7)) a dostaneme

2(az — ay)x + 2(bs — b))y + 2(c3 — 1)z = (11 — 73) + (a3 — af) + (b3 — b]) + (c3 — )
2(as — az)x + 2(bs — ba)y + 2(c3 — c2)z = (15 — 73) + (a3 — a3) + (b5 — b) + (3 — ¢3),
odkial \; vyjadrime ako
A=A —73) 4 (a3 — af) + (05 — b7) + (c5 — )
o= (eE ) e ) + (5 )+ ()

A1 a Ay si v podstate konstanty, so znAmymi hodnotami (a, b, c, 7). Této ndhrada nam
sprehladiuje d’alsi vypocet.

Pri vypocte neznamych pouzijeme Cramerovo pravidlo. Na aplikovanie tohto pravidla,
nutne potrebujeme, aby aspon jeden determinant matice z vysSie uvedenych rovnic bol
nenulovy

as — ap b3—b1 ’ as3 —a; €3 — C1 alebo b3—b1 C3 — C1 .
as — as b3—b2 a3 —agy C3 — Co b3—b2 C3 — Cy
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Ak by vSetky tri matice mali nulovy determinant, znamenalo by to, ze vektorovy sucin
vektorov k = (a3 — ay,bs — by, c3 — ¢1) a l = (a3 — ay, by — by, c3 — ¢3) je nulovy vektor.
Takze ak by sme mali dostat nulovy vektor z vektorového si¢inu, znamenalo by to, bud
splnent podmienku |k| = 0V |I| = 0 alebo a = 0V a = 7 (vektory st kolinedrne). Prvd
podmienka neprichadza do tvahy a z druhej by vyplyvalo, ze vSetky tri body-satelity lezia
na jednej priamke, ¢o nie je mozné. Mozeme to vyvratit kontraprikladom, Ze neexistuje
priamka prechadzajica gulovym povrchom (plocha drah satelitov) a ma s tymto povr-
chom 3 prieniky. Preto aspon jedna z troch matic ma determinant nenulovy a mozeme
pokracovat d’alej v rieSeni. Uvazujme priklad, Ze druh4d matica mé nenulovy determinant.
Potom mozeme vyjadrit x a y v zavislosti na z ako

(T )
det( 2(as — ay) 2(03—(;1))

2(ag —az) 2(cs — c2)

2(az —ay) A —2(bg —by)z
™ ( 2(a3 —as) o —2(bs — b)z >
y(2) = o ( 2az —a1) 2(cs —cp) )
2(ag —az) 2(c3 — c2)

MoéZeme si véimnit, Ze z determinantu v ¢itateli ndm vyjde polyném maximélne prvého
stupnia a v menovateli nenulové redlne ¢islo. Parametrické riesenia z(z) a y(z) si preto
polynémy maximélne prvého stupnia a ak teraz dosadime z(z) a y(z) do tretej kvadratickej
rovnice

x(z) =

(2(2) —as)® + (y(2) — b3)> + (z — 3)* =15 = 73,

dostaneme opat kvadratickd rovnicu. Preto z nej dostaneme maximalne dve riesenia z;
a zo, celkovym vysledkom budd dva body [z,y, 1] a [z,y, 22]. Jeden z tychto bodov sa
bude nachddzat priblizne na povrchu Zeme a to bude nase spravne rieSenie.

Kapitolu sme spracovali z [7].

3.2 Vypocet v praxi

V praxi sa musi samozrejme poécitat s roznymi nepresnostami. Napriklad nepresné me-
ranie ¢asu (Uplne presne ani v praxi nie je mozné) alebo nestdla rychlost signélu, ktori
sme povazovali vo vypocte za konstantni. Preto potrebujeme k vypoctu pozicie urcit aj
korekcie k urcitym neziadicim faktorom. Tym sa nam spresnuje konecné riesenie.

Zékladny vypocet vzdialenosti PF medzi i-tym prijimacom a k-tym satelitom s korek-
ciami je vzfah

Pik = pf + C<dtl + dtk) + Atropi‘€ + Aionoi’f + efv

kde

e pF - geometricka vzdialenost vypocitana teoreticky

dt; - ¢asova odchylka sposobend meranim v prijimaci
o dt¥ - Gasova odchylka sposobend meranim v satelite

Atropf - korekénd vzdialenost sposobend znizenim rychlosti signdlu v troposfére
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° Alono korekénd vzdialenost sposobend zniZzenim rychlosti signdlu v ionosfére
e ¢F - chybovd vzdialenost sposobend inymi chybovymi faktormi.

Uvedme si teraz cely proces prenosu informécie zo satelitu do prijimaca s neziadicimi
vplyvmi. Satelit posle v sprave, medzi inymi informaciami, aj informéaciu o ¢ase vyslania
spravy. Satelit uréi tento ¢as vyslania s chybou dt*. Signal prechddza ionosférou a tro-
posférou, kde je signal vplyvom castic v tychto vrstvach brzdeny. Tym sa teda predlzuje
doba prenosu signalu, ¢o je v prepocte na dlzku korekcia Alonol a Atrop Nakoniec
prijimac urci ¢as prijatia spravy s chybou dt;. Tato chyba je konstantna pre jedno meranie
k vSetkym satelitom, pretoze prijimaé signaly z roznych satelitov vyhodnocuje sticasne.
Dalej sa o tychto chybéch rozpisem v d'alsich podkapitoldch.

3.2.1 Zakladny vypocet s ¢asovou odchylkou 7,4

Na presné meranie ¢asu pouzivame atémové hodiny, ktoré si privelmi drahé a preto si
ulozené len v satelite. Casové chyba dt* satelitu je preto priblizne 10%-krat mensia ako
casova chyba v prijimaci dt;.

Ked'ze odchylka dt; prijimaca je konstantné pre jedno meranie a odchylka dt* velmi
mald. Mozeme nahradif tieto dve odchylky odchylkou 7,4 = dt; +dt*, ktort preto mozeme
povazovat priblizne za konstantu. Ak do nasho teoretického vypoctu priddme aj odchylku
Toq ako §tvrtd nezndmu, budeme mat Styri nezndme na tri rovnice - satelity. Aby sme
prisli ku kone¢nému poctu rieseni, potrebujeme stvrtd rovnicu a teda aj signél zo stvrtého
satelitu.

Pre tento pripad mame ststavu rovnic

(x—a)?>+(y—0)*+ (z— 1) =712 = ATy — Toa)?
(—a2)*+ (y —02)* + (2 — )2 =13 = A(Ty — Toa)?
(z = a3)? + (y = b3)* + (2 — 3)* = 13 = (T3 — 70a)”
(r—as)?+ (y—b1)*+ (2 — 1) =717 = (T} — Toa)

Tieto kvadratické rovnice upravujeme analogicky tak, ako sme ich upravovali v predosle;j
kapitole. Samostatne stvrti rovnicu odéitame od prvej, druhej a tretej a dostaneme rovnice
2(aq — a)x +2(by — b))y + 2(cs — 1)z = 2P7q(Ty — T1) + By
2(aq — ag)w + 2(by — ba)y + 2(cs — o)z = 2P74(Ty — Ts) + Bo
2(aq — az)x + 2(by — b3)y + 2(cs — c3)2 = 2P74(Ty — T3) + B3

(z = ad)® + (y = ba)* + (2 — ca)? = 7} = (T — 700)”,
kde konstanty S; su vyjadrené

Br=c*(T¢ = Tf) + (af — af) + (b — b}) + (cf — i)
o = ¢T3 = T§) + (af — a3) + (b — b3) + (cf — c3)
By = (T3 — T}) + (af — a3) + (b — b3) + (cf — &3).
Analogicky ako vo vyssie uvedenej kapitole, pouzijeme Cramerovo pravidlo. Teda potrebu-
jeme nenulovy menovatel, aby sme splnili podmienku (detA)~! € R z definicie Cramerovho
pravidla. Determinant matice
as — aq b4_b1 C4 — C
as — Qa9 b4_b2 Cqy — C2
aqs — as b4—b3 Cqy — C3
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je nulovy, len ak st vektory (ay — ay,by — by, ¢4 — 1), (ag — ag, by —ba,cy — o) a (ag —
as, by — b3, cqy — c3) zavislé. Tieto vektory vyjadruji vektor z i-teho satelitu do stvrtého.
Vseobecne teda vyjadrujui objem rovnobeznostena, a ten ma objem nulovy, len ak vsetky
vrcholy lezia na jednej rovine. Neuvazujme nerealnu situdciu, ze vsetky styri satelity lezia
na jednej priamke. V rovine satelitov s prienikom gulového povrchu (plocha obeznych
drah) je kruznica jedinym redlnym riesenim nulového determinantu. Satelitny systém bol
ale navrhnuty tak, aby ziadne styri satelity neboli siicasne zachytavané jednym prijimacom
na Zemi a zaroven lezali na jednej rovine.

Nasledne tak ako v predoslej kapitole, vyjadrime pomocou Cramerovho pravidla z, y
a z ako funkcie odchylky 7,4

(by —b1) 2(cq —by)
<b4 — bg) 2(04 — bg)
<b4 — bg) 2(04 — bg)

det | 2c%7oq(Ty — Ty

+ + +
o o
N DN DO

:C(TOd) N 2((],4 — ay 2(b4 — bl) 2(04 — Cl)
det 2(&4 — Q9 2(b4 — bg) 2(04 — 02)
2(&4 — as 2([?4 — bg) 2(64 — Cg)

2((14 — al) 2CQTOd(T4 — Tl) —+ 51 2(64 — bl)

d@t 2(@4 — CLQ) 2CZTOd(T4 - Tz) + BQ 2(64 — bg)

y(T d) _ 2(0,4 — 6L3) QCZTOd(T4 — T3) + 53 2(64 — bg)
© 2(0,4 — al) 2(b4 — bl) 2(64 — Cl)
det | 2(ag —as) 2(by —by) 2(cq — c2)
2(0,4 — CLg) 2(1?4 — bg) 2(C4 — Cg)

2((14 — al) 2(b4 — bl) 202T0d(T4 — T1> + Bl

det 2(&4 — a2) 2(b4 — bg) 262Tod(T4 — TQ) —+ /82

Z(T d) _ 2((14 — CL3) 2(b4 — bg) 262Tod(T4 — Tg) + 53
¢ 2(ay —ay) 2(by—b1) 2(cy — 1)
det 2(&4 — CLQ) 2(b4 — bg) 2(C4 — CQ)

2((14 — (l3) 2(b4 — bg) 2(04 — C3)

ktoré dosadime do Stvrtej kvadratickej rovnice a dostaneme rovnicu s jedinou neznamou
Tod
(2(Tod) — a4)2 + (yY(7oa) — 54)2 + (2(Toa) — 04)2 = Ti = 02(T4 - Tod)2-

Analogicky zistujeme, Ze x(7oq), ¥(Toa) @ 2(7oq) st maximdlne linedrne polynémy a preto
bude této rovnica maximalne kvadraticka. Preto vSeobecne uvazujme dve rieSenia 7,4,
a Toa,- Dosadenim dvoch rieseni ziskame dva body [z, 11, 21] a [22, ¥z, 22|, ale len jeden sa
bude nachadzat priblizne na povrchu Zeme. To je pozicia ndsho prijimaca.

Podkapitola je spracovand z [7].

Spravny vyber 4 satelitov

Vznikd problém, ak mdme dostupné viac ako 4 satelity. Musime vybrat tie ktoré nam
mozné miesto prijimaca zredukuji na minimum. Ak vyberieme dva satelity, ktoré su
blizko seba, vytvoria vacsiu chybu. Pretoze zo zakladov numerickych metéd vieme, ze
mens{ delitel' (bliziaci sa k nule) vytvori vaésiu chybu. Podla nésho priameho vypoctu
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prostrednictvom Cramerového pravidla na spresnenie vypoctu potrebujeme ¢o najvacsi
determinant matice

ag—a; by—by cs—a

ay—az by —by cy—co

ag—az by—by c4—b3

Hodnota tohoto determinantu je objem rovnobeznostena, ktory ma vrcholy v styroch
bodoch satelitov. To znamen4, Ze objem sa znizi ak sa dva satelity nachadzaju vo vzajomnej
blizkosti. Na obrazku 9. a 10. mozeme vidiet rozdiely velkosti determinantov pri rovnakom
rozlozeni troch satelitov (vyznacenych farebne) a stvrtého satelitu, ktory zmenil poziciu.
V dnesnej dobe st prijimace 8 az 12 kanalové, takze st schopné prijimat viacero signalov

Obr. 10: Dva satelity st vo vzdjomnej

Obr. 9: Satelity su vzdialené od seb
r atelity si vzdialené od seba 7 @

naraz. Potom sa uz jedna o preurcenu sustavu. Napriklad z 8 prijatych signdlov ziskame
8 kvadratickych rovnic o 4 neznamych. Takédto sustava sa riesi pomocou numerickych
metod, najcastejsie Metddou najmensich stvorcov.

3.2.2 Vplyv atmosféry

Pre refrakciu elektromagnetického vinenia prechodom atmosférou sa signal nesiri po naj-
kratsej moznej dréhe sy (priama spojnica). Signal sa preto siri medzi dvoma bodmi v at-
mosfére po krivke ktord mozeme vyjadrit vztahom [9]

s:/nds,

kde n vyjadruje index lomu pozdiZ dréhy signdlu. Index lomu je vyjadreny vztahom
n = <, kde c je rychlost svetla vo vdkuu a v je rychlost svetla v danom prostredi. Pre
n samozrejme plati n > 1.

Potom korekciu drahy signalu atmosférou mozeme vyjadritf rozdielom diiky skutocnej
dréhy s a geometrickej spojnice sq [9]

Aatm:s—soz/nds—/ds.

7 pohladu refrakcie mozeme rozdelit atmosféru na ionosféru a troposféru. Celd této
podkapitola je spracovand z literattry [9].

Troposféricka refrakcia

Troposféricka refrakcia vyjadruje prevazne vplyv neutralnej atmosféry. Zavedieme veli¢inu
refraktivita NP, ktord zdvisi na tlaku, teplote a vlhkosti atmosféry v. Pre korekciu
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satelitu v zenite plati vztah [9]
Agrop = 10_6/Ntr°p(p, t,v) ds.

Vztahy si odvodené empiricky. Troposférickd korekcia je taktiez velmi zavisld na zeme-
pisnej sirke, rocnom obdobi a aktudlnom pocasi.

TIonosféricka refrakcia

V ionosfére je refrakcia sposobend volnymi ¢asticami (elektrény, iony). Preto je refrakcia
zavisla na elektrénovej hustote N, v danom mieste. Aby sme mali hodnotu elektrénove;j
hustoty vyjadrenu pre celi drahu pod zenitovym uhlom z = 90° vyjadrime novu veli¢inu
TEC? zavedenti TEC = [ N, ds. Jednotku md TEC unit = TECU, 1 TECU = 10~'°
elektrénov/m?. Pre kédové meranie z druZice pozorovanej pod zenitovym uhlom z plati
vztah [9]

TEC 40,3
Aion ) = : )
() cos(z') f?
kde
Z/ = m Sin(Z).

R je stredny polomer Zeme, h;,, je stredna vyska ionosféry a f je frekvencia elektromag-
netického vlnenia. Hodnota korekcie Aj,, je zdvisld na velkosti uhla 2’ pod ktorym sa
dostava do ionosféry na stredne vyske ionosféry.

Presnost vypoctu korekcie Ao, je zavisld hlavne na velicina TEC, ktord je v praxi
odhadovand. TEC sa meni podla roéného obdobia, zemepisnej sirky alebo diia a noci.
Slnecné ziarenie nardza na neutrdlne atémy a vytvara ionty. Preto je najvecsia hodnota
TEC tesne po poludni a najmensia hodnota pred svitanim.

3.2.3 Vplyv relativistického efektu

Podkapitola spracovana z literatiry [9].
Zakladné postuldty specidlnej teorie relativity [9]:

1. Fyzikalne zdkony maju rovnaky tvar vo vSetkych inercidlnych sistavach. Pre popis
fyzikalnych javov su vsetky tieto sustavy ekvivalentné.

2. Rychlost sirenia elektromagnetického Ziarenia je rovnaka vo vsetkych inercialnych
sustavach a nezavisi na pohybe zdroja a smeru Sirenia.

Majme §tvorrozmerné systémy S(x,y, z,t) a S'(2',y/, 2/, ') potom plati [9]

Ay +22 = (er)?
a:'2+y'2+z'2 — (CT’)Q. (31)

H. A. Lorenz vysiel z klasickej Galileovej transformace(z’ = = — vt, t' = t), kde dodal
koeficient £ takto:

/ /

r=k(x' +ut"), y=1v, 2=z

2TEC - Total Electron Content
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r=k(z+ot), vy =y, 2=z

Dosadenim tychto hodnét do rovnice (3.1) dostavame koeficient:

k= —_11_ g (3.2)

Neskor bolo dokézané, ze dosledkom Lorentzovej transformécie su [9)]:

o dilatécia ¢asu

At = —At
’U2
T2
o kontrakcia dlzok
Ayl — Ax
7)2
=
o dopplerovsky efekt
Af
[
Af' = -
T2

Vplyv relativistického efektu je prilis maly, oproti ostatnym uz zmienenym korekcidm,
okrem dopplerovho efektu. Dopplerov efekt vzniké rychlostou druZice a satelitu a rozdie-

lom gravitacného potencidlu na povrchu Zeme a na obeznej drahe. Vplyv tohoto efektu
sa opravuje znizenim zakladnej frekvencie druzicovych hodin. [9]
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4 Prijimac¢ v stiradnicovom systéme

4.1 Uvod do problematiky

V prvej polovici 18. storocia sa geodetickymi (stupniovitymi) meraniami podarilo dokdzat
Newtonovu tedriu o splostenom tvare Zeme na péloch. Tym pre geodetov nastala tloha
najst taky model Zeme, ktory by mal jednoduchy analyticky tvar a zdroveinl najlepsie
vystihoval tvar Zeme.

Pri formovani tvaru nasej planéty primédrne posobili dve sily. A to gravitaéna sila F,
a odstrediva sila F,;. Stétom tychto dvoch vektorovych veli¢in dostdvame znova vek-
torovi velicinu, ktort nazyvame tiazova sila G. Uzavreti plochu, ktord je vo vsetkych
bodoch kolm4 k tiazi budeme nazyvat hladinovd plocha. Pre lepsiu predstavu, vrstev-
nice na mapach vznikli prienikom skuto¢ného povrchu a hladinovych ploch v urcitych
vyskach. Pre teleso s hladinovou plochou vo vyske nula v roku 1872 Johann B. Listing
prvykrat zavadza pojem Geoid. Pre lepsiu predstavu, keby povrch Zeme tvorila hladina
vody, myslime aj pod pevninou, vznikol by velmi priblizny tvar geoidu. Avsak nepravidel-
nost tvaru geoidu je spésobend nehomogénnym rozlozenim hmoty v zemskej kore, preto
nam komplikuje analytické vyjadrenie. M.S. Molodenskij prisiel v roku 1945 s novou
tedriou, ktord uvazovala s meraniami len na fyzickom povrchu Zeme. A preto predmetom
urcenia neuvazoval geoid, ale vseobecnu plochu, ktord nie je plochou hladinovou a bola
nazvand kvdzigeoid. Odchylka od geoidu nepresahuje 2m po celom povrchu kvazigeoidu,
na hladine mora sa stotoznuju. Odstavec z literatiry [10].

Obr. 11: Schéma priebehu kvazigeoidu vzhladom k referentnému systému WGS - 84. [1]

V minulosti boli vytvorené rozne rotacné elipsoidy, ktoré najlepsie modelovali dant
oblast. Preto neboli ani ujednotené stredy tychto elipsoidov, ani velkosti poloosi.
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Teraz doplnime tdaje o najpouzivanejsich referencénych elipsoidoch.

elipsoid alm] il—]
GRS-80 6378137,0 298,257222101
Besselov 6377397,15508 | 299,152812853
Krasovskeho 6378245,0 298.3
Hayfordov 6378388,0 297,0

Ak chceme prepocitavat polohy vzhladom k réznym referenénym elipsoidom, musime
vyuzit transforméciu.

4.2 'Translacia a rotacia lokalnej stustavy

Budeme vyjadrovat lokdlny polohovy vektor 7* = (7’;,7’;,@) v x*, y* a z* z polohového
vektora 7 = (ry, ry,r,) vV &, y a z v rovhakom bode. Za¢neme zlozitejSim a tym je rotécia.
Uhol ¥, vyjadruje uhol otoc¢enia okolo osi z, uhol je kladny v smere otacania hodinovych
ruciciek z pohladu v kladnom smere osi z. Rotdciu okolo jednej osi R(1).) mozeme odvodit

z valcovych suradnic, ktoré si v tvare:

. .
Ty = Tg - COSY, — Ty -SinY,
5 .

T, = Ty SNy, 4+ 1y - cosY,
* __

ri=",

Tento zapis je ekvivalentny so zapisom:

T cosy, —siny, 0 T
o I .

r, | = siny, cosy, 0 Ty
*

T} 0 0 1 r,

Preto transformécia prostrednictvom rotacnej matice (7 = R(v,) - 7) je takéto:

cosy, —siny, 0
R(4.) = [ siny.  cosw. 0
0 0 1

Analogicky vieme potom vyjadrit maticu rotdcie aj pre uhly otocenia v, a 1.

1 0 0

R(%) = 0 cost, sinyy,
0 —siny, cosy,

cosyp, 0 —sinyy,
Rw)=| 0 1 0

siny, 0 cos,

Potom vSeobecna rotacia je vyjadrena takto
= R<¢za 1/’2;7 %) ST = R(%«)RWy)R(%) T
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potom rotac¢nd matica R(vy,,,1,) ma tvar

COS 1y, COS P, oS 1y, sin —sin,
sin 1), sin ¥, cos 1, — cos 1, sin,  sin, sin 1, sin 1), + cos 1, cosh, sin), cos,
COS 1), SIN 1y, o8 Py, + sin 1, sin1),  cos Y, sin, sin, — sin 1, cosp, cos P, cos 1,

Pre malé uhly moZeme tiito rotaéni maticu linearizovat podla nasledujiicich pravidiel:
sin g, ~ Y,
cos Y, ~ 1

sin,, - siny, ~ Y, - ¥, ~ 0.

Potom dostavame linearizovanu rotac¢nu maticu

1 wz —%
R(r(/)xa ¢y> 7702) = _wz 1 wz
% _1/)11? 1

Translaciu reprezentujeme vektorom 7, ktory vyjadruje posunutie pociatku lokélnej ststavy
vzhladom k pociatku zakladnej sistavy. Potom transforméciu vektora 7 v lokdlnej ststave
k zdkladnej, zapiSeme takto 7 = 7° + 7. So sticasnou rotdciou transformdciu zapiseme

7 =7 4 (L+ m)R (s, Py, 2)7

a maticovo
r ro 1 v, =y, T
=1 | tAEm) e 1 ry |
7“: 2 ¢y —% 1 T

kde m je koeficient mierky, ktory vyjadruje zmenu dekovej mierky pri transformacii
sustav.

4.3 Zavedenie systému WGS 84

V dnesnej dobe a hlavne na zdklade druzicovych merani vytvorilo ministerstvo obrany
U.S.A. systém WGS - 843pre potreby GPS.
Uvazujme 3-rozmerny pravotocivy karteziansky systém siradnic. Zadefinujeme polohu
prijimaca voci baze priestoru nasledovne [6]:
o stred systému je v tazisku Zeme
o os z smeruje do referenéného pélu IERS*
o os x je priesecnicou referenéného nultého poludnika TERS a roviny kolmej k osi z
a prechadzajicej pociatkom stustavy
o os y je priesecnicou poludnikovej roviny 90° IERS a roviny kolmej k osi z a pre-
chadzajucej pociatkom sustavy

3WGS-84 - (World Geodetic System 1984) je geodeticky geocentricky systém armady USA, v kto-
rom pracuje globalny systém urcovania polohy GPS a ktory je zaroven Standardizovanym geodetickym
systémom armad NATO [1].
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Takyto systém budeme volat stradnicovy systém WGS 84. Pre zakladné tlohy vyssej
geodézie tvar Zeme najlepsie aproximuje rotacny elipsoid, ktorého analytické vyjadrenie
podstatne zjednodusuje vypocty. Preto je referenény elipsoid WGS 84 zavedeny takto [6]:

o stred elipsoidu je totozny zo stredom nasho pravotocivého systému
o referencny nulty poludnik prechddza Greenwichom

Teraz uvedieme niektoré parametre referencného systému WGS 84.

parameter, konstanta oznacenie hodnota

Hlavna poloos a 6378137,0 m
Vedlajsia poloos b 6356752,314 m
Splostenie 1= anb 298.,257223563
Uhlov4 rychlost We 7292115 - 107! rad/s
Geocentrické gravitatna konstanta GM 23986004, 418 - 10® m?/s

Ak chceme jednoznacne vyjadrit poziciu [z, ¥e, z.] na nasom modely vzhladom k bézi
priestoru, potrebujeme rovnicu ktord vyjadruje tento model. Rovnica rota¢ného elipsoidu
k nasej bazy je vyjadrena takto:

Nagou 1lohou teraz bude uré¢it stiradnice, podla ktorych sa osoba vyuzivajica prijimaé
orientuje na Zemi.

4.4 Geodetické zemepisné sturadnice

Obr. 12: Schéma priebehu kvazigeoidu vztazeného k referencnému systému WGS - 84. [1]

4JERS - International Earth Rotation Service
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Zemepisné siradnice:
o B : zemepisnd geodeticka sirka
- uhol zvierany medzi ekliptikou a normalou k ploche elipsoidu
o L : zemepisna geodeticka dizka
- uhol zvierany rovinou miestneho a Greenwichského poludnika
o H : elipsoidicka vyska

- vzdialenost od elipsy, zobrans po normaéle

Vztahy pravouhlych siradnic k zemepisnym [10]:
x=(N+ H)cosBcos L
y=(N+H)cosBsinL
2= ((1-¢€*)N+ H)sin B,

kde e je excentricita elipsoidu a N priecny polomer krivosti

b2 N a

P ; :
a V1—e2sin’ B

Spatne teraz mozeme vypoéitat zemepisné suradnice priamo cez vyriesenie bikvadra-
tickej rovnice alebo iteracne, takto [1]

e=14/1

sin L
costf, sinL:gjtanL: n :giL:arctang,
P P cosL «x x
kde nahradime p = \/x? + 2.
Pociatoéné hodnoty
z a
By = arctan s No= , Hy=0.
(1—e?)p 1 — e2sin® By

Podla potrebnej presnosti postupne iterujeme:

B, .1 = arctan z

p(l—e2Nu_) pren=0,1,2,...

n+Hn

Nt = gy Pren =012, (4.1)
H7L+1: D _ ntls pren:O71727..‘

cos Bp4+1

Treba si uvedomit rozdiel medzi H a nadmorskou vyskou. Nadmorsks vyska je vyska nad
kvazigeoidom.
Elipticki vysku H mozeme vyjadrit pomocou normdlnej Molodenského vysky [1]

H = Hg+(, (4.2)

kde Hg je normélna Molodenského vyska a ¢ prevySenie kvéazigeoidu nad elipsoidom. Ak
teda chceme vypocitat nadmorskid vysku v uréitom bode, musime pre dané stradnice
bodu zistif prevysenie ¢ kvazigeoidu nad elipsoidom. Mame viacero moznosti ako tito
hodnotu aproximovat. Mozeme pouzit interpolacny vztah v literatiire [2], z najnovsich
dat z modelu CR-2005 vytvoreného VUGTK5alebo pomocou interpoldcie nameranych
bodov z databédzy Bodovych poli z webovych stranok http://bodovapole.cuzk.cz/.

SVUGTK - Vyzkumny ustav geodeticky, topograficky a kartograficky, v. v. i.
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5 Vypocty s realnymi hodnotami prijimaca GPS

Hodnoty ktoré nam boli poskytnuté, leteckym tstavom FSI VUT, boli namerané prijima-
com (Rx Aschtech Promark 3 - GPS/EGNOS Receiver) zo strechy budovy Al na FSI
VUT dna 20.10.2010.

Dokument obsahoval zapisané hodnoty v intervale 2001s a kazdu sekundu prijimac
vypisal vSetky data zachytenych satelitov. Udaje sme prekontrolovali a zistili, Zze pocas
celého casového intervalu bolo zachytenych prave 9 rovnakych satelitov. Tato informécia
nam mierne zjednodusila kéd pri spracovani tidajov. Obsahom dokumentu boli aj hodnoty
vypocitané prijimacom, ako rozne korekcie a pod. Taktiez nam boli poskytnuté tudaje
pozicie prijimaca pri merani

B = 49.224107325°
L = 16.57721407778°
H = 406.482m.

5.1 Vypocet pozicie prijimaca

Aby sme vypoé¢itané hodnoty mohol porovnat so skutoénymi, prepocitame si skutoéni
poziciu do systému pravouhlych suradnic WGSS8-4, v ktorej mame ostatné hodnoty. Postup
prepoctu je uvedny v tomto dokumente v kapitole o zemepisnych siradniciach. Uvedieme
jednoduchy zdrojovy kéd prepoctu v Matlabe.

format long
b=49.224107325;
B=(b/180) *pi;
1=16.57721407778;
L=(1/180)*pi;
H=406.482;
a=6378137;
b=6356752.31425;

e=sqrt((a"2-b"2)/a"2);
N=a/sqrt(1-e"2x(sin(B))"2);

X=(N+H) *cos (B) *cos (L) ;
Y=(N+H) *cos (B) *sin(L) ;
Z=(N*x(1-e~2)+H) *sin(B);

Vystup Matlabu:

X = 4.000376769701590e+06
Y = 1.190832022152060e+06
Z = 4.807180959242958e+06
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V nasledujicej tabulke ukdzeme len velmi mali ¢ast idajov nameranych z prve;
sekundy.

¢.sat. x[m) y[m] z[m] T[s]
2 17659178.81745 | —13590006.53788 | 14086114.95031 | 0,073923001
8 26503095.68707 511457.184848 4285852.242236 | 0,075115326
13 8777316.600455 13543415.5292 20946374.48306 | 0,069640565
4 25951306.37601 | —5954418.774026 | 2473063.773507 | 0,077394494
20737287.78473 7172181.497267 | 15083117.48192 | 0,068481904
D 4695522.059531 | —16630771.96822 | 20135128.09446 | 0,078443518
10 14538731.97176 | —5934210.231625 | 21270816.39092 | 0, 069400126
23 3278713.689983 21079650.66182 | 15586012.93833 | 0,075496772
16 —9343720.838091 | 12117571.62344 | 21715508.80713 | 0, 080564539

Naprogramovali sme algoritmus podla tretej kapitoly, ktory vyuziva Cramerovo pravi-
dla. Program vypocita polohy pre vsetky Stvorice z deviatich satelitov. Teda (Z) = 126
moznych poloh prijimaca. Pre ndzornost sme na vystup nechali vypisat 5 stvoric.

format long;

X=readExcel (’document.xls’, 12);

Y=readExcel (’document.xls’, 13);

Z=readExcel (’document.x1s’, 14);

T=readExcel (’document.xls’, 25);

c=299792458;

syms t; %v dalsom vypocte budeme potrebovat pocitat s parametrem
comb = combnk(1:9,4); YJ%vytvori nam pole vsetkych stvoric

for p=1:126 Yprechadzame vsetky mozne stvorice
k=comb (p, 1) ;
l=comb(p,2);
m=comb(p,3) ;
n=comb(p,4) ;
Jkonstanty
betal=c”2x(T(1) "2-T(k) "2)+ X(k)~"2-X(1)~2+Y(k)"2-Y(1)"2+Z(k)"2-Z(1)"2;
beta2=c”2*x(T(m) "2-T(k) "2)+ X (k) "2-X(m) "2+Y (k) "2-Y(m) "2+Z (k) "2-Z(m) "2;
beta3=c"2*(T(n) "2-T(k) "2)+ X (k) "2-X(n) "2+Y(k) "2-Y(n) "2+Z(k) "2-Z(n) "2;
%nasleduje algoritmus z podkapitoly 3.2.1
B=[2x(X(k)-X(1)) 2x(Y(k)-Y(1)) 2x(Z(k)-Z(1));
2% (X(&)-X(m)) 2+ (Y(&)-Y(m)) 2% (Z(k)-Z(m));
2+ (X(k)-X(m)) 2x(Y(k)-Y(n)) 2*x(Z(k)-Z(n))];
Bx=[2*xc~2*xt* (T (k)-T(1))+betal 2x(Y(k)-Y(1)) 2*x(Z(k)-Z(1));
2xc"2xt* (T(k)-T(m))+beta2 2x(Y(k)-Y(m)) 2%(Z(k)-Z(m));
2xc™2xtx (T(k)-T(n))+beta3d 2x(Y(k)-Y(n)) 2*(Z(k)-Z(n))];
By=[2*(X(k)-X(1)) 2xc~2%t*(T(k)-T(1))+betal 2%(Z(k)-Z(1));
2% (X(k)-X(m)) 2*c~2*t*(T(k)-T(m))+beta2 2*%(Z(k)-Z(m));
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2% (X (k)-X(n)) 2xc 2%t*(T(k)-T(n))+beta3d 2%(Z(k)-Z(n))]1;
Bz=[2*(X(k)-X(1)) 2*x(Y(k)-Y(1)) 2%c~2*t*(T(k)-T(1))+betal;
2% (X(k)-X(m)) 2*x(Y(k)-Y(m)) 2%c~2*t*(T(k)-T(m))+beta2;
2% (X (k)-X(n)) 2x(Y(k)-Y(n)) 2%c 2*xt*(T(k)-T(n))+beta3];
xt=det (Bx) /det (B) ;
yt=det (By) /det (B) ;
zt=det (Bz) /det (B) ;

eqq=(xt-X(k)) "2+(yt-Y(k)) "2+(zt-Z(k)) "2-c"2* (T(k)-t) "2;
tttsolve=solve(eqq,t);

eqql=sqrt ((xt) "2+ (yt) "2+(zt)"2);
»v podmienke zistujeme spravne riesenie

if double(subs(eqql, t, tttsolve(l)))<double(subs(eqql, t, tttsolve(2)))

tod=tttsolve(l);

else

tod=tttsolve(2);

end

x=double(subs(xt, t, tod)); %vypocet x s dosadenim parametru tod

y=double(subs(yt, t, tod)); %vypocet y s dosadenim parametru tod

z=double(subs(zt, t, tod)); %vypocet z s dosadenim parametru tod
end

Vystup Matlabu:

¢.m. Cisla satelitov:

2. 3. 4.
10 23 16
13 4 7
5 10 23
13 7 5

8 13 7

tod[s]
7.581702119643361e-010
2.193923848605887e-009
1.968283982987624e-010
2.828170340911516e-008
3.250390289153302e-009

g W N -
N N o 0 O =

VypoZlitané hodnoty prijimaca zo Stvorice satelitov:

x [m] y [m] z [m]

o
=

g 0N -

4.000375732776336e+06
4.000376437151264e+06
4.000375843096084e+06
4.000380520107073e+06
4.000376776876287e+06

1.190831573292132e+06
1.190830201235336e+06
1.190831545768962e+06
1.190829837468897e+06
1.190831454374800e+06

4.807182394707825e+06
4.807183631839505e+06
4.807182099512342e+06
4.807192818940337e+06
4.807182981871780e+06

Nésledne sme urobili vypocet zalozeny na iterdcidch (vztah (4.1))pre prevod do zeme-
pisnych geodetickych sturadnic.

X = 4.000376769701590e+06;
Y = 1.190832022152060e+06;
Z = 4.807180959242958e+06;

format long
presnost=1;
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ItB=zeros(1,50);

ItN=zeros(1,50);

ItH=zeros(1,50);

L=atan(Y/X);

p=sqrt (X"2+Y"2);

ItB(1)=atan(Z/((1-e"2)*p));

ItN(1)=(a/sqrt (1-e~2%(sin(ItB(1,1)))"2));

ItH(1)=0;

f=1;

while presnost>1e-030
f=f+1;
ItB(f)=atan(Z/(p*(1-e"2*%ItN(f-1)/(ItN(£f-1)+ItH(£-1)))));
ItN(f)=(a/sqrt(1-e"2*(sin(ItB(£)))"2));
ItH(£)=(p/cos(ItB(£)))-ItN(f);
presnost=(ItB(f)-ItB(£f-1)) "2+ (ItN(£)-ItN(f-1)) "2+ (ItH(£)-ItH(f-1))"2;

end

L=(L*180) /pi;

B=(ItB(f)*180)/pi;

H=ItH(f);

pocet_iteraci=f;

Vystup programu:

Vypocitané hodnoty prijimaCa zo Stvorice satelitov:
¢.m. L[] B[°] H [m] poc.it.
16.577212233362662 49.224123392787583 4.068363262321800e+02
16.577191422891556 49.224128726124597 4.079584155250341e+02
16.577211439180655 49.224120992923311 4.066767103550956e+02
16.577170646069032 49.224156736168375 4.174035038361326e+02
16.577206579586001 49.224120258204621 4.079123705690727e+02

g WN -
0 ~N 00 00 N

5.2 Vypocet nadmorskej vysky

Pre vypocet nadmorskej vysky potrebujeme urcit ¢ prevysenie kvazigeoidu nad elipsoi-
dom. Podla obrazku 13., kde sme vyznacili siradnice polohy merania, vidime Ze v oblasti
nasho merania je povrch kvéazigeoidu priblizne rovinny. Preto mozeme pre uréenie hodnoty
¢ prelozif hodnoty rovinnou interpoléciou troch bodov.

Na obrazku 14. mézeme vidiet body geodetickych merani ziskanych z webovej stranky
http://bodovapole.cuzk.cz/ -map Top.aspz, odkial sme taktiez ziskali hodnoty uvedené v na-
sledujicej tabulke.

body B[] L[] ¢lm]
211 | 49,21923772 | 16,56650633 | 44,75
212 | 49,21893389 | 16,57646794 | 44,73
239 | 49,22852669 | 16,58656742 | 44,71
241 | 49,21794519 | 16,58790408 | 44,71
257 | 49,22972875 | 16,57754792 | 44,73
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Obr. 13: Vytvoreny model CR2000[4] kvdzigeoidu nad castou Brna.

Interpolacia

Interpolovat moZeme nasledovne, vyberiem tri body (napriklad 211, 241 a 257). Pretoze
zemepisna Sirka, zemepisna dizka a elipsoidicka vyska tvoria provouhli stustavu sturadnic,
moZeme si situdciu zakreslit do obrazku 15. Bod z najnizsou hodnotou ¢ oznacime bodom
A, druhy najnizsi B a treti C. Dalej priemety bodov B a C' do roviny ¢ = 44, 71 m oznaéme
B a ', pricom A = A’. Zaznactme priemet bodu prijimac¢a do roviny ¢ = 44,71 m
ako D', jeho zemepisnu sirku a dizku pozname. Oznac¢ime v bodoch B’ a C’ prevysenia
(g =0,02m a (¢ = 0,04 m. Nasledne prelozime rovinou ABC a zaznac¢ime bod D do
tejto roviny ako priemet bodu D’ v smere (. Nagou tlohou je zistit (p. Vektory w a v
zadajme rozdielom bodov w = B' — A" a v = C' — A’. Na rovine { = 44,71 m vytvorime
bézu z vektorov w a v. Teda bod C’ vyjadrime v tejto baze siradnicami [0, 1] a bod A’
stradnicami [0, 0]. Hladdme takéto vyjadrenie v stiradniciach pre bod D' = [z,y|, kedze
A’ je pociatok, D’ je vyjadreny vektorom @ = D' — A’ s posobiskom v pociatku.
Sustava vyzera nasledovne
W+ Yyv = u

Vypocet v Matlabe(v celom programe uvazujeme ale neznacime symbol ’ pre bod):

A=[49.21794519 16.58790408] ;
B=[49.22972875 16.57754792] ;
C=[49.21923772 16.56650633] ;
D=[49.224107325 16.57721407778];
w=B-A

v=C-A

d=D-A

syms X y

[x yl=solve(x*w’+y*v’-d’)

Vystup programu:

[x yl= [0.4944 0.2603]
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Obr. 14: Mapa Bodovych poli v okoli FSI.

Vysledok nam hovori, ze bod D’ je vyjadreny v béaze tvorenej prvkami w a v siradnicami
[0.4944,0.2603]. Teraz uvazujme aj zlozky v smere elipsoidickej vysky. Kedze prekladdme
interpolaciu rovinou, plati, ze dizka (p je tvorend prave 0.4944-krat dizkou (p a 0.2603-
krat dizka (c. Preto dostaneme vysledok (p = 0,0203 m.

Vysledkom je, Zze v naSom bode je prevysenie ( = 44,71 + (p = 44,7303 m. Preto
mozeme dalej dosadit hodnotu do vztahu (4.2) H = Hg + ( resp. Hg = H — (. Kedze
elipsoidickt vysku mame H = 406.482 m, nadmorska vyska nam vyjde

Hoy=H — ¢ =406.482 — 44,7303 = 361.7517 m.

Vypocitali sme teda nadmorski vysku, v bode prijimaca, na streche budovy A1 FSI VUT
v Brne.
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Obr. 15: Interpolacia prevysenia (p.
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6 Zaver

V teoretickej casti sme kladli doraz na zavedenie determinantu a jeho vypocet, kde
sme urobili mensi rozbor. Potom sme odvodili geometricky Cramerovo pravidlo pre R3.
Ziskané vedomosti sme nésledne aplikovali v teoretickom vypocte. Ziskali sme vedomosti
o niektorych neziaducich vplyvoch na prenos signalu z druzice. Nésledne sme urobili ivod
do problematiky geodetickych merani. V piatej kapitole sme aplikovali nadobudnuté vedo-
mosti z predchadzajucich kapitol. V MATLAB-e sme naprogramovali metédu z literatiry
[7], do ktorej sme pouzili redlne déta. Takto sme ziskali niekolko vypocitanych pozicii.
Taktiez sme interpolovali hodnotu (, prevysenie kvéazigeoidu nad elipsoidom, pre bod
prijimaca. Tym sme ziskali nadmorskui vysku v danom bode.

Primarnym ucelom tejto prace bolo pochopenie a zjednotenie poznatkov z viacerych
zdrojov a vytvorenie uceleného textu s logickym usporiadanim. Bakalarska praca moze
byt vyuzitd ako ivodny text do problematiky fungovania druZicovej navigécie, zalozenej
na kédovom merani akym je napriklad systém GPS.
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