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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá problémem využit́ı optimalizace proces̊u ve strojńım
inženýrstv́ı. Je v ńı vytvořen optimalizačńı model pro optimalizaci řezných podmı́nek při
soustružeńı. Problém byl zpracován a naprogramován v systému GAMS jako lineárńı i
nelineárńı problém. Omezuj́ıćı podmı́nky jsme definovali obecně pro několik druh̊u tech-
nologických proces̊u.

Summary
This bachelor’s thesis examine the problem of the process optimization in mechanical
engineering. It contains optimization model to optimize cutting conditions in turning.
The problem was programmed in the GAMS system as linear and nonlinear problem.
Limiting conditions are generally defined for several types of technological processes.
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mováńı, GAMS.
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1 Úvod 2

2 Optimalizace 3
2.1 Klasifikace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1.1 Lineárńı programováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1. Úvod
Ve stroj́ırenské praxi se často setkáváme s problémem správného nastaveńı neznámých

parametr̊u, nebo zlepšeńı stávaj́ıćıch parametr̊u v technologických procesech pro dosažeńı
lepš́ıho výsledku. Zjǐstěńı těchto parametr̊u může stroj́ırenské firmě přinést užitek a může
podstatně zvýšit např́ıklad kvalitu výsledných produkt̊u, rychlost výroby nebo celkový
zisk firmy.

Ćılem naš́ı práce bylo seznámit se se základńımi principy optimalizace a vytvořit op-
timalizačńı model, který by tyto parametry pomohl určovat (a to lepš́ım zp̊usobem, než
konvenčńı optimalizaćı, která se běžně v praxi použ́ıvá). Tento model si sestav́ıme pro
konkrétńı př́ıpad optimalizace řezných podmı́nek při soustružeńı. Omezuj́ıćı podmı́nky
uvedené v modelu si odvod́ıme pro náš konkrétńı př́ıpad, zobecńıme pro r̊uzné typy
obráběńı, a t́ım vytvoř́ıme komplexněǰśı řešeńı, které bychom mohli použ́ıt pro mnoho
druh̊u praktických úloh. Jelikož je tato oblast opravdu rozsáhlá, nemůžeme popsat veškeré
druhy obráběńı a omezuj́ıćıch podmı́nek.

Samotná práce je rozdělena do tř́ı hlavńıch část́ı, v prvńı části si teoreticky rozebe-
reme typy úloh, se kterými se v práci setkáme. V druhé, kratš́ı části, si poṕı̌seme systém
GAMS a jeho základńı př́ıkazy. Ve třet́ı a stěžejńı části aplikujeme veškeré teoretické po-
znatky a zpracujeme praktickou optimalizačńı úlohu od definice omezuj́ıćıch podmı́nek,
přes sestaveńı modelu, až po výsledné řešeńı v programu GAMS.
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2. Optimalizace

2.1. Klasifikace

2.1.1. Lineárńı programováńı

Lineárńı programováńı (LP) je optimalizačńı úloha, ve které je účelová funkce v lineárńım
tvaru pro hledanou proměnnou a omezuj́ıćı podmı́nky se skládaj́ı z lineárńıch rovnic nebo
nerovnic [7]. My se budeme zabývat předevš́ım minimalizačńı (změnu na maximalizačńı
úlohu můžeme provést změnou znaménka u účelové funkce) úlohou lineárńıho progra-
mováńı ve tvaru nerovnost́ı [6]:

minimalizovat z = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn (2.1)

za podmı́nky a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

kde aij, bi a ci jsou reálné konstanty. aij obvykle nazýváme strukturálńı koeficienty a bi
kapacitńı koeficienty. Jednotlivé úlohy se od sebe mohou lǐsit, ale všechny můžeme trans-
formovat na standardńı tvar [7]:

minimalizovat z = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn (2.2)

za podmı́nky a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

kde m ≤ n. Úlohu můžeme zkráceně zapsat ve vektorovém tvaru:

minimalizovat z = cTx (2.3)

za podmı́nky Ax = b

x ≥ 0

kde cT je n-složkový řádkový vektor, b je m-složkový sloupcový vektor a A je matice typu
m x n.

Každou úlohu můžeme transformovat na standardńı tvar pomoćı doplňkové proměnné
xn+i, např́ıklad pro všechny nerovnosti z úlohy (2.1) dostáváme:

Ax ≤ b
a

Ax + s = b

kde s = (xn+i), s ≥ 0.
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2.1.2. Nelineárńı programováńı

V předchoźı kapitole jsme uvedli optimalizačńı úlohou LP, ve které byly omezeńı
i účelová funkce lineárńı. Úlohy nelineárńıho programováńı (NLP) zahrnuj́ı nelineárńı
výrazy v omezeńıch a účelové funkci. Obecná úloha má NLP má podle [6] tvar:

min f(x) (2.4)

g(x) ≤ 0

x ∈ X

kde x = (x1, x2, . . . , xn)T jsou proměnné nabývaj́ıćı hodnot ze základńı množiny X ⊂ RN ,
která může znamenat nezápornost proměnných, f : Rn → R je účelová funkce, g : Rn →
Rm je vektorová funkce pro omezeńı a 0 je nulový vektor dimenze m. Hledáme minimálńı
př́ıpustná řešeńı xmin, které minimalizuje účelovou funkci f(x).

2.2. Metody řešeńı

2.2.1. Simplexová metoda

Simplexová metoda je iteračńı metoda pro řešeńı optimalizačńıch úloh LP, kterou
odvodil Dazling s využit́ım myšlenek Jordanovy modifikace Gaussovy eliminačńı metody
pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic. Můžeme ji interpretovat geometricky.
Předpokládejme, že známe krajńı bod x0 množiny př́ıpustných řešeńı M . Hledáme takový
sousedńı bod, pro který je hodnota účelové funkce menš́ı, než pro bod cTx0. Takový bod
nazveme x1. Na tento bod aplikujeme stejný postup jako na bod x0. Pokud neexistuje
sousedńı krajńı bod s vlastnost́ı cTx ≤ cTx0, je x0 hledaným optimálńım řešeńım. Tento
algoritmus má pro nedegenerované úlohy bud’ konečný počet krok̊u a nebo konč́ı zjǐstěńım,
že řešeńı neexistuje [6].

Pro úlohu LP v kanonickém tvaru zapisujeme algoritmus úlohy následovně:

Minimalizovat z = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn (2.5)

Při splněńı omezuj́ıćıch podmı́nek

x1 + a1,m+1xm+1 + . . . + a1,kxk + . . . + a1,nxn = b1

x2 + a2,m+1xm+1 + . . . + a2,kxk + . . . + a2,nxn = b2
...

xm + am,m+1xm+1 + . . . + am,kxk + . . . + am,nxn = bm

A podmı́nek nezápornosti

x1, x2, s1, s2, s3, s4 ≥ 0

kde aij, bi a cj jsou pro i = 1 . . .m a j = 1 . . . n reálná č́ısla. Proměnné x1, . . . , xm
nazveme bázové proměnné a ostatńı xm+1, . . . , xn nebázové proměnné. Dosad́ıme-li za
každou z proměnných xm+1, . . . , xn nulu, dostaneme výchoźı řešeńı:

xT0 = (b1, b2, . . . , bm, 0, 0, . . . , 0)
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Daľśı postup řešeńı prob́ıhá tak, že sestav́ıme simplexovou tabulku a hledáme pivotńı
sloupce a pivotńı řádky, a pomoćı Gauss-Jordanovy eliminace transformujeme prvky
a zaṕı̌seme do nové tabulky. Tento proces opakujeme, dokud nenajdeme optimálńı řešeńı.
Postup ukážeme na vzorovém př́ıkladu:

Maximalizovat z = 3x1 + 2x2

za podmı́nek x1 − x2 ≤ 1
x1 + x2 ≤ 3

2x1 + x2 ≤ 5
x1, x2 ≥ 0

Úlohu transformujeme na kanonický tvar zavedeńım proměnných x3, x4, x5 ≥ 0: Stan-
dardńı tvar:

Minimalizovat z = 3x1 + 2x2

za podmı́nek x1 − x2 + x3 = 1
x1 + x2 + x4 = 3

2x1 + x2 + x5 = 5
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

Vytvoř́ıme simplexovou tabulku:

z x1 x2 x3 x4 x5 b
z 1 -3 -2 0 0 0 0
x4 0 1 -1 1 0 0 1
x5 0 1 1 0 1 0 3
x6 0 2 1 0 0 1 5

Vybereme proměnnou xi s nejmenš́ı hodnotou bi
aik

, jež nám určuje pivotńı sloupec a pi-
votńı řádek, pro který provedeme Gauss-Jordanovu eliminaci. Následně dostáváme novou
simplexovou tabulku:

z x1 x2 x3 x4 x5 b
z 1 0 -5 3 0 0 3
x4 0 1 -1 1 0 0 1
x5 0 0 2 -1 1 0 2
x6 0 0 3 -2 0 1 3

Tento proces opakujeme, dokud nenajdeme optimálńı řešeńı. Optimálńı řešeńı je takové
řešeńı, které má záporné koeficienty u bázových proměnných.
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3. GAMS
Systém GAMS (General Algebraic Modeling System) je multiplatformńı optimalizačńı

program s vlastńım jazykem vyšš́ı úrovně, který umožňuje formulovat matematické mo-
dely použit́ım výstižného a srozumitelného jazyka, jak pro programátory, tak pro mate-
matiky a tv̊urce matematických model̊u [5].

Samotný systém je schopný řešit rozsáhlé úlohy. Umı́ řešit deset druh̊u matematických
model̊u, např́ıklad LP - lineárńı programováńı, NLP - nelineárńı programováńı, DNLP -
nelineárńı programovańı s nespojitými derivacemi funkćı určuj́ıćıch rovnice modelu, RMIP
neúplně celoč́ıselné programováńı atd. V současné době použ́ıvá dvacet osm r̊uzných
řešič̊u, mezi kterými program vyb́ırá automaticky, bez zásahu uživatele. Pro manuálńı
nastaveńı lze použ́ıv́ıt př́ıkaz Option. Např́ıklad syntax Option nlp = conopt; by nasta-
vila CONOPT jako řešič úloh NLP. Pro nás ovšem budou nejd̊uležitěǰśı pouze dva řešiče,
jedńım z nich je CPLEX 12.6, který využ́ıvá simplexovou metodu z kapitoly (2.2.1) a bude
použit pro výpočet úlohy z kapitoly (4.3) v lineárńım tvaru. Druhým d̊uležitým řešičem
je CONOPT, který je využit pro výpočet úlohy NLP z kapitoly (4.3). Je to jeden ze tř́ı
základńıch řešič̊u úloh NLP (CONOPT, MINOS, SNOPT) [8]. CONOPT může být použit
pro řešeńı s v́ıce než 20000 (v některých př́ıpadech až s 500000) rovnic a neznámých. My
ovšem budeme použ́ıvat studentskou verzi programu, a proto budeme omezeni 1000 nenu-
lovými prvky v definici modelu pro řešeńı úloh v lineárńım tvaru a 200 nenulovými prvky
pro řešeńı v nelineárńım tvaru [5]. To je ovšem pro naše účely naprosto dostačuj́ıćı.

Základńı př́ıkazy

Zde uvád́ıme několik základńıch př́ıkaz̊u jazyka GAMS pro lepš́ı orientaci ve zdrojových
kódech, které jsou uvedeny v př́ıloze (7.2) a (7.1).

Sets - Př́ıkaz slouž́ı k definici množin.
Scalar - Př́ıkaz slouž́ı k definici skalár̊u.
Parameters - Př́ıkaz slouž́ı k zadáváńı hodnot poĺı.
Variable - Deklarace proměnných.
Positive variable - Deklarace nezáporných proměnných.
Equations - Př́ıkaz pro deklaraci rovnic nebo nerovnic definuj́ıćıch model.
Model - Př́ıkaz pro definici modelu, po slově Model se vypisuje název modelu a po něm
následuje popis modelu. V lomı́tkových závorkách je uveden seznam rovnic definuj́ıćıch
model.
Loop - Cyklus přes všechna i.
Solve - T́ımto př́ıkazem se spoušt́ı samotné řešeńı úlohy. Slovo using uvozuje typ mo-
delu. Dále si urč́ıme, jestli se jedná o minimalizačńı nebo maximalizačńı úlohu pomoćı
slov minimazing nebo maximazing.
Display - Zobrazeńı hodnoty proměnné.
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4. Optimalizačńı úloha
V této kapitole přejdeme k aplikaci optimalizace na reálný problém ze stroj́ırenské

praxe. Za ćıl jsme si zvolili nadefinovat a sestavit matematický model pro optimalizaci
hř́ıdele na třech úsećıch o r̊uzných poloměrech a vytvořit program v systému GAMS, který
spočte konkrétńı hodnoty pro danou hř́ıdel. Nejdř́ıve tedy muśıme nadefinovat omezuj́ıćı
podmı́nky (dále jen podmı́nky) pro soustružeńı hř́ıdele, které následně použijeme pro
sestaveńı samotného modelu a který převedeme do GAMSu pro zjǐstěńı konkrétńıch hod-
not. V rámci cvičeńı budeme úlohu řešit jako úlohu LP i NLP. Úloha je zpracovaná podle
[1]. V rámci přehlednosti jsou všechny symboly shrnuty a přehledně zapsány v tabulce
v kapitole (6).

4.1. Formulace omezuj́ıćıch podmı́nek

Omezuj́ıćı podmı́nky jsou d̊uležitou sadou omezeńı, která definuj́ı př́ıpustné řešeńı pro
náš problém z hlediska požadovaných vlastnost́ı a bezpečnosti s ohledem na vlastnosti
obráběćıho stroje, použitých nástroj̊u a z hlediska samotného obrobku. Tyto podmı́nky
dobře popsal Brychta a kol. (2011): ”Jedná se o technická omezeńı vyskytuj́ıćı se při op-
timalizaci řezných podmı́nek, které se formuluj́ı ve formě omezuj́ıćıch podmı́nek. Techno-
logické prostřed́ı charakterizuje určitý soubor omezuj́ıćıch podmı́nek, a proto je nezbytné
vždy uvážit, které omezuj́ıćı podmı́nky přicházej́ı pro danou technologii v úvahu.”[3] My
se budeme zabývat předevš́ım podmı́nkami pro soustružeńı, které později využijeme při
sestavováńı modelu v kapitole (4.2). To ovšem neznamená, že některé podmı́nky neplat́ı
obecně. Nı́že v textu zmiňujeme daľśı technologie, pro které jsou podmı́nky platné ve
stejném tvaru. Ukážeme si také zp̊usob úpravy pro jiné technologie. Nakonec krátce shr-
neme i daľśı podmı́nky, které by bylo možné zavést, ale zavádět je nebudeme, protože
nejsou potřebné pro sestaveńı modelu v kapitole (4.2).

Omezeńı dané řezivost́ı břitu nástroje

Tato omezuj́ıćı podmı́nka má mezi ostatńımi výjimečné postaveńı, jelikož je funkćı
trvanlivosti Topt, což značně ovlivňuje řešeńı optimalizačńı úlohy. Vztah pro výpočet tr-
vanlivosti voĺıme podle kritéria optimality. Obecně tato podmı́nka ř́ıká, že řezná rychlost
vc nesmı́ překročit hodnotu danou řezivost́ı břitu nástroje vcT , tedy:

vc ≤ vcT (4.1)

V literatuře [3] [4] se také můžeme doč́ıst, že tuto podmı́nku autoři nazývaj́ı Omezeńı
dané komplexńım Taylorovým vztahem1. Vyjdeme tedy z tohoto vztahu. Jako př́ıklad
jsme si zvolili soustružeńı, pro které má podle [3] komplexńı Taylor̊uv vztah tvar:

vcT =
cvc

T
1
m
opt a

xvc
p f yvc

(4.2)

kde vcT [m.min−1] je mezńı hodnota rychlosti daná řezivost́ı břitu nástroje, ap [mm] je
hloubka řezu, f [mm.ot−1] je posuv nástroje, m je exponent pro výpočet řezné rychlosti,

1Nesouviśı s Taylorovým polynomem.
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cvc , xvc , yvc jsou empirické konstanty pro výpočet řezných parametr̊u a Topt [min] je op-
timálńı trvanlivost definovaná dle požadovaného kritéria. Pro nás je d̊uležitá předevš́ım
optimálńı trvanlivost pro minimálńı výrobńı čas. Minimálńı výrobńı čas odpov́ıdá maxi-
málńı výrobnosti. Pro určeńı této trvanlivosti vyjdeme ze vztahu pro celkový čas na ob-
robeńı jednoho kusu [9]:

tc = tAS + tN + tA11 (4.3)

kde tc [min] je čas na obrobeńı jednoho kusu, tAS [min] je automatický strojńı čas, tA11

[min] je vedleǰśı čas a tN [min] je pod́ılový čas na výměnu nástroje. Pro členy tAS a tN
rovnice (4.3) plat́ı:

tAS =
L

nf
(4.4)

kde n [min−1] jsou otáčky vřetene a L [mm] je celková délka, kdy je zapnut strojńı posuv.

tN =
tAX
QT

(4.5)

kde tAX [min] představuje čas na výměnu nástroje a seř́ızeńı nástroje. QT [ks] je počet
kus̊u obrobených mezi výměnami nástroje a urč́ı se jako:

QT =
T

λ tAS
=
Tnf

λ L
(4.6)

kde λ je koeficient řezáńı a T je trvanlivost nástroje.

Pro určeńı trvanlivosti dále potřebujeme vztah pro řeznou rychlost vc a základńı Taylor̊uv
vztah pro vyjádřeńı závislosti mezi trvanlivost́ı T a otáčkami vřetene n:

vc =
πDn

103
(4.7)

kde n [min−1] jsou otáčky vřetene a D [mm] je pr̊uměr obráběńı.

Základńı Taylor̊uv vztah [9]:

vc =
cv

T
1
m

(4.8)

Nyńı máme připraveny všechny potřebné vztahy pro určeńı optimálńı trvanlivosti Topt
[min] pro minimálńı výrobńı čas. Do rovnice pro celkový čas na obrobeńı jednoho kusu
(4.3) dosad́ıme vztahy (4.4) až (4.8) a t́ım dostaneme funkci trvanlivosti T . Pro určeńı
extrému této funkce ji zderivujeme podle T a po úpravě dostáváme výsledný vztah op-
timálńı trvanlivosti pro minimálńı výrobńı čas:

Topt = (m− 1) tAX λ (4.9)

Optimálńı trvanlivost pro kritérium minimálńıch náklad̊u by se dala odvodit obdobnou
úpravou, výsledný vztah by poté vypadal:

Topt2 = (m− 1)λ
60NB

NSm

(4.10)

kde NB [Kč.břit−1] jsou náklady na použit́ı jednoho břitu a NSm [Kč.hod−1] jsou náklady
na jednu hodinu práce stroje.
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Vrat’me se nyńı zpátky k podmı́nce (4.1), která nám určuje hledané omezeńı dané
řezivost́ı břitu. V předchoźım textu jsme si odvodili veškeré potřebné vztahy. Po dosazeńı
(4.2) a (4.9) do nerovnice (4.1) a po úpravě dostáváme výslednou podmı́nku (4.11):

nf yvc ≤ 103 cvc

T
1
m
opt a

xvc
p

= a1 (4.11)

kde a1 je konstanta pravé strany pro podmı́nku (4.11). Tyto konstanty se budou stejným
zp̊usobem vyskytovat u všech omezuj́ıćıch podmı́nek, a proto je nebudeme v daľśım textu
vysvětlovat.

V př́ıpadě modifikace úlohy bychom mohli tuto podmı́nku použ́ıt ve stejném tvaru
i pro vyvrtáváńı, hoblováńı nebo obrážeńı. Pro frézováńı podle [4] plat́ı jiný komplexńı
Taylor̊uv vztah:

vcT =
cvcD

wy
n

T
1
m
opt a

xvc
p f yvcBuvzqv

kde B [mm] je š́ı̌rka frézované plochy, z je počet zub̊u nástroje a uv, qv a wv jsou empirické
konstanty.

Pro vrtáńı:

vcT =
cvcD

wy
n

T
1
m
opt a

xvc
p f yvc

Z těchto vztah̊u bychom mohli analogickým zp̊usobem, jako u soustružeńı, vytvořit ome-
zuj́ıćı podmı́nku danou řezivost́ı břitu nástroje.

Omezeńı dané výkonem obráběćıho stroje

Omezeńı dané výkonem obráběćıho stroje je jednou z nejd̊uležitěǰśıch podmı́nek při
hrubováńı. [4] Pro r̊uzné technologie obecně plat́ı:

Pc ≤ Peηm = Pef (4.12)

kde Pc [W] je řezný výkon Pe [W] je výkon elektromotoru stroje, Pef [W] je efektivńı
výkon stroje a ηm je mechanická účinnost stroje. Řezný výkon je roven [1]:

Pc =
Fcvc
6.104

(4.13)

kde Fc [N] je řezná śıla, kterou pro soustružeńı, vyvrtáváńı, hoblováńı a obrážeńı urč́ıme
z empirického vztahu:

Fc = cFc a
xFc
p f yFc vzFc

c (4.14)

kde cFc , xFc , yFc a zFc jsou konstanty pro výpočet řezných podmı́nek. Závislost řezné
śıly a řezné rychlosti je relativně malá, a tak se zFc bĺıž́ı nule. Proto můžeme tento
člen zanedbat. Postupně dosazujeme rovnice (4.13), (4.14) a (4.7) do nerovnice (4.12)
a dostáváme výslednou podmı́nku pro soustružeńı (4.15):

nf yFc ≤ 6.107Pef
cFca

xFc
p Dπ

= a2 (4.15)
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Konstanta cFc pro ocel se stanov́ı z empirického vzorce cFc = 176 (Rm)0,359, kde Rm [MPa]
je mez pevnosti v tahu.
Pro ostatńı technologie lze podmı́nku odvodit analogicky. Např́ıklad pro frézováńı můžeme
vyjádřit řeznou śılu Fc vztahem:

Fc = cFc a
xFc
p f yFc

z vzFc
c BuFc z DwFc

n

kde uFc a wFc jsou empirické konstanty, fz [mm] je posuv na zub, Dn [mm] je pr̊uměr
nástroje a z je počet zub̊u nástroje. Tuto śılu dosad́ıme do (4.12) a analogickým zp̊usobem
vyjádř́ıme výslednou omezuj́ıćı podmı́nku.

Omezeńı z hlediska minimálńı př́ıpustné výrobnosti stroje

Skutečný strojńı čas tAS2 muśı být menš́ı než strojńı čas daný požadovanou výrobnost́ı
tAS1, tedy:

tAS2 ≤ tAS1 (4.16)

Strojńı čas tAS1 vyjádř́ıme ze vztahu pro výrobnost obráběćıho stroje:

Nm =
60η

tAS1 +
∑
tA11

⇒ tAS1 =
60η

Nm
−
∑

tA11

kde Nm [ks.hod−1] je minimálńı př́ıpustná výrobnost, η je využit́ı stroje za směnu a tA11

[min.ks−1] je vedleǰśı strojńı čas (např. pro měřeńı a uṕınáńı). tAS2 odpov́ıdá strojńımu
času pro obráběńı válcových ploch :

tAS2 =
Lp

nfap
(4.17)

po dosazeńı do (4.16) a úpravě dostáváme podmı́nku (4.18):

nf ≥ Lp

ap
(

60η
Nm
−
∑
tA11

) = a3 (4.18)

Omezeńı daná řeznými parametry stroje

Otáčky vřetene musej́ı spadat do intervalu, který je určen minimálńı řeznou rychlost́ı
vcMIN

a maximálńı řeznou rychlost́ı vcMAX
. Dostáváme tedy daľśı dvě podmı́nky (4.19)

a (4.20):

n ≥ 103vcMIN

πD
= a4 (4.19)

n ≤ 103vcMAX

πD
= a5 (4.20)
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Omezeńı dané maximálńım posuvem

Maximálńı posuv je určený empirickým vztahem. Dostáváme podmı́nku (4.21):

f1 ≤ cfr
Xε
ε aXa

p = a6 (4.21)

kde Xε, Xa a cf jsou empirické konstanty, jejichž hodnoty jsou určeny následuj́ıćı tabulkou
[1]:

Podmı́nky obráběńı cf Xε Xa

Ocel

Tř́ıda obrobitelnosti: 14b 0,225 0,83 0,338

Nástroj: SK P20

Omezeńı dané tuhost́ı soustavy

Vyjdeme ze vztahu pro tuhost soustavy:

js =
F ′

∆ y

Urč́ıme vztah pro śılu F ′ (skládá se ze dvou na sebe kolmých složek Fc a Fy):

F ′ =
√
F 2
c + F 2

y

Vytkneme F 2
c před odmocninu a zavedeme substituci.

F ′ = Fc

√
1 +

F 2
y

F 2
c

= Fc
√

1 + β = Fcλs

Pro β = Fy

Fc
= 0, 4 je koeficient λs = 1, 08. Dosazeńım F ′ a následně Fc do rovnice tuhosti

dostáváme:

js =
λsFc
∆y

=
λscFc∆a

xFc
p f yFc

∆y

Dále plat́ı vztah pro koeficient zpřesněńı ε [1]:

ε =
∆ap
∆y

kde ∆ y je nepřesnost po obráběńı a ∆ ap je nepřesnost polotovaru. Vyjádř́ıme si limitńı
posuv f pro xFc = 1:

f =

 js

λscFc

(
∆ap
∆y

)
 1

yFc

=

[
js

λscFcε

] 1
yFc

Skutečný posuv muśı být menš́ı než limitńı. Dostáváme podmı́nku (4.22):

f ≤
(

js
fcFcε

) 1
yFc

= a7 (4.22)
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Omezeńı dané maximálńı př́ıpustnou drsnost́ı

Jedná se o velice d̊uležitou podmı́nku při obráběńı na čisto. Zat́ım se nepodařilo stanovit
vztah s univerzálńı platnost́ı. V současnosti maj́ı vztahy pouze omezenou platnost pro
konkrétńı př́ıpad obráběńı [3]. Obecně se jedná o funkci:

g (f, vc, eε, κr, κ
′
r) = Ra

kde κr [◦] je úhel nastaveńı a κ′r [◦] je vedleǰśı úhel nastaveńı.

V našem př́ıpadě lze pro profil soustružené plochy při soustružeńı na čisto upravit
vztah:

Ra = 0, 26
f 2

8rε
103

Z něj můžeme vyjádřit limitńı posuv f pro danou drsnostRa a t́ım pádem i podmı́nku
(4.23):

f ≤
(
Rarε
32, 5

) 1
2

= a8 (4.23)

Omezeńı pro minimálńı př́ıpustnou hodnotu posuvu

Posuv muśı být větš́ı než minimálńı posuv daný technickými parametry obráběćıho
stroje:

f ≥ fMIN = a9 (4.24)

Toto omezeńı společně s (4.21) můžeme také interpretovat jako podmı́nku pro správné
utvářeńı tř́ısky, jelikož určuj́ı horńı a dolńı hranici posuvu. Správné utvářeńı tř́ısky má
značný význam pro takzvané ”tř́ıskové hospodářstv́ı”, pro ekonomický provoz, bezpečnost
a plynulost výroby na č́ıslicově ř́ızených automatizovaných stroj́ıch, zejména na pra-
covǐst́ıch, které nejsou pod př́ımým dohledem obsluhuj́ıćıho pracovńıka [10]. Podle [4] jsou
nebezpečné předevš́ım dvě situace, které by mohly nastat. Tř́ıska se nesmı́ nevhodným
utvářeńım dostat zpět pod břit, jelikož by to mohlo vést k havárii obráběćı soustavy.
Druhý nebezpečný př́ıpad by mohl nastat ve chv́ıli, kdy by tř́ısky zaplnily obráběćı pro-
stor a znemožnily daľśı obráběńı, výměnu nástroje a pod.

Daľśı omezeńı

Omezeńı dané maximálńım krout́ıćım momentem

Toto omezeńı uvažujeme z hlediska maximálńıho krout́ıćıho momentu, který p̊usob́ı na
upnutý nástroj např. při vrtáńı nebo frézováńı. Obecně lze zapsat jako [3]:

Mk ≤Mkmax

kde Mk je krout́ıćı moment a Mkmax udává maximálńı krout́ıćı moment.
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Omezeńı dané dovoleným namáháńım vrtáku na krut a vzpěr.

Vrták je při práci namáhán axiálńı silou na vzpěr a krout́ıćım momentem na krut.
U vrták̊u menš́ıho pr̊uměru a menš́ıho poloměru L

D
definujeme omezuj́ıćı podmı́nku jako

namáháńı na krut, v opačném př́ıpadě při velkém pr̊uměru a velkém poloměru L
D

jako
namáháńı namáháńı na vzpěr [1].

Omezeńı dané minimálně př́ıpustným počtem děr za hodinu.

Daľśı podmı́nka pro vrtáńı určuje minimálńı počet vyvrtaných děr za hodinu (popř́ıpadě
jinou časovou jednotku) tak, aby byla splněna norma [1].

Omezeńı dané minimálńımi a maximálńımi otáčkami stroje.

Za předpokladu, že na daném stroji můžeme nastavit jen určitý rozsah otáček, zavád́ıme
toto omezeńı. [3]. Toto omezeńı je platné pro širokou škálu technologíı.

Organizačńı omezeńı.

Speciálńı druh omezeńı, který určuje omezeńı takzvaného ”organizačńıho typu”. Je to
omezeńı z hlediska omezeného množstv́ı určitého druhu nástroj̊u, nebo např́ıklad časového
rozmeźı, ve kterém může seřizovač provést výměnu nástroje při výrobě. Jednotlivá ome-
zeńı se od sebe lǐśı v matematické formulaci [3]. Toto omezeńı je použitelné pro širokou
škálu technologíı.
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4.2. Stanoveńı kritéria optimality a sestaveńı modelu

Nyńı si můžeme stanovit kritérium optimality dle vlastńıch požadavk̊u. Podle [2][3][4]
může být zaměřené na:

• maximálńı výrobnost

• maximálńıho úběru materiálu

• minimálńı př́ıkon při obráběńı

• minimálńı teplota při obráběńı

• maximálńı zisk

• minimálńı náklady na obrobeńı jednoho kusu výrobku

Např́ıklad kritérium minimálńıch náklad̊u na obrobeńı jednoho kusu stanov́ıme ze vzorce
pro př́ımé náklady na obrobeńı jednoho výrobku:

A = tAS1

NSm

60
+
NB

Q

kde NB [Kč.břit−1] jsou náklady na použit́ı jednoho břitu, NSm [Kč.hod−1] jsou náklady
na jednu hodinu práce stroje. Do rovnice dosad́ıme automatický strojńı čas pro obráběńı
válcových ploch (4.17) a uprav́ıme:

A =
1

nf

[
Lp

ap

NSm

60
+
Lp

ap

αNB

T

]
=
K1

nf
→ min

kde K1 je konstanta. Proměnnou A chceme minimalizovat, toho zřejmě dosáhneme právě
tehdy, když součin otáček vřetene n a posuvu nástroje f bude maximálńı. Dostali jsme
tedy kriteriálńı funkci:

z = nf → max (4.25)

My se ovšem budeme zabývat kritériem maximálńı výrobnosti. Toho dosáhneme tehdy,
když jednotkový čas (nebo-li čas na výrobu jednoho kusu výrobku) bude minimálńı. Ten
je určen vztahem (4.3), ve kterém je na řezných podmı́nkách závislý pouze automatický
strojńı čas tAS a zbytek jsou konstanty. Proto můžeme zapsat kritérium optimality jako:

tc =
K2

nf
→ min

z = nf → max (4.26)

kde K2 je konstanta.
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Z podmı́nek (4.11), (4.15), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), (4.24) si sestav́ıme
soustavu nelineárńıch nerovnic s kriteriálńı funkćı (4.26), kterou budeme řešit v následuj́ıćı
kapitole.

n f yvc ≤ a1

n f yFc ≤ a2

n f ≥ a3

n ≥ a4

n ≤ a5

f ≤ a6

f ≤ a7

f ≤ a8

f ≥ a9

nf → max

Daľśı možnost́ı, jak sestavit model, je převést jej pomoćı logaritmu na lineárńı tvar,
který je ekvivalentńı nelineárńı úloze, d́ıky tomu, že po transformaćıch jsou obě množiny
př́ıpustných řešeńı na sebe jednoznačně (bijekćı) zobrazeny a transformace zachovávaj́ı
uspořádáńı podle hodnot účelových funkćı. Proto je výpočetně výhodněǰśı řešit lineárńı
úlohu, nelineárńı úloha je vhodněǰśı pro př́ıpadné zobecněńı, které znemožńı provedeńı
linearizuj́ıćı transformace (viz např. speciálńı omezeńı).:

log(n) + yvc log(f) ≤ log(102yvca1)
log(n) + yFc log(f) ≤ log(102yvca2)
log(n) + log(f) ≥ log(102a3)
log(n) ≥ log(a4)
log(n) ≤ log(a5)

log(f) ≤ log(102a6)
log(f) ≤ log(102a7)
log(f) ≤ log(102a8)
log(f) ≥ log(102a9)

log(A) = log(102K1)− log(n)− log(f)→ min

Zavedeme substituci f = g
102

a x1 = log(n) a x2 = log(g). Kriteriálńı funkce bude mi-
nimálńı v př́ıpadě , že x1 a x2 budou maximálńı.

x1 + yvcx2 ≤ B1

x1 + yFcx2 ≤ B2

x1 + x2 ≥ B3

x1 ≥ B4

x1 ≤ B5

x2 ≤ B6

x2 ≤ B7

x2 ≤ B8

x2 ≥ B9

z − x1 − x2 = 0

Konečný tvar soustavy, do které dosazujeme hodnoty z př́ıkladu (4.3).
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4.3. Zadáńı př́ıkladu a jeho řešeńı

Nyńı použijeme matematický model, který jsme si odvodili v kapitole (4.2) a apliku-
jeme jej na konkrétńı př́ıklad s č́ıselně zadanými hodnotami. Jedná se o soustružeńı hř́ıdele,
kde budeme optimalizovat řezné podmı́nky na třech úsećıch o r̊uzných poloměrech tak,
abychom maximalizovali výrobnost. Zadáńı př́ıkladu je převzato z [1].

Př́ıklad 1

Určete optimálńı řezné podmı́nky pro soustružeńı jednotlivých úsek̊u d́ılce na obrázku
(4.1) na č́ıslicově ř́ızeném soustruhu SPN12 s ř́ıd́ıćım systémem DAPOS S-3G:

Obrázek 4.1: Optimalizovaná hř́ıdel.

Hodnoty:

Materiál: 12 050.1
Tř́ıda obrobitelnosti: 14b
Nástroj: břitová destička SK P20
Poloměr zaobleńı břitu: rε = 0, 8 mm
Čas na výměnu a seř́ızeńı stroje: TAX = 12, 7 min
Výkon stroje na vřeteni: Pef = 11 kW
Minimálně př́ıpustný posuv: fMIN = 0, 05 mm.ot−1

Maximálńı řezná rychlost: vcMAX
= 280 m.min−1

Minimálńı př́ıpustná výrobnost: Nm = 10 ks.hod−1

Minimálńı řezná rychlost: vcMIN
= 80 m.min−1

Využit́ı stroje za směnu: η = 0, 85
Vedleǰśı čas (měřeńı, uṕınáńı): tA11 = 0, 6 min.ks−1

Př́ıdavek na obráběńı: p = 4
Hloubka řezu: ap = 4 mm
Koeficient zpřesněńı: ε = 4
Drsnost obrobené plochy: Ra = 6, 3 µm
Tuhost soustavy: js = 4250 N.mm−1

Koeficienty řezáńı: λ ' 1
λs = 1, 08
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Hodnoty exponent̊u a konstant:
yvc = 0, 25 xvc = 0, 11 1

m
= 0, 22 yFc = 0, 78

xFc = 1 cvc = 385 cFc = 1638

Výsledné řešeńı źıskané programem GAMS.

Pro lineárńı př́ıpad jsme použili kód z př́ılohy (7.1). Źıskali jsme tyto výsledky:

I. úsek: II. úsek: III. úsek:
nopt = 1026, 522min−1 nopt = 769, 891min−1 nopt = 615, 913min−1

fopt = 0.229 mm.ot−1 fopt = 0.229 mm.ot−1 fopt = 0.229 mm.ot−1

Pro nelineárńı př́ıpad jsme použili kód z př́ılohy (7.2). Źıskali jsme tyto výsledky:

I. úsek: II. úsek: III. úsek:
nopt = 1026, 552min−1 nopt = 769, 891min−1 nopt = 615, 913min−1

fopt = 0.229 mm.ot−1 fopt = 0.229 mm.ot−1 fopt = 0.229 mm.ot−1

kde nopt [min−1] jsou optimálńı otáčky vřetene a fopt [mm.ot−1] je optimálńı posuv nástroje.
Dostali jsme tedy optimálńı výsledky našeho př́ıkladu vypočtené pomoćı LP a NLP. Tyto
výsledky se od sebe navzájem nelǐśı.

Nyńı nám vznikl prostor pro modifikaci stávaj́ıćı úlohy. Změnou omezuj́ıćıch podmı́nek
z kapitoly (4.1) a hledaného kritéria z kapitoly (4.2) můžeme vytvořit velké množstv́ı
model̊u pro řešeńı aplikačńıch úloh, což bylo naš́ım ćılem.
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5. Závěr
V této práci jsme se seznámili se několika základńımi optimalizačńımi modely a zabývali

se možnost́ı využit́ı optimalizace v technologických procesech.
Na př́ıkladu optimalizace řezných podmı́nek při soustružeńı jsme vytvořili nelineárńı

a v rámci ukázky i lineárńı model pro stejné zadáńı. Modely jsme naprogramovali a vyřešili
v programu GAMS, se kterým jsme se seznámili v úvodu této práce. T́ımto jsme ukázali,
jakým zp̊usobem se daj́ı hledat optimálńı řešeńı praktických úloh lineárńıho i nelineárńıho
programováńı.

Omezuj́ıćı podmı́nky jsme při odvozováńı záměrně zobecňovali a definovali pro r̊uzné
technologie obráběńı, aby tato práce mohla mı́t obecněǰśı platnost a mohl být použita pro
vytvořeńı nového modelu pro odlǐsnou optimalizačńı úlohu.

Výsledky této práce mohou být dobrým základem pro jejich aplikaci ve stroj́ırenstv́ı,
kde se firmy pravidelně setkávaj́ı s problematikou určeńı optimálńıch řezných podmı́nek
a určeńım daľśıch d̊uležitých parametr̊u obráběćıho procesu.
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978–80–248–2533–5.

19



6. Seznam použitých zkratek a
symbol̊u

ap Hloubka řezu [mm]

a1 až a9 Hodnoty pravých stran u omezuj́ıćıch podmı́nek [-]

B Š́ı̌rka frézované plochy [mm]

cf Empirická konstanta [-]

cFc Konstanta pro výpočet řezných parametr̊u [-]

cvc Konstanta pro výpočet řezných parametr̊u [-]

D Pr̊uměr obráběńı [mm]

Dn Pr̊uměr nástroje [mm]

f Posuv nástroje [mm.ot−1]

Fc Řezná śıla [N]

fMIN Minimálně př́ıpustný posuv [mm.ot−1]

js Tuhost soustavy [N.mm−1]

L Celková délka, kdy je zapnut strojńı posuv [mm]

m Exponent pro výpočet řezné rychlosti [-]

n Otáčky vřetene [min−1]

NB Náklady na použit́ı jednoho břitu [Kč . břit−1]

Nm Minimálńı př́ıpustná výrobnost [ks.hod−1]

NSm Náklady na hodinu práce stroje [Kč . hod−1]

p Př́ıdavek na obráběńı [-]

qv Empirická konstanta [-]

Pc Řezný výkon stroje [kW]

Pe Výkon motoru stroje [kW]

Pef Efektivńı výkon stroje [kW]

QT Počet kus̊u obrobených mezi výměnami nástroje [ks]

Ra Drsnost obrobené plochy [µm]

Rm Mez pevnosti v tahu [MPa]

rε Poloměr zaobleńı břitu [mm]

tAS Automatický strojńı čas [min]

20



TAX Čas na výměnu a seř́ızeńı stroje [min]

tA11 Vedleǰśı čas (měřeńı, výměna, upnut́ı, odepnut́ı součást́ı) [min.ks−1]

tc Čas na obrobeńı jednoho kusu [min]

Topt Optimálńı trvanlivost [min]

tN Pod́ılový čas na výměnu nástroje [min]

uFc Empirická konstanta [-]

uv Empirická konstanta [-]

vcT mezńı hodnota rychlosti daná řezivost́ı břitu nástroje [m.min−1]

vc Řezná rychlost [m.min−1]

vcMAX
Maximálńı řezná rychlost [m.min−1]

vcMIN
Minimálńı řezná rychlost [m.min−1]

wv Empirická konstanta [-]

wFc Empirická konstanta [-]

Xε Empirická konstanta [-]

Xa Empirická konstanta [-]

xvc Konstanta pro výpočet řezných parametr̊u [-]

xFc Konstanta pro výpočet řezných parametr̊u [-]

yFc Konstanta pro výpočet řezných parametr̊u [-]

yvc Konstanta pro výpočet řezných parametr̊u [-]

z Počet zub̊u nástroje [-]

zFc Empirická konstanta [-]

η Využit́ı stroje za směnu [-]

ηm Mechanická účinnost stroje [-]

ε Koeficient zpřesněńı [-]

κr Úhel nastaveńı břitu [◦]

κ′r Vedleǰśı úhel nastaveńı břitu [◦]

λ Koeficient řezáńı [-]

λs Koeficient řezáńı [-]

vcT mezńı hodnota rychlosti daná řezivost́ı břitu nástroje [m.min−1]
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7. Seznam př́ıloh

7.1. Zdrojový kód v programu GAMS pro LP

Sets

i mnozina prumeru /A1, A2, A3/

j mnozina delek /B1, B2, B3/;

Scalar

A /1/

Ap /4/

B /1/;

Cvc /385/

Cfc /1638/

Cf /0.225/

eta /0.85/

epsilon /4/

Fmin /0.05/

Js /4250/

lambdas /1.08/

p /4/

pi /3.1415/

Pef /11/

m /4.5455/

Nm /10/

Ra /6.3/

Repsilon /0.8/

Ta11 /0.6/

Topt /45.03/

Vcmin /80/

Vcmax /280/

Xepsilon /0.83/

Xa /0.338/

Xvc /0.11/

Xfc /1/

Yvc /0.25/

Yfc /0.78/

K1 /1/

K2 /1/

Parameters

D(i) /A1 60

A2 80

A3 100/

L(i) /B1 120

B2 15
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B3 80/;

Variable

Z kriterium minimalnich nakladu;

Positive variable

X1 otacky vretene po substituci, X2 posuv po substituci;

Equations

ucelfce ucelova funkce, omezeni1, omezeni2, omezeni3, omezeni4,

omezeni5, omezeni6, omezeni7, omezeni8, omezeni9;

ucelfce.. Z =e= X1 * X2;

*omezeni dane rezivosti britu nastroje

omezeni1.. X1 + X2*Yvc =l= log10( (1E3*Cvc*10**(2*Yvc))/( (Topt**(1/m)) * (Ap**Xvc)

* pi * A )) ;

*omezeni dane vykonem obrabeciho stroje

omezeni2.. X1 + X2*Yfc =l= log10( (60000000*Pef*10**(2*Yfc))/(Cfc * (Ap**Xfc)

* A * pi));

*omezeni z hlediska minimalni pripustne vyrobnosti stroje

omezeni3.. X1 + X2 =g= log10((10**2)* (B*p)/(Ap* ( (60*eta ) / Nm ) - Ap *

Ta11 ));

*omezeni dane reznymi parametry obrabeciho stroje

omezeni4.. X1 =g= log10( (1E3*Vcmin)/(pi*A));

*omezeni dane reznymi parametry obrabeciho stroje

omezeni5.. X1 =l= log10( (1E3*Vcmax)/(pi*A));

*maximalni posuv dany empirickym vztahem

omezeni6.. X2 =l= log10((10**2)* Cf*(Repsilon**Xepsilon)*(Ap**Xa));

*omezenı́ dané tuhostı́ soustavy

omezeni7.. X2 =l= log10((10**2)* (Js/(lambdas * Cfc * epsilon))**(1/Yfc));

*omezenı́ dané maximálnı́ přı́pustnou drsnostı́ povrchu

omezeni8.. X2 =l= log10( (10**2)*((Ra*Repsilon)/32.5)**0.5);

*omezenı́ dané minimálnı́ hodnotou posuvu

omezeni9.. X2 =g= log10(Fmin*(10**2));

model optimalizace zjisteni parametru pro minimalizaci nakladu /all/;

loop(i,

A = D(i);

B = L(i);

solve optimalizace using lp maximizing Z;

*zpetna substituce a odlogaritmovani

K1 = 10**(X1.l); K2 = 10**(X2.l)/100; display K1,K2,Z.l;

);
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7.2. Zdrojový kód v programu GAMS pro NLP

Sets

i mnozina prumeru /A1, A2, A3/

j mnozina delek /B1, B2, B3/;

Scalar

A /1/

Ap /4/

B /1/;

Cvc /385/

Cfc /1638/

Cf /0.225/

eta /0.85/

epsilon /4/

Fmin /0.05/

Js /4250/

lambdas /1.08/

p /4/

pi /3.1415/

Pef /11/

m /4.5455/

Nm /10/

Ra /6.3/

Repsilon /0.8/

Ta11 /0.6/

Topt /45.03/

Vcmin /80/

Vcmax /280/

Xepsilon /0.83/

Xa /0.338/

Xvc /0.11/

Xfc /1/

Yvc /0.25/

Yfc /0.78/

Parameters

D(i) /A1 60

A2 80

A3 100/

L(i) /B1 120

B2 15

B3 80/;

Variable

Z kriterium minimalnich nakladu;
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Positive variable

X1 otacky vretene po substituci, X2 posuv po substituci;

Equations

ucelfce ucelova funkce, omezeni1, omezeni2, omezeni3, omezeni4,

omezeni5, omezeni6, omezeni7, omezeni8, omezeni9;

ucelfce.. Z =e= X1 * X2;

*omezeni dane rezivosti britu nastroje

omezeni1.. X1 * (X2**Yvc) =l= (1E3*Cvc)/( (Topt**(1/m)) * (Ap**Xvc) * pi *

A ) ;

*omezeni dane vykonem obrabeciho stroje

omezeni2.. X1 * (X2**Yfc) =l= (60000000*Pef)/(Cfc * (Ap**Xfc) * A * pi);

*omezeni z hlediska minimalni pripustne vyrobnosti stroje

omezeni3.. X1 * X2 =g= (B*p)/(Ap* ( (60*eta ) / Nm ) - Ap * Ta11 );

*omezeni dane reznymi parametry obrabeciho stroje

omezeni4.. X1 =g= (1E3*Vcmin)/(pi*A);

*omezeni dane reznymi parametry obrabeciho stroje

omezeni5.. X1 =l= (1E3*Vcmax)/(pi*A);

*maximalni posuv dany empirickym vztahem

omezeni6.. X2 =l= Cf*(Repsilon**Xepsilon)*(Ap**Xa);

*omezenı́ dané tuhostı́ soustavy

omezeni7.. X2 =l= (Js/(lambdas * Cfc * epsilon))**(1/Yfc);

*omezenı́ dané maximálnı́ přı́pustnou drsnostı́ povrchu

omezeni8.. X2 =l= ((Ra*Repsilon)/32.5)**0.5;

*omezenı́ dané minimálnı́ hodnotou posuvu

omezeni9.. X2 =g= Fmin;

model optimalizace zjisteni parametru pro minimalizaci nakladu /all/;

loop(i,

A = D(i);

B = L(i);

solve optimalizace using nlp maximizing Z;

display X1.l,X2.l,Z.l;

);
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