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Abstrakt

Tato price se zabyva analyzou mozného chovani buzeného i nebuzeného Duffingova
oscildtoru. V teoretické ¢asti jsou uvedeny zdkladni teoretické poznatky o Duffingové rovnici.

Numerickeé feSeni se zamétuje na dynamiku oscilaci hmotného bodu v dvojpotencialové jame,
pro ktery je pouzita Duffingova rovnice se zapornou linedrni tuhosti. Je ukdzan vliv parametri
Duffingovy rovnice na chovini systému. V praci jsou popsdny periodické i chaotické
atraktory, bifurkace systému. Pro konkrétni hodnoty parametrti je vytvoien bifurkacni
diagram a jsou simulovany oblasti pfitazlivosti jednotlivych atraktor pro rizné hodnoty sily
a frekvence buzeni.

Klicova slova

Duffingova rovnice, nelinedrni oscilator, bifurkace, oblast pfitazlivosti, oscilaéni mapa,
chaoticky atraktor

Abstract

This thesis analyses the simplest model of nonlinear oscillations, the Duffing oscillator.
Methods of nonlinear dynamics are used for analysis of the Duffing equation which describes
such oscillations.

Numerical solution focuses on the dynamics of twin-well potencial oscillations. The effect of
all the parameters of the Duffing equation on the system is shown. Coexisting periodic and
chaotic attractors are discussed as well as possible bifurcations of the system. A bifurcation
diagram for a specific system is created. The thesis concludes with simulation of basins of
attraction for different values of excitation force and frequency.

Key words

Duffing equation, nonlinear oscillator, bifurcation, basin of attraction, behaviour chart,
chaotic attractor
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1 Uvod

Dynamika jako takova se zabyva systémy, které se v Case vyvijeji. Velkou ¢ast dynamiky
tvoti teorie kmitani. V poloving 18. stoleti Euler pfiSel s matematickym popisem linearniho
oscildtoru. Brzy se ale zjistilo, Ze pro popis vétSiny systémt, dokonce tak obycejnych, jako je
matematické kyvadlo, tato linedrni teorie nestaci. Jeji matematickd elegance je vykoupena
omezenou pouzitelnosti. Napiiklad u kyvadla je vhodnd pouze pro popis malych oscilaci.

Jednim z prikopnikii nelinearni dynamiky se stal némecky inzenyr Georg Duffing. Jeho
matematicky model nelinedrniho oscildtoru se stal pfedmétem zdjmu mnoha velkych
osobnosti dynamiky 20. stoleti. Od své publikace byla Duffingova rovnice podrobena ¢etné
analyze, at’ uz se jednalo o experimenty, analyticka nebo numericka feseni.

Duffingova rovnice je nejjednodussi nelinearni model, kdy k linedrnimu modelu je ptidan
pouze jeden clen, kubicka tuhost. Jeji aplikovatelnost na fyzikalni systémy je mnohem vétsi,
muze dokonce popisovat takové fenomény, jako jsou bifurkace nebo chaotické chovéni
systémil. Proto je dnes Duffingiv systém ukazkovym systémem, na kterém je vysvétlovana
fada fenomént nelinearni dynamiky.



1 Duffingova rovnice v historickém kontextu

1.1 Nelinearni oscilatory

Kyvadlo bylo prvnim nelinearnim mechanickym systémem, ktery lidé zkoumali. Byl to
Huygens, ktery o nelinearit¢ kyvadla rozhodl na zaklad¢ zavislosti vlastni frekvence
na amplitud¢ vychylky, chybél v§ak matematicky popis.

Diilezitou figurou z hlediska matematického popisu dynamickych systémt byl Poincaré, ktery
uptednostnoval kvalitativni popis misto kvantitativniho. Nebylo pro néj dalezité¢ védét, jak
bude v daném cCase systém piesné vypadat, ale kam bude jeho vyvoj sméfovat. Myslenka
Poincarého se stala zdkladnim kamenem nelinearni dynamiky, kterou mizeme shrnout do
jedné véty: “Zjistit o systému co nejvice podstatnych véci bez toho, abychom explicitné fesili
jeho difenrencidlni rovnice”.

Mnoho a mnoho dal$ich osobnosti se zaslouzilo o vyvoj nelinedrni dynamiky a chaosu, mezi
nimi naptiklad Liapunov, Birkhoff, Smale, Melnikov, Feigenbaum, Hopf a dalsi.

v

Podrobnéjsi informace z historie nelinedrni dynamiky sepsal naptiklad Holmes [1]. Uceleny
popis dynamickych systému podali Abraham a Shaw [2] nebo Nayfeh [3]. Ucebnice Strogatze
[4] byva Casto povazovana za zdkladni studijni materidl nelinedrni dynamiky.

1.2 Georg Duffing

Georg Duffing byl némecky inzenyr, ve své dobé pomérné zndmy jako experimentator.
Zabyval se pfedevsim vibracemi spalovacich motorti, v této oblasti je také drzitelem nékolika
patentl. Je autorem deviti publikaci, nelze tedy u n¢j hovofit o GspéSné akademické kariéte.
Kniha, diky které se stal zndimym a ve které poprvé pouZil svou rovnici nelinearniho
oscildtoru s kubickym ¢lenem tuhosti, byla vyddna v roce 1918 [5]. Navzdory svému “’pouze”
inZenyrskému vzdélani je knitha po matematické strance na vysoké trovni. Nékolikrat v ni ale
pripousti svou neznalost a zdiirazituje nutnost dal§iho zkoumani. Hlavni systém, ktery Duffing
analyzoval, byl pohyb buzeného kyvadla. Tuhostni charakteristiku kyvadla modeloval pomoci
prvnich dvou ¢lenti Taylorova rozvoje funkce sinus, tedy kladnym linedrnim a zapornym
kubickym ¢lenem. CoZ je Rovnice (1).

j'/+[?}'/+ay+yy3 = Fcos(wt) (1)

Pohybové rovnice odvodil analyticky pouze pro nebuzené kyvadlo. Vyuzil k tomu metodu
Weiestrassova eliptického integrdlu. Od té doby byly rozvijeny analytické metody feSeni
Duffingovy rovnice, nékteré z nich jsou uvedeny dale.

1.3 Metody reSeni

Analytické metody feSeni Duffingovy rovnice s kladnym linedrnim c¢lenem Ize rozdélit
do dvou skupin podle miry nelinearity.

Slab¢é nelinearni Duffingliv systém (y < &) je povazovan za perturbaci linearniho systému
a miize byt feSen piepisem do mocninné fady (expansion in power series) [6] nebo metodou
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multiple scales method. Ta je vyuzita v knize [6] k odvozeni amplitudo-frekvencni
charakteristiky pro slab€ nelinearni Duffingliv systém.

Metody pro silné¢ nelinearni systém sice nejsou omezeny mirou nelinearity, mohou vsak byt
pouzity pouze pro popis pohybu nebuzeného systému. VSechny vyuzivaji Jacobiho eliptické
funkce [7].

Obrovsky pokrok v feSeni pohybu nelinearnich oscildtorGi nastal v 50. letech 20. stoleti
s nastupem prvnich pocitacli a s moznosti provadét numerické simulace. Zajem o chaotické
systémy, véetné Duffingova, exponencidln€ narostl, viz napt. [8] nebo [9]. Nejkomplexné;si
numerickou analyzu Duffingova oscildtoru se zdpornou linedrni tuhosti provedla
W. Szemplinska-Stupnicka,

v fad¢ svych ¢lanki se zabyva jeho oscilatnimi mody a moznymi piechody z periodického
do chaotického chovani, napt. [10], [11] a [12].

V soucasné dobé¢ jsou predmétem zdjmu také modifikace pivodniho Duffingova systému,
které obsahuji kupftikladu ¢len kvadraticky nebo ¢leny kubické a patého fadu, napt. [6], [13]
a[14].

1.4 Fyzikalni systémy

1.4.1. Systémy s kladnou linearni tuhosti

Takovym systémem miiZze byt pruZina s nelinearni tuhostni charakteristikou. To znamena, ze
zévislost sily, kterd vraci pruzinu do rovnovdzné polohy, a vychylky pruZziny nemuize byt
popsédna piimkou. Namisto toho ma tvar obecné kiivky. Pokud je tato kiivka symetrickd, tedy
nezéalezi na tom, jestli je pruzina zatézovana v tahu nebo tlaku, miZze byt charakteristika
aproximovdna Taylorovou fadou pouze s lichymi ¢leny. Klasickym systémem se zdpornou
kubickou (méknouci) tuhosti je matematické kyvadlo. Sila, kterd kyvadlo vraci do rovnovazné
polohy, je zdvisld na sinu dhlové vychylky. A pravé z Taylorova rozvoje fukce sinus
dostavame
3
siny=y—%+--- (2)

Pokud z rozvoje pouZzijeme jen prvni dva cleny, dostaneme zavislost sily na vychylce
(tuhostni charakteristiku) v nasledujicim tvaru:

Fp,=ay +yy? 3)



Obr. 1 Priklad geometrické nelinearity.

Ptiklad systému s kladnym kubickym ¢lenem je na Obr. 1, odvozeni tuhostni charakteristiky
tohoto systému je uvedeno v knize [6]. Jeho charakteristiku pak nazyvame tvrdnouci. Pfiklad
také dokazuje, ze nelinearita nemusi pramenit pouze z materidlovych vlastnosti pruziny, miize
byt také dana geometricky.

Predpokladem je, aby délka pruzin v nezatizeném stavu d, byla men$i, nez je piima
vzdalenost, oznacena jako d. V pruzinach tedy musi existovat néjaké predpéti.

1.4.2. Systémy se zapornou linearni tuhosti

Pokud ptedpoklad pro pruziny z Obr. 1 neplati, chova se systém kvalitativné jinak. Pruziny
jsou ”moc dlouhé”, piivodni stabilni rovnovaznd poloha se stdva nestabilni a po stranich se
objevuji dvé nové rovnovazné polohy, okolo kterych systém miize kmitat. Sila vracejici
systém do ptivodni (nyni jiZ nestabilni) polohy pak je popsana vztahem F,, = —ay + vy

Tento tystém nazyvame jako dvojpotencidlovy (twin-well potencial), podle tvaru potencidlni
energie, jak bude ukdzano déle.

Duffingova rovnice muze byt také pouzita pro popis dalsiho dvojpotencidlového systému,
ktery je zobrazen na Obr. 2. Je znamy jako Moonlv nosnik podle Francise Moona, ktery jej
poprvé popsal v ¢lanku [15]. Rovnovazné polohy jsou vytvoreny pomoci magneti umisténych
po stranédch vetknutého nosniku.



AAAAAAANAN

AN AN

Obr. 2 Kmitani vetknutého nosniku v blizkosti magnetii.

Podobnym ptipadem jsou oscilace nosniku namdhaného v tlaku, u kterého doslo ke ztraté
vzpérné stability, viz Obr. 3. Nosnik mulze oscilovat v riiznych modech. Pfesny tvar
Duffingovy rovnice popisujici oscilace zminénych nosnikli miize byt nalezen v knize [6].

(a)  AMMAAMWAN (B) ANV

Obr. 3 Oscilace vetknutého prutu po ztraté vzpérné stability.
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2 Teoreticky rozbor

Tato kapitola je zaméfena na teoreticky rozbor Duffingovy rovnice s pomoci postuptl
nelinedrni dynamiky. Zaméfuje se na kvalitativni chovani Duffingova oscilatoru. Analyzuje
energii takového oscilatoru, rovnovazné body, jejich stabilitu a bifurkace. Cilem kapitoly je o
mozném chovani systému ziskat co nejvice informaci bez feSeni odpovidajicich
diferencidlnich rovnic.

Duffingova rovnice je v této kapitole chdpana spisSe z matematického hlediska, tedy
bezrozmémeé. Avsak fyzikalni interpretace je moznd, veli¢iny mohou mit jednotky soustavy
SI. Napi. vychylku lze chapat v metrech, rychlost v metrech za sekundu, ¢as v sekundach atd.
Ale vzhledem ke zminénému kvalitativnimu charakteru analyzy jsou jednotky nedtlezité.

2.1 Nebuzeny Duffingiiv oscilator

2.1.1. Zakladni pojmy

Protoze poloha y a rychlost v Upln¢ a jednoznacné€ popisuji stav systému, nazyvaji se stavové
veliciny. Stavové veli€iny se zobrazuji ve stavovém prostoru, v tomto piipad¢ je to rovina yv.
Dynamicky systém charakterizovany pocate¢nimi podminkami y, vy se v Case vyviji podle
diferencidlni rovnice a kiivka vSech stavii dynamického systému vytvofend body (y,v) se
nazyva trajektorie. Ve fdzovém portrétu je zakresleno nékolik trajektorii s riznymi
pocatecnimi podminkami. Z fazového portrétu lze rozpoznat kvalitativné odliSna chovani
systému.

2.1.2. Tuhostni charakteristika

Duffingova rovnice bez budiciho ¢lenu je ve tvaru

y+By+ay+yy =0 (4)

Parametr f§ charakterizuje linearni tlumeni, a linedrni tuhost a y nelinedrni (kubickou) tuhost.
Variabilita chovani systémi popsatelnych Duffingovou rovnici spociva v tom, ze parametry «
a y mohou nabyvat jak kladnych, tak zdpornych znamének. Podle znamének tedy existuji
Styfi zékladni druhy systémi. Razeni nasledujicich obrazk v této kapitole je stejné, systémy
s kladnou linedrn{ tuhosti jsou vpravo, s kladnou kubickou tuhosti jsou nahofte.

Y
A

(a) zaporné a, kladné v (b) kladné o, kladné

(c) zaporné o, zaporné v (d) kladné o, zaporné v

Obr. 4 Razeni obrazkii podle znamének.
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Vyndsobenim Rovnice (4) faktorem y a néaslednym pievedenim ¢lenu tlumeni na pravou
stranu ziskd rovnice tvar

yy+ayy+yy y=—-p@)? Q)

Pticemz plati, Ze vyraz nalevo je derivaci skalarni funkce, takZe rovnice je ekvivalentni se

zapisem:
dil, 1 . 1 , N2
Bl e B - = _ 6
dt(zy +oay +4Vy> BG) (6)
(b) k=y+y’
10 |
5.
-
Z 0
-5t
-10 | |
2 1 0 1 2
y
2
(c) k=-y-y~
10 f
5.
o i =
= B =
5t
10 |
2 1 1 2
y y

Obr. 5 Kvalitativné rozdilné tuhostni charakteristiky Duffingova oscildtoru.
Zminéna skalarni funkce je celkova energie systému E.

1 1 1
E=—y°+—ay? +—yy* 7
5V +2ay +4yy @)

Rovnice (6) tedy vyjadfuje rychlost disipace celkové energie, tedy E = —B(¥)?. Protoze
koeficient tlumeni £ je kladny, znaménko minus v rovnici poukazuje na fakt, Ze energie je

systému v Case neustale odebirana. Energie se zachovava pouze, pokud je koeficient tlumeni
B = 0, tedy v ptipad¢ netlumeného oscilatoru.
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Prvni Clen Rovnice (7) odpovidd kinetické energii, druhy a treti ¢len odpovida energii
potencidlni.

1
E, =Ey2 (8)
1 1
_ 2 4
Ep—iay + vy )

Lze také ukazat, ze Duffingliv oscildtor je Hamiltonovsky systém, odvozeni je uvedeno v [6].
Potencidlni energie vznikla integraci tuhostni charakteristiky, kterd miize byt interpretovana
jako sila pruziny vracejici hmotny bod do pocate¢ni polohy y = 0. Obr. 6 Cervenymi Sipkami
schematicky ukazuje mozné oscilace hmotného bodu v potencidlovych jamach.

(@) E=-y®+y* " (b) E=y?® +y*
0.5 ' ' ‘ ' ' ' T '
W 6
O 4
] o 4
05 ]
RA 2
A 0
45 <4 48 B BHE 4 4B AB 4 406 06 068 4 a8
v y
2 4
0 (c) E=-y -y , (d) E=y? -y*
2
0 U
-4 S
0
6
-8 -0.5
5 4 05 0 a5 1 15 15 -1 -05 05 1 15
y y

Obr. 6 Schéma pohybu hmotného bodu v potencialové jamé.

Je zieyjmé, ze hmotny bod v dvojpotencidlové jameé v piipadé¢ (a) mize bud’ konat
nizkoenergetické oscilace uvnitt jdmy (in-well oscillations), nebo vysokoenergerické oscilace
ptes ob¢ jamy (cross-well oscillations).

Ptipady (b) a (d) mohou modelovat oscilace hmotného bodu zplisobené pruzinou s tvrdnouct,
resp. meknouci tuhostni charakteristikou, viz Obr. 5 (b) a (d). Oscilace (d) jsou omezeny
velikosti jamy, pfi zvySeni amplitudy mize dojit k preskoceni peaku a “spadnuti do
nekonec¢na” (modré Sipky).
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Pak je ale jasné, ze pfipad (c) nepopisuje oscilace, bod v pocatku je labilni. Tento piipad
nemodeluje Zadnou redlnou situaci, pro Uplnost jej ale v analyze ponechdme.
Celkova energie E je funkci polohy a rychlosti, kazdému bodu fazového prostoru (y,v)

odpovidd jedna hodnota E(y,v). Energie tedy muze byt zobrazena jako funkce dvou
proménnych — je to plocha v rozsiteném fazovém prostoru (y, v, E(y, v)).

2

(@) E=-yZ+y*+v? (b) E=y?+y*+v

Obr. 7 Energeticke plochy pro jednotlive zakladni typy systémii.

2.1.3. Energetické reSeni netlumeného systému

Netlumeny systém je konzervativni, kazda trajektorie ma urCitou energii, kterou si v Case
zachovava. Nabizi se tedy geometrické feSeni zaloZené na tomto principu. Pocatecni energie
H(y,, vo), vypocitand z pocatecnich podminek, urCuje energetickou hladinu, a tedy rovinu,
jejiz prisecnice s energetickou skaldrni funkci je trajektorie systému. Veskeré chovani je tedy
uréeno a popsdno tvarem plochy a pocatecni energii. Obr.8 to ilustruje na piipadé
dvoupotencidlové jamy — varianta (a).
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Obr. 8 Trajektorie vzniknou jako prisecik energeticke funkce a roviny.

2.1.4. Rovnovazné body

Standardni subsituci y = v Ize Rovnici (4) prevést na soustavu dvou linedrnich
diferencidlnich rovnic ve tvaru:

y=v (10)

v=—ay—yy’—pv (11)

Rovnovazny bod je jeden z moznych ustalenych stavli dynamického systému (dal§imi jsou
periodické cykly, limitni cykly nebo chaotické atraktory). Je to takovy bod fazového prostoru,
jehoz stavové veliCiny se v ¢ase neméni. Odpovida rovnovazné poloze fyzikalniho systému.
Musi pro néj platit y = 0 a v = 0. Z tohoto pak vyplyvaji podminky pro rovnovazné body:

Vg =0 (12)

v, (a+yy?) =0 (13)

Prvni trividlni rovnovdzny bod je na soufadnicich (0, 0). Dalsi dva netrividlni rovnovazné

body maji soufadnice (0, £/ —a/y). Zaporné znaménko pod odmocninou poukazuje na fakt,
ze jedna z tuhostnich konstant musi byt zapornd, aby netrividlni rovnovazné body existovaly.
Tii rovnovazné body proto existuji jen u piipadt (b) a (¢), viz napt. Obr. 7.
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2.1.5. Stabilita rovnovaznych bodu

Lokdlni stabilitu rovnovaznych boda lze urcit z linearizace vektorového pole (uréeného
diferencidlni rovnici) pomoci Jakobidnu. Jakobidn je matice parcidlnich derivaci soustavy.

0 1

= 14
—a— 3yyst2 _ﬁ ( )

J

v

Znaménko a charakter vlastnich cisel Jakobianu urcuje stabilitu. Nazornéjsi je ale urceni
stability se znalosti stopy TrJ = —f a determinantu det] = a + 3yy_?

o » protoze stopa je

funkci pouze tlumeni a determinant je funkci tuhostnich konstant.
Dosazenim tuhostnich konstant @ a ¥y a soufadnic rovnovaznych boda y;; do Rovnice (14)

pak Ize s pomoci Obr. 9 zjistit charakter rovnovaznych boda pro jednostlivé typy uloh (a) az
(d). Nezavisle na tlumeni maji body se zdpornym determinantem charakter sedla.

Poincaré Diagram: Classification of Phase Portaits in the (det A, Tr A)-plane

=0
0 detd det A=1(Tr A)?

] |

spiral sink spiral source

degenerate sink degenerate source

uniform center

motion

=

line of stable fixed points saddle line of unstable fixed points

sink source

N g

Obr. 9 Klasifikace rovnovaznych bodii podle stopy a determinantu. Prevzato z [6].
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Obr. 10 Pevné body ve fazové roviné.

Konstanta tlumeni f vétSinou nabyva malych kladnych hodnot, proto vSechny ostatni body
jsou ohniska (spiral sink). Trajektorie se k rovnovaznému bodu spirdlovité blizi. Pouze pro
konzervativni systém s nulovym tlumenim jsou tyto rovnovazné body stredové body.
Trajektorie v tom pfipad¢ jsou soustfedné uzaviené kiivky. Charakter rovnovaznych bodi
ve fazové roving je znazornén na Obr. 10.

2.1.6. Globalni fazové portréty
Obr. 12 — Obr. 14 ukazuji globalni chovani jednotlivych typt Duffingovych oscilatora.

1.5

2 s 3
(atlumeny) k=-y +y _(anetlumeny) k=-y+ y?

N

1

Obr. 11 Fazovy portrét pro a<0, y>0.

Oscildtor (a) ma dva stabilni rovnovazné body a jedno sedlo uprostied. Trajektorie, kterd
spojuje rovnovazny bod sdm se sebou, se nazyva homoclinic orbit. Na obrazku jsou to kiivky
vychdzejici ze sedla (Cervené Sipky). Netlumené oscilace jsou tedy malé (in-well) nebo velké
(cross-well), pti¢emz hranici tvotfi homoclinic orbit.
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(b tlumeny) k=y + y3

Obr. 12 Fazovy portrét pro a>0, y>0.

U tlumeného piipadu se trajektorie, které zacinaji v sedle, uz do sedla zpét nevrati. Ale stle
jsou dullezité, nazyvaji se stabilni trajektorie sedla I'® (stable manifold), resp. nestabilni I
(unstable manifold).

Oscilétor (b) popisuje oscilace tvrdnouci pruziny. Trajketorie jsou nezajimavé, pouze krouzi

okolo rovnovazného bodu v pocatku, nebo se k nému asymptoticky blizi. I v tomto ptipadé
ale miiZe nastat v buzeném systému chaos, viz Ueda oscillator [16].

1.5

a) G 3
(d t!umeny‘) k=y- y (d netlumeny) k=y - y3

Tnl o7 15 pre e

1

Obr. 13 Fazovy portrét pro o>0, y<0.

Sedlo (c) se chova podobné jako jeho linearni analogie, vSechny trajketorie jsou odpuzovany
do nekonecna.

Trajektorie, kterd spojuje dva rovnovazné body, se nazyva heteroclicic orbit, na Obr. 13 je to
trajektorie spojujici sedla (Cervené Sipky). Odpovida piipadu z Obr. 6 (d), kdy hmotny bod
své oscilace za€ina na vrcholku jednoho z peaki. Tato kfivka je hrani¢ni kfivkou pro vSechny
oscilace. Trajektorie s poc¢ate¢nimi podminkami uvnitt jsou uzaviené kiivky, naopak ty, které
zacinaji vné€ hrani¢ni kiivky, jsou pfitahovany do nekonecna. Je zifejmé, Ze u tlumeného
ptipadu uz zadny heteroclinic orbit neni.

2.1.7. Zmény fazovych portréti

Bifurkace obecné je vyraznd zména chovani systému pii malé zméné tzv. tidiciho parametru.
Jedna z takovych bifurkaci je pitchfork bifurkace (pitchfork = vidle, podle tvaru bifurka¢niho
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diagramu), pfi které dojde ke zméné stability rovnovazného bodu za soucasného vzniku
dvojice novych rovnovaznych bodt. Obr. 14 a Obr. 15 to schematicky znazornuji.

Pred bifurkaci Bifurkace Po bifurkaci
Obr. 14 Schéma tvorby dvou stabilnich rovnovaznych bodii.
Pred bifurkaci Bifurkace Po bifurkaci

ANRVATRTA

Obr. 15 Schéma tvorby dvou nestabilnich rovnovaznych bodii.

Obr. 16 ukazuje bifurka¢ni diagramy pro pitchfork bifurkace Duffingova oscildtoru.
Na vodorovné ose se vyznacuje hodnota fidicitho parametru, na svislé ose pak soufadnice y
rovnovaznych bodd. Plnd ¢éra znaci existenci stabilniho bodu, carkovana nestabilniho
sedlového bodu. Dvojice kiivek se fidi vztahem pro polohu bodu y = +/—a/y, kde y je
konstantni.

V Duffingové systému k této bifurkaci dochédzi pfi zméné znaménka linedrniho tlumeni
z kladného na zaporné pii kladné kubické tuhosti, viz Obr. 16 (a). Nové vzniklé (netrivialni)
rovnovazné body se nachazeji na soutadnicich (0, +,/—a/y). Trivialni rovnovazny bod
v pocatku ztréci stabilitu. Je to vlastné proces, kdy se fdzovy portrét (b) méni na (a).

(a) 1.5 (b) 1.5
A 11 P
'
7/
057 St
. /
> O o= oo om == - > (O == o= o= om - (
\
-0.5 0.5 N
~
-1 At ™
1.5 ; -1.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0

Linearni tuhost alfa Linearni tuhost alfa
Obr. 16 Bifurkacni diagramy pitchfork bifurkaci.

Podobny proces nastane pii zméné€ znaménka linedrni tuhosti ze zdporného na kladné, ale
tentokrat pii zdporné kubické tuhosti, viz Obr. 16 (b). Fazovy portrét (c) se méni na (d).
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Z puvodné nestabilniho sedla se stdva stabilni ohnisko a objevuje se dvojice dalSich sedel,
které tvoii zminénou hranici pro oscilace.

2.2 Buzeny Duffingiiv oscilator

2.2.1. Energetické reSeni
V tomto piipad¢ uz analyza systému z energetického hlediska nedavéa zadné vyuzitelné zavéry.
Vyuzitim stejného pfistupu jako v kapitole 2 mizeme pouze fict, Ze rychlost zmény energie
uz nema v Case konstantni znaménko.

. dE(t)
E = =
dt

—By* + yFcos(wt) (15)

Clen tlumeni stale zajist'uje disipaci energie, k nému se uz ale pfi¢ita periodicky ¢len energie
od budici sily. VétSinou tak dochazi k oscilacim energie, v nékterych chvilich je energie
systému doddvéna a v jinych zase odebirdna.

Z Rovnice (15) je zfejmé, Ze energie by zistavala konstantni v rovnovaznych bodech (y = 0),
které ovsem u buzeného oscildtoru nikdy nemohou vzniknout. To Ize jednoduse ovéfit, pro
rovnovazné body z definice plati

—ay —yy® + Fcos(wt) =0 (16)

Rovnice (16) nema Zadna cCasové nezavisld teSeni, takze neexistuji rovnovazné body.
Oscilétor tedy nebude nikdy v klidu. Namisto toho bude chovéni systému smétovat bud’
k limitnimu cyklu (periodické kmity), nebo k chaotickému atraktoru (navenek chaotické
chovani).

Buzeny systém lze chapat dvéma zplisoby. Jedna se bud’ o systém ve dvou dimenzich, ktery je
neautonomni, protoZe rovnice popisujici jeho vyvoj zavisi explicitn€ na nezavislé proménné ¢,
nebo jej 1ze chapat jako tfidimenzionalni autonomni systém, pficemz novou dimenzi je praveé
Cas t. ProtoZe Cas plyne s konstantni rychlosti, soufadnice ¢ trajektorii roste linearné.
Hovofime o tfech dimenzich stavového prostoru, matematického aparatu, pouZivan¢ho pro
popis jednodimenziondlniho kmitani (pouze soutadnice y).

2.2.2. Mozna zobrazeni

Zakladni fazovy prostor je prostor R3, stav systému lze tedy popsat trojici bodll v kartézském
soufadném systému (y,v,t) . Na Obr. 17 (a) je ukéazka trajektorie dvoupotencidlového
oscilatoru v takovém fdzovém prostoru. Odpovidajici soustava je ve tvaru:

y=v
v =—pv—ay—yy? + Fcos(wt) 17)
t=1
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Obr. 17 Zakladni fazovy prostor (a) a projekce do roviny yv (b) systému, ktery vykazuje chaotické chovani (f =
0.2;y=1F=03a=-1,0=1).

(a) AV g (b)

A\

t=0 t=T t=27 t=3T

Obr. 18 Zakladni myslenka Poincarého rezii (a), transformace do valcovych souradnic (b).

Tento fazovy prostor ovS§em neni pro analyzu vhodny, protoZe prostorovy graf je nepiehledny.
Castgjsi je projekce trajektorie do roviny (y, v).

Komplikovanost a nepfehlednost ale nezmizi. Nutno podotknout, Ze se jedna pouze o jednu
trajektorii, zdanlivé kiiZzeni Car je zpisobeno projekci. MiZeme pouze fict, Ze trajektorie
vypadd chaoticky, ale chaoticky atraktor v ni nelze poznat. Pro takovéto systémy, jejichZ
chovani se nikdy neustali, je vhodnéj$i pouzit zobrazeni v Poincarého rezech (Poincaré
section nebo také first return map). Zakladni mySlenka je nacrtnuta na Obr. 18 (a).

Zajimdme se pouze o stav systému (Cervené tecky) v urCitych Casech, které odpovidaji
nasobkiim periody T buzeni.

ProtoZe je buzeni periodicke, 1ze jako tfeti dimenzi brat fazi buzeni. Stav systému pak bude
popsdn bodem v cylindrickém soufadném systému (y,v,0). Schematické znazornéni je
na Obr. 18 (b). Alternativni pfedstava je takova, ze z trajektorie ponechdme pouze body
v ¢asech nasobki periody buzeni.

Tomuto cylindrickému fazovému prostoru (R? x ShH odpovidd soustava
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y=v

v =—Bv—ay —yy> + Fcos6 (18)
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Obr. 19 Zobrazeni chaotického oscilatoru v Poincarého rezech.

Na Obr. 19 je zobrazena trajektorie z Obr. 17 (b) v Poincarého fezech. Tvar chaotického

atraktoru v tomto zobrazeni je zfejmy.
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3 Analyza chovani nebuzeného dvojpotencialového oscilatoru

Tato a nasledujici kapitola jsou zaméfeny na numerické feSeni Duffingovy rovnice se
zapornou linedrni tuhosti, kterd modeluje oscilace hmotného bodu v dvojpotencidlové jamé.
Vliv parametrti Duffingovy rovnice na chovani nebuzeného systému je ukazan v této kapitole.

3.1 Numerické reSeni

Prepisem Duffingovy diferencidlni rovnice druhého tadu do soustavy dvou rovnic prvniho
fadu ziskame

V1=V,
. 5 (19)
v, =—ay, —vy; — By,

Rovnice (19) jsou pouzitelné pro vSechny typy Duffingovy rovnice, zélezi jen na hodnotach
parametri tuhosti. Bliz§i analyza byla provadéna na dvojpotencidlovém oscilatoru, tedy
a<0,y>0.

Reseni soustavy diferencialnich rovnic a vykresleni grafii bylo provadéno v prostfedi Matlab.
Nejednd se o tuhou soustavu, protoze vyvoj systétmu je pomérné plynuly
a trajektorie neobsahuje zadné “ostré rohy”. Proto byl jako feSi¢ vybran standardni “ode45”,
ktery je zalozen na metodé Runge-Kutta &tvrtého fadu (RK4). Casovy krok h = 0,01 se ve
veétsing pripada ukazal jako dostacujici ke konvergenci feSeni.

3.2 Oblasti pritazlivosti

Dvojpotencidlovy systém mad, jak bylo ukdzano v kapitole 2.1.2, sedlovy bod v poc¢atku a dva
stabilni rovnovazné body nalevo a napravo od né¢j. Kazdy z téchto stabilnich rovnovaznych
bodil 1ze povazovat za atraktor, protoze predstavuje ustdlené chovani systému a zaroven
existuje oblast fazové roviny (oblast pocatecnich podminek), ze které jsou vSechny trajektorie
do ng pritahovany. Takova oblast se nazyva oblast pfitazlivosti (basin of attraction).
Nepatrnd zména pocateCnich podminek pobliz hranice mezi oblastmi pfitaZlivosti muze
znamenat pfeskoceni do oblasti pfitazlivosti druhého atraktoru a tedy kvalitativné jiny vyvoj
systému. To dokazuje Obr. 20.
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Obr. 20 Mala zména pocatecnich podminek zpuisobi prechod do oblasti pFitazlivosti jiného atraktoru.

Hranice jednotlivych oblasti pfitazlivosti se nazyva separatrix. Ten je tvofen stabilnimi
trajektoriemi sedla. Pokud by totiz systém mél pocatecni podminky takové, aby jeho
trajektorie sméfovala ptimo do sedla (Obr. 21), dale uz se nijak vyvijet nebude, protoze sedlo
je také (i kdyz nestabilni) rovnovazny bod. Tento ptipad ale redln¢ nikdy nenastane. Kazda
stabiln{ trajektorie sedla I'S tedy vytvati polovinu separatrixu.
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Obr. 21 Trajektorie smérujici do sedla vytvari polovinu hranice oblasti pritazlivosti (separatrix).

Pro numerické vykresleni separatrixu lze pouzit zpétnou integraci nebo zaporné tlumeni pro
pocatecni podminky velmi blizko sedla. Pro vykresleni oblasti pfitazlivosti je nutno vytvofit
sit’ pocatecnich podminek a sledovat ustalené chovani kazdého z bodi sité. Pokud se oscilace
ustdli v levém (pravém) atraktoru, staci oznacit dané pocatec¢ni podminky cervené (modie).
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Obr. 22 Simulace oblasti pritazlivosti (a) a obé stabilni trajektorie sedla vytvarejici separatrix (b), a=-1, y=1,
p=0.1.

-2 -1 0 1 2
y

3.3 Vliv hmotnosti

Pokud modelujeme kmitdni, popsané rovnici my + B v+ a,,y + ymy3 =0, je vzdy
vyhodnéjsi uvazovat ekvivalentni systém s jednotkovou hmotnosti:

ym 3 I . 3
P Om Vo3 —0 20)
y+—y+y =+ By+ay+yy (

y+ m

ZvySeni hmotnosti je ekvivaletni se snizenim tlumeni a tuhosti.

3.4 Vliv tlumeni

3.4.1. Linearni tlumeni

Zikladnim modelem tlumeni je viskozni (linedrni) tlumeni. Pokud se hovoii o tlumené
Duffingové rovnici, mysli se pravé tento tvar, kde sila od tlumeni je linedné zévisla
na rychlosti:

Fa1 =28y =By 21

Velikost tlumeni souvisi s charakterem rovnovaznych bodli. V piipadé malého tlumeni
B < B,, jsou vlastni Cisla zaporna komplexné sdruZend, rovnovazné body jsou ohniska

a jedna se o bézné oscilace. U nadkritického tlumeni g > B, jsou vlastni ¢isla redlnd zépornd,

jednd se o uzel a systém neosciluje. Ve fazové roviné¢ je pro nadkritické tlumeni
charakteristicky okamzity pokles na nulovou rychlost. B, tedy tvori hranici pro oscilace.

Systém s kritickym tlumenim se nejrychleji dostane do rovnovazné polohy. U tohoto
specialniho pfipadu jsou rovnovazné body degenerované uzly. Na ziklad¢ Obr. 9 plati pro
kritické tlument:

B, =2V2a (22)
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Stejné klasifikace je mozné také pro zaporné tlumeni. Vlastni ¢isla rovnovaznych bodi jsou
kladna, mtze se jednat o samobuzené oscilace (self-excited oscillations).

2 2
a b
(a) Podtiod (b)
1.5 Kritické
Nadkritické 1
1 /
0.5 —t1
> > 0
0 i eoe
-0.5 1
-1
-1.5 -2
2 -1 0 1 2 0 10 20 30 40 50 60

Obr. 23 Trajektorie (a) a casovy vyvoj (b) systémii v zavislosti na velikosti tlumeni.

3.4.2. Jiné modely tlumeni
Standardnim pfistupem pro predpovéd’ chovani systému s jinym nez viskoznim tlumenim je
vyuziti tzv. ekvivalentniho viskozniho tlumeni, pii kterém se po jedné period¢€ disipuje stejné
mnoZstvi energie jako u piivodniho systému. Existuje napt. kvadratické tlumeni Fqp = B,y[y/,
které mize modelovat odpor vzduchu, nebo konstantni (Coulombické) tlumeni Fyq =
B,sign(y), modelujici suche tieni.

Kvadratické tlumeni je nejsiln€jSi na zacatku pro nejvétsi rychlosti. Konstantni naopak
nejvice tlumi pii malych rychlostech, nejvetsi vliv mé na findlni dotlumeni oscilaci.
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Obr. 24 Kvadratické a konstantni tlumeni.

3.5 Tuhost systému

Poloha rovnovaznych bodi v zavislosti na mife nelinearity (poméru a/y) byla analyzovana
v kapitole 2.1.2. Pokud tento pomér nechame konstantni a budeme ménit ob¢ tuhosti zaroven,
bude se ménit celkova tuhost systému. Vyssi tuhost znamena vétsi frekvenci oscilaci, jak je
patrné z Obr. 25.
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Obr. 25 Podobné chovani systémii se stejnym pomérem tuhosti. Modra a=-20, y=20, f=0.1; cervena a=-0.6,
y=0.6, f=0.1.

Systém s vys§i tuhosti (modry) osciluje pii vysSich rychlostech. To je patrné z tvaru
trajektorie ve fazové roviné. ProtoZe jsou ale ostatni parametry (hmotnost a tlumeni) stejné,
chovaji se systémy podobné. Oba piejdou na oscilace uvnitt jamy v podobném case.
Ampliduda oscilaci v uréitém case je taktéz podobna. Mize vsSak dojit k padu do druhé
potencidlové jamy.
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4 Analyza chovani buzeného dvojpotencialového oscilatoru

Numerické feSeni nastinéné v kapitole 3 je vyuzito také pro analyzu chovani buzeného
oscilatoru. Na zacatku jsou uvedeny koexistujici atraktory (ustalend chovani) systému a jejich
bifurkace. Numerické simulace v Matlabu je také pouzito pro sestrojeni bifuka¢niho diagramu
buzeného Duffingova oscilatoru. Simulace sit€¢ pocatecnich podminek pak slouzi pro
vykresleni moznych fazovych diagramu (oblasti pfitazlivosti atraktort).

4.1 Numerické reSeni

Rovnice (19) je doplnéna o budici ¢len

Vi=Y,
. (23)
y, = —ay, —yy; — By, + Fcos(wt)

Reseni je provadéno stejné jako pro nebuzenou verzi. Pro spravné zobrazeni Poincarého bodti
je dulezité, aby ¢asovy krok byl synchronizovédn s buzenim. Protoze pro periodu buzeni plati
T = 2m/w, stadi pro interval zobrazovanych boda zvolit ¢asovy krok h = T. Tyto body pak
odpovidaji bodim v Poincarého fezech, viz kapitola 2.2.2.

4.2 Atraktory buzeného systému

Jak bylo ukazéano v kapitole 2.2.2, rovnovazné body neexistuji. Vyvoj systému v ¢ase smétuje
k jinym atraktorim. O ustaleném periodickém kmitani hovofime, pokud atraktorem je limitni
cyklus. Pokud perioda kmitdani je totoznd s periodou buzeni, hovofime
o T-periodickém kmitdni. To se v Poincarého fezech bude zobrazovat jako bod. Ustdlené
kmitani miize byt také nT-periodické, které se zobrazi jako n bodl. Pro Duffingliv systém je
napiiklad charakteristicky maly interval parametrii, pfi kterém je ustdlené kmitdni
ST-periodické. Toto chovani je vSak atypické a vzacné, nebude dale analyzovano, pro vice
informaci viz [6].

Atraktorem muze také byt chaoticky (podivny) atraktor. Pak kmitani neni periodické, nikdy se
neustdli. Poincarého body se nikdy nezobrazi samy na sebe, ale vytvoii ve fazové roviné
fraktdlni strukturu. Z teorému Poincaré-Bendixsona [6] vyplyva, Ze chaotické chovani
nemiZze vykazovat dvoudimenziondlni systém. Buzeni (pfidani tfeti dimenze) je tedy pro
vznik chaosu nutnd podminka.

Duffingiiv dvoupotenciadlovy oscilator vykazuje tfi T-periodické a jeden chaoticky atraktor,
pfi¢emz nikdy neexistuji vS§echny soucasné. O existenci rozhoduji parametry oscildtoru (F, w,
B, a ay). Pocatecni podminky pak urcuji, ke kterému z koexistujicich atraktorii bude systém
smeérovat.

28



4.2.1. Nerezonan¢ni artaktor S,

Je charakterizovan malou amplitudou. Piechod do ustileného kmitdni je pozvolny, ale
pomérné dlouhy. Tyto atraktory se objevuji ve dvojicich, kazda potencidlovd jdma ma jeden

nerezonancni atraktor, znaci se S,, a S,,.

1.5 b 2
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Obr. 26 Prechodné kmitani smérujici k nerezonancnimu atraktoru. Zobrazeni ve fazové roviné (a) a casovy vyvoj
(b). Cervené jsou zobrazeny Poincarého body.

4.2.2. Rezonanéni S;
Rezonan¢ni oscilace jsou mnohem vétsi, prechodné kmitani netrva dlouho, systém se
pomérné rychle ustéli. Pokud m4 systém tento atraktor S’r, ma také v druhé jameé odpovidajici
atraktor S r
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Obr. 27 Prechodné kmitani smérujici k rezonancnimu atraktoru. Fazovad rovina (a) a casovy vyvoj (b).

4.2.3. Velky Sy,

Systém osciluje na velké amplitudé pres obé potencidlové jamy s periodou T. Nema zadny
symetricky ekvivalent. Pfechodné kmitani je taktéZ pomérné kratké.
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Obr. 28 Prechodné kmitani smérujici k velkému atraktoru. Zobrazeni ve fazové roviné (a) a casovy vyvoj (b).

4.2.4. Chaoticky atraktor CH

Na prvni pohled ndhodna trajektorie s ndhodné¢ umisténymi Poincareho body. Ve skute¢nosti
se ale po kratkém tranzitnim chovani systém ustdli na chaotickém atraktoru. Pokud budeme
sledovat systém dostate¢né dlouho, vykresli Poincareho body jeho fraktalni strukturu, viz
Obr. 19.

(a) *° (b) *
l" l“l N I
- i

Obr. 29 Kmitani na chaotickém atraktoru. Zobrazeni ve fazové roviné (a) a casovy vyvoj (b).
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Obr. 30 Koexistujici periodické atraktory se svymi Poincarého body (Cervené) a chaoticky atraktor (modre)

4.3 Bifurkace buzeného systému

Jak jiz bylo ukazidno v kapitole 2.1.7, lokdlni bifurkace se zabyvaji vznikem/zanikem
a zménou stability rovnovaznych bodi pfi zméné fidicitho parametru. Kromé¢ zminéné
pitchfork bifurkace vykazuje Duffingliv systém jesté lokalni bifurkace sedlo-uzel a dvojent
periody.

Globélni bifurkace popisuji vznik/zdnik vétSich atraktorii, tedy periodickych orbiti nebo
chaotickych atraktort. Oproti bifurkacim lokalnim ovliviiuji chovani trajektorii v celé fazové
roving. Bifurkace chaotického atraktoru se ¢asto oznacuji jako crisis, u Duffingova oscildtoru
jsou to boundary crisis a symmetry breaking crisis. Tyto bifurkace opét nemaji Ceské
ekvivalenty.

4.3.1. Sedlo-uzel (saddle-node)

Sedlo-uzel je zakladni bifurkace, ktera stoji za viceznacnosti feSeni. Je to okamzik, kdy n&jaké
z feSeni zanikd nebo vznika, podle sméru zmény fidiciho parametru. V jedné nebo dvou
dimenzich se jednd o vytvofeni paru pevnych bodi, jednoho stabilntho (uzel) a jednoho
nestabilniho (sedlo). Ve tfech dimenzich vznika stabilni a nestabilni periodicky orbit. Zanik
feSeni pak muze byt chapan jako kolize uzlu a sedla nebo stabilntho a nestabilniho
periodického feSeni. V Duffingové systému je fidicim parametrem sila buzeni F. Pti bifurkaci
sn B dochdzi ke vzniku rezonan¢niho feseni S, a nestabilniho feSeni D. To se pak dale vyviji,
aZ pii sn A dojde ke kolizi s plivodnim nerezonan¢nim feSenim S,,, které zanika. Pro hodnoty
sil mezi bifurkacemi tedy existuji tfi periodickd feSeni, dvé stabilni a jedno nestabilni. To,
na kterém feSeni bude systém oscilovat, zalezi na pocatecnich podminkéch.

K bifurkacim sn B a sn A dochézi pfi relativné malé hodnoté sily, proto pro tyto bifurkace
existuje analyticka pfedpovéd. Vychazi z amplitudo-frekvencni charakteristiky Duffingova
oscildtoru pro malé tlumeni S a buzeni F [6].
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Obr. 31 Schéma bifurkaci sn A a sn B

Dalsi bifurkaci je sn By, vznik velkého atraktoru S; (tedy oscilaci pfes potencidlové jamy)
a prislusného nestabilniho cyklu D; .

4.3.2. Dvojeni periody (period doubling cascade)

Touto bifurkaci zanikd rezonanéni atraktor. Pivodni periodicky orbit ztrdci svou stabilitu
za soucasného vzniku nového orbitu s dvojdsobnou periodou.

0-0

Obr. 32 Schéma dvojeni periody, cervené jsou zobrazeny Poincarého body.

AR R
UL T

t t t

Obr. 33 Oscilace s riiznou periodou.

Pokud nastane jedna takova bifurkace, pti dalSim zvySovani sily jich nastane nekonecné
mnoho. Proto se hovoii o tzv. kaskad¢ bifurkaci. Z 2T - periodického cyklu se nasledn¢ stane
4T - periodicky, ktery sam déle bifurkuje, viz Obr. 33. Tyto bifurkace jsou stdle Castéjsi.
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V urcitém okamziku tak existuje cyklus s nekonecné¢ velkou periodou, jeho chovani se nikdy
neopakuje. Vysek z bifurkacniho diagramu pro kaskddu dvojeni periody je zobrazen
na Obr. 34.

Na konci kaskddy tedy existuji dva (v kazdé potencidlové jame jeden) malé chaotické
atraktory. Ty se vSak nachazeji jen ve velice izkém pasmu sil, hned po vzniku jsou nahrazeny
jednim velym chaotickym atraktorem bifurkaci crl.

L N B I T B I e " i

0.3 5

| | | | | | | |
0.14 0.142 0.144 0.146 0.148 0.15 0.1562 0.154 0.156
F

Obr. 34 Bifurkacni diagram kaskady dvojeni periody v Duffingové oscilatoru.

4.3.3. Symmetry breaking crisis cr!

Je to okamzik, kdy se ze dvou malych chaotickych atraktord uvnitf jam stava jeden velky
chaoticky atraktor. Dojde totiz k dotyku hranic oblasti pfitazlivosti malych atraktorfi. Ty se
v ten okamzik spoji. Oblast pfitazlivosti velkého atraktoru je pak sjednocenim oblasti malych
atraktorti. Obr. 35 ukazuje typicky casovy vyvoj systému pied a po bifurkaci. Pfed bifurkaci
(a) systém osciluje chaoticky uvnitt jedné z jam, po bifurkaci (b) chvili osciluje uvniti jedné
jamy, v nepravidelnych ¢asovych intervalech vSak pteskakuje do jamy druhé.
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Obr. 35 Casovy vyvoj pred (a) a po (b) "symmetry breaking" bifurkaci.

4.3.4. Boundary crisis hb Dy,

Ihned po vzniku (crl) se zacina chaoticky atraktor zvétSovat. Boundary crisis nastdva
v okamziku, kdy se zvétsi natolik, e se dotkne své vlastni hranice oblasti pfitazlivosti. Cést
chaotického atraktoru uz pak lezi v oblasti pfitazlivosti jiného atraktoru (velkého S;). To
zpusobi, ze systém se vyviji podle chaotického atraktoru jenom do urcité doby, nez
trajektorie “opusti” jeho oblast pfitazlivosti a “objevi” se v oblasti pfitazlivosti jiného
atraktoru, ke kterému jeji nasledujici vyvoj smétuje.

es| ; »

CH

299
1

Obr. 36 Schéma boundary crisis bifurkace.
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Obr. 37 Prechodny chaos. K uniku z chaotického atraktoru doslo pravdepodobné v zakrouzkované oblasti.
Poincarého zobrazeni (a) a casovy vyvoj (b).

Toto chovani byva oznacovano jako prechodny chaos (transient chaos) a je typické pro
systémy tésné¢ po bifurkaci, viz Obr.37. Doba ptechodového chaosu se zkracuje se
vzdalenosti od bifurkace (vy$sim F), protoze stale vétsi plocha CH se dostivd mimo svou
oblast pritazlovosti. K uniku z chaotického atraktoru tak dojde dfive.

Nutno dodat, Zze po bifurkaci je jedinym atraktorem systému S;, ptivodni chaoticky atraktor
byl jiz zni€en. Je zfejmé, Ze systém pied ustdlenim na S; vykazuje velmi dlouhé prechodné
chovani.

Popsana bifurkace hb D je spojena se sedlem D;. Konrétn¢ se jedna o okamzik, kdy se
stabilni a nestabilni trajektorie sedla spoji v jednu. BliZsi popis pribéhu bifurkace je uveden
napf. v publikaci [12]. Dale jesté existuje bifurkace hb Dy, kdy bifurkuje sedlo Dy.

4.4 Bifurkac¢ni diagram

V této podkapitole bude rozebrdn systém s danymi parametry f = 0.1,y = 1; a =
-1, w= 1 15 Hodnoty parametrﬁ jsou takto zvoleny zamérng, aby systém Vykazoval
sile F. Bifurka¢ni diagramy buzenych systémll nezobrazuji rovnovazné body (protoZe
neexistuji), ale Poincarého body ustdleného kmitani.

Bifurkacni diagram se vytvaii pomoci intervalu sil, kdy se ke kazdé hodnoté F zobrazi
vSechny Poincarého body ustidleného kmitani. T-periodické kmity tak budou zobrazeny jako
jeden bod, nT-periodické jako n bodl a chaoticky aktraktor jako mnoho riznych bodi.

4.4.1. Oblasti existence atraktoru

I pro velmi malou silu existuje maly nerezonan¢ni atraktor Sn. Pro F = 0 je totozny
s netrividlnim rovnovaznym bodem nebuzeného systému, proto kiivka zacind nay = 1.
Zanika bifurkaci sedlo-uzel sn A pii F = 0.131. Ekvivalentni atraktor v druhém sedle neni
zobrazen.

Rezonanéni atraktor vznika bifurkaci sn B pro F = 0.028 a dvojenim periody pd pro F =
0.145 prechazi do chaotického atraktoru. Bifurkacni diagram muliZze byt zavadéjici v tom
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smyslu, Ze rezonan¢ni oscilace se nachéazeji pod nerezonanc¢nimi. Je to zplisobeno tim, ze se
nezobrazuje amplituda, ale poloha Poincarého bodd. Rezonan¢ni oscilace jsou ve skutenosti
vétsi, viz Obr. 30.

Velky (cross-well) atraktor vznika bifurkaci sn By pro F = 0.101 a jako jediny existuje i pro
vysoké hodnoty sily F.

Chaoticky atraktor CH vznikd globdlni bifurkaci crl pro F = 0.157 a zaniké4 dal$i globalni
bifurkaci hb D; pro F = 0.2575. Obsahuje také periodické okno s periodou 5T.

3 —
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S‘Il
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snB
>0 F Sr l
sn B,

1 I
-2 -
-3 | 1 | 1 1 1 1 J

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Obr. 38 Bifurkacni diagram Duffingova oscilatoru.

Obr. 39 je doplnén o atraktory v druhé jamé (S;;, S:). Dile pak o sedla existujici mezi
bifurkacemi sn A a sn B, tedy D,D". Sedlo D, pfislusi velkému atraktoru S;. Modfe je
znazornéna piibliznd poloha zdkladnitho sedla Dy (hilltop neboli vrcholové), které
u nebuzeného systému leZelo na soutadnicich (0, 0), viz napt. Obr. 11.

.

Obr. 39 Celkovy bifurkacni diagram doplnény o sedla a atraktory v druhé potencialové jame.
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4.5 Oscila¢ni mapa

Déle se omezime pouze na oblast frekvenci buzeni okolo hlavni rezonance, pro kterou plati
Q= 1.[6]

Hodnoty sily, pfi které nastavaji vySe popsané bifurkace, zavisi na frekvenci buzeni. To
znamena, ze v roviné (w, F) bifurkace vytvoii néjakou kiivku. Chovani buzenych oscilatort
tedy lze zjistit z tzv. oscilaéni mapy (behaviour chart). Oscilaéni mapy se vytvaieji numericky,
pomoci bifurka¢nich diagramt pro jednotlivé frekvence, kdy se zaznamenavaji hodnoty sil,
pii kterych dochazi k bifurkacim. Bifurka¢ni diagram pak lze chépat jako svisly fez oscilacni
mapy (w = konst.), vrstvenim téchto ezl tedy vznikne mapa pro dany systém.

Pro vybrany systém [ = 0.1; y = 1I; a = —1 jiz byla oscilacni mapa vytvofena v knize [6].
Proto mapa zde uvedend je schématickd a budou na ni pouze analyzovany jednotlivé oblasti.

e

F

0.8 1.5

() =———p
Obr. 40 Krivky bifurkaci a barevné odliseni oblasti koexistence aktraktorii v rovine Fw.

4.5.1. Oblasti pritazlivosti
Pro hranice oblasti pfitazlivosti plati [6]:
a) Hranice mezi levymi a pravymi atraktory je tvofena stabilni trajektorii sedla Dy.

b) Hranice mezi rezonan¢nimi a nerezonan¢nimi atraktory je tvofena stabilni trajektorii
sedla D.

c¢) Hranice, kterd odd¢luje velky atraktor od malych, je stabilni trajektorie sedla Dy..

d) Hranice oblasti pfitazlivosti odpovidajici sedlu, které proslo homoklinni bifurkaci hb, jsou
fraktalni.
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Pocate¢ni podminky urcuji, ke kterému atraktoru bude systém smétovat. Systémy, které
smétuji k atraktoriim levé (pravé) potencidlové jamy budou zobrazeny cervené (modie),
k nerezonan¢nim (rezonan¢nim) atraktorim svétlym (tmavym) odstinem. Bild barva bude
oznacovat oblast pfitazlivosti velkého a Seda chaotického atraktoru. Graf oblasti pfitazlivosti
byva také nazyvan fazovy portrét. Cislovani oblasti odpovida ¢islovéani z Obr. 40.

-3

Obr. 41 Fdzovy portrét systému z oblasti 1; w = 1.15,F = 0.02

Oblast 1: Jediné atraktory jsou nerezonancni S;l a Sn Fazovy portrét je podobny portrétu
nebuzeného systému na Obr. 22, vykazuje hladkou hranici mezi nerezonan¢nimi atraktory.

Oblast 2: Tato oblast lezi mezi sn A a sn B, existuji tedy Ctyfi atraktory, dva nerezonancni
a dva rezonan¢ni. Hranice mezi rezonan¢nimi a nerezonan¢nimi atraktory (svétla-tmavd) je
hladka, protoze sedla D' a D"’ je§té neprosla svymi bifurkacemi hb. Zato hranice mezi levymi
a pravymi atraktory (Cervend-modrd) mizZe byt i1 fraktalni, podle toho, jestli sedlo Dy svou
bifurkaci uz proslo (oblasti 2a nebo 2b). Systém s pocate¢nimi podminkami blizko fraktalni
hranice je nestabilni ve smyslu nemoZnosti pfedpovédi kone¢ného stavu.

Oblast 3: Cela oblast lezi nad sn B;, kterd dava vzniknout velkému atraktoru. Nerezonan¢ni
atraktory stale existuji, ty zanikaji az pti bifurkaci sn A (hranice vpravo). Tato oblast lezi nad
kiivkou a nad hb Dy, fraktdlni zapleteni malych atraktori je zde silné a nejednoznacnost
feSeni je zfejma. Podobné jako oblast 2 je oblast 3 rozdélena na dvé ¢asti bifurkaci hb Dy,
takze hranice velkého atraktoru mtize byt hladka i fraktalni.
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Obr. 42 Fazovy portrét systému z oblasti 2 po bifurkaci, ktera zpiisobila fraktalni hranice cervend-modrd;
w=1.13,F = 0.08.

I ‘

1.5 2

Obr. 43 Fazovy portrét systéemu z oblasti 3 pred bifurkaci hb Dy ; w=1.1,F=0.15.
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Oblast 4: V této oblasti lze najit vSech pét periodickych atraktord. Bild oblast zlstava
ohrani¢ena hladce, vSechna ostatni sedla uz vsak bifurkovala, vétSina fazového portrétu je
siln¢ fraktalné zapletena. Patrné jsou pouze malé ostrivky stejné barvy v blizkosti kazdého
ze Ctyrt atraktoru.



Obr. 44 Fdzovy portrét systému z oblasti 4; v = 1.13,F = 0.115.

Oblast 5: Je podobna oblasti 3, pficemz misto nerezonan¢nich je zde velky atraktor

N

v koexistenci s rezonan¢nimi atraktory.
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y

Obr. 45 Fdzovy portrét systému z oblasti 5; cw=1.13,F=0.115.
Oblast 6: Jedina oblast existence chaotického atraktoru. Ten je ale vzdy doprovazen velkym
atraktorem, nebot’ celd oblast 6 je nad sn B;. Buzeni uz je natolik velké, ze zadny maly

periodicky atraktor nemiize existovat, jejich misto zaujal chaoticky atraktor. Cervené je
na ukazku také zobrazen samotny chaoticky atraktor, jeho oblast pfitazlivosti je Seda.
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Obr. 46 Fazovy portrét systému z oblasti 6, w=1.35,F=0.2.

Oblast 7: Chaoticky atraktor uz zanikl bifurkaci hb D;, popsanou v kapitole 4.3.4. Zbyl jen
velky atraktor S;. O vyvoji systému tak uZ nerozhoduji pocatecni podminky, cely fazovy
portrét by byl bily.

4.6 Vliv faze buzeni

U vsech predchozich simulaci byla v Rovnici (24) uvazovana nulova hodnota fazového
posuvu buzeni ¢. Na poc¢atku simulace v ¢ase t = 0 plisobila na systém budici sila o nejvétsi
kladné hodnoté.

y+By—ay+ yy3 = Fcos(wt + @) (24)

Ukazalo se, ze faze buzeni nemd na chovani systému kvalitativni vliv. Geometrie a pocet
atraktorti zlistavaji pro vSechny hodnoty faze stejné. Méni se pouze poloha Poincarého bodt
na atraktoru, to zobrazuje Obr. 47.

Stejné vysledky dostaneme, pokud budeme zobrazovat ptivodni systém s ¢ = 0 v Casech
nasobkl periody, ovSem posunutych pravé o danou hodnotu ¢, tedy v Casech t = nT + ¢.
Podle Obr. 18 tak provadime Poincarého fezy v jiném dhlu.
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Obr. 47 Posun Poincarého bodu po trajektorii pii zmené faze buzeni.

Nejzajimavéjsi je chovani chaotického atraktoru. Ten pfi zobrazovani pro ménici se fazi
buzeni vykazuje rota¢ni pohyb, ¢asto tento fenomén byva nazyvan jako michani chaotického
atraktoru (stirring).
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Obr. 48 Efekt michani chaotického atraktoru pri zméné faze.
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5 Zavér

Cilem prace bylo analyzovat mozna chovani oscilatorti popsatelnych Duffingovou rovnici.
S pomoci matematického modelu takového Duffingova oscildtoru pak poukéazat na nékteré
fenomény nelinearnich oscilatort.

Pro variantu Duffingovy rovnice popisujici konzervativni systém se ukdzalo jako vhodné
geometrické feseni. Pocatecni energie oscilatoru definuje energetickou hladinu, pficemz
pranikem této hladiny s energetickou plochou vznika trajektorie systému.

Analyza stability rovnovaznych bodi nebuzené Duffingovy rovnice pfinesla zdkladni
kritérium existence netrividlnich rovnovaznych bodi. Existuji pouze, pokud jsou znaménka
linearni a kubické tuhosti opacna. Jeden z téchto pripadl, dvojpotencidlovy oscilator, byl
vybran k podrobnéjsi analyze.

Ukazalo se, ze nebuzeny oscilator vykazuje pomérné predvidatelné chovani. Pokud mé velkou
pocatecni energii, osciluje nejdiive okolo obou potencidlovych jam, kvuli tlumeni vSak
v ur¢itém okaziku spadne dovnitt jedné z jam, kde jsou jeho oscilace nakonec utlumeny.
Simulace ze sit¢ pocateCnich podminek vykreslila fazovy diagram, ktery pfesné urcuje,
do které z jam oscilator s danymi pocatecnimi podminkami spadne.

Chovani buzeného Duffingova oscilatoru je mnohem komplexnéjsi. Kromé péti moznych
ustdlenych chovani (periodickych atraktorit), Ize za urcitych podminek docilit chaotického
chovéni. Pro dané tlumeni a tuhostni parametry systému existuji oscila¢ni mapy. Ty pak na
zéaklad¢é parametr buzeni (frekvence a sila) uréuji oblasti koexistence jednotlivych atraktord.
Pro vSechny tyto oblasti byly vytvofeny fazové diagramy, které urcuji oblasti pfitazlivosti
atraktord, tedy pocatecni podminky pfislusejici jednotlivym atraktorim. Hranice oblasti
pfitazlivosti vS§ak mohou byt u buzeného Duffingova systému kvili bifurkacim fraktalné
zapleteny, coZ zpisobuje inherentni neurcitost feSeni.
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