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ABSTRAKT

Tato diplomova prace se zabyva analyzou potencialu dostupnych vypocetnich néstroji pro
prevedeni komplexnich modelti technickych soustav v modely jednodussi a jejich integraci
s experimentalnimi modely. Nalezeni metod pro c¢asov€é méné naroCné sestaveni
vypoctovych modeli a nasledné provedeni klicovych simulaci je zdsadni po potfeby dnes
navrhovanych technickych soustav. V prvni ¢asti prace je shrnuta teorie nutnd k pochopeni
a aplikaci prezentovanych metod. Metody jsou rozdéleny do dvou skupin, jedna zalozena
na experimentu, druhd na simulacich. Do prvni skupiny spada experimentalni méfeni
odezvy a jeji nasledné vyuziti pro identifikaci systému. Do druhé skupiny spada tvorba
vypoctovych modeli pomoci metody kone¢nych prvki, s vyuzitim béznych strukturnich
prvkii a pomoci Component Mode Synthesis, pfi¢emz jsou tyto modely zredukovany do
podoby stavovych modelt. VSechny zminéné metody jsou aplikovany na jednoduchou
experimentalni soustavu. Vysledky simulaci jsou v zavéru prace srovnany nejen z hlediska
kvantitativniho, ale pro potieby praxe i z hlediska Casové naro¢nosti, realizovatelnosti,
univerzalnosti a presnosti, pfiCemz metoda identifikace dynamickych systémt a metoda
zaloZend na tvorb¢ stavového prostoru se na zakladé simulaci ukazaly jako velice vhodné.
Vysledky této prace umoziuji volbou vhodné metody tvorby vypoctovych modeld
zjednodusit proces ur¢ovani dynamickych vlastnosti technickych soustav.

KLIiCOVA SLOVA

odezva, dynamické vlastnosti, modalni analyza, identifikace dynamickych systému,
modalni syntéza, redukce stupiiti volnosti, stavovy prostor, metoda kone¢nych prvki



ABSTRACT

The aim of this diploma thesis is to evaluate the potential of available methods for
simplification and reduction of complex models of technical systems and their integration
with experimental models. Finding methods, which would allow us to create models and
run simulations in shorter periods of time, is key in design process of modern technical
systems. In the beginning of this thesis, a theory necessary for understanding and
application of presented methods is given. These methods can be separated into two groups,
first as experiment related, second as simulation related. The first group contains methods
for experimental evaluation of response and its use for dynamic system identification. The
second group contains methods of finite element model creation, with the usage of standard
structural elements as well as Component Mode Synthesis substructures, and these models
are in the following step reduced into state space models. In the next step, all presented
methods are applied on simple experimental structure. In conclusion, the results of
simulations are the subject for comparison not only from quantitative point of view, but
also, for the purpose of practical application, in terms of time, feasibility, versatility and
accuracy. The system identification method along with state space method proved to be
very suitable. The results presented in this thesis might help, by selecting the appropriate
method, in simpler evaluation of dynamic properties of technical structures.

KEYWORDS

response, dynamical properties, modal analysis, dynamical system identification,
component mode synthesis, reduction of degrees of freedom, state space, finite element
method
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1. UVOD

1. UVOD

V dnesni dobé, kdy si uz nedovedeme piedstavit nase zivoty bez aut, letadel, pocitact
ajinych zafizeni, je nutné, abychom my, inzenyfi, drzeli krok s technologickym rozvojem
a resili problémy souvisejici se zvySovanim pozadavki na piesnost, rychlost a spolehlivost
téchto zafizeni pii zachovani minimalnich moznych nakladi na jejich vyrobu a udrzbu.
Byly doby, kdy k zaruceni téchto pozadavku stacilo navrhovat zafizeni pouze z pohledu
statického, pozadavky dne$ni doby nas nuti se zaméfit i na jejich dynamiku, ktera se tyka
predevsim vibraci a jevu s nimi spojenymi.

Vibrace, jakozto vSudypfitomny a ¢asto opomijeny jev, jsou nedilnou soucasti
mnoha technickych problému. P#i opracovani materiali bude dochazet k vibracim
obrabéciho stroje, pii jizdé vlaku po kolejnicich bude dochazet k vibracim napravy. Existuji
vSak aplikace, ve kterych se mohou vyuzit pozitivné, naptiklad jde o dnes se rozvijejici
energy harvesting, tedy obor zabyvajici se hledanim a vyuzivanim alternativnich zdroju
energie.

Pti snaze o popis dynamickych vlastnosti technické soustavy je nutné si uvédomit,
Ze soustavu obecné nelze nahradit jednoduchym modelem, ktery by vystihl vSechny vlivy
ovliviujici jeji chovani. Poddajnost téles, kontakty a vliv tfeni nebo pouhé spojovani
jednotlivych ¢asti soustavy ma za nasledek vyznamné zmény (nejen) dynamickych
vlastnosti soustavy.

Rozvoj vypocetnich nastroji tento ukol zna¢né usnadnil, pfedev$im moznosti
tvorby virtudlnich vypoctovych modell nejen geometrie, ale 1 vazeb, kontaktl ¢i materialii.
Zasadnim ukolem je nalezeni metodiky, jak vyuzit téchto dostupnych néstrojii k vytvofeni
platnych modelli, a zarovenl hledani zpusobu jejich verifikace. Tento ukol je v pfipadé
popisu dynamickych vlastnosti obtizny, protoze pii tvorbé modelti by mély byt postihnuty
vSechny vlivy, které mohou tyto vlastnosti ovliviiovat. Obecné tyto vlivy spadaji do mnoha
oborti: mechaniky téles — popis statiky, kinematiky a dynamiky soustav, deformace
téles a jejich mezni stavy, materidlovych véd — vliv struktury a degradace materiald,
hydrodynamiky — popis vlivu proudéni, kontaktu téles s kapalinou, a mnoha dalsich.
Problém popisu dynamickych vlastnosti soustav se tedy stava multioborovym.
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2. FORMULACE PROBLEMU

2. FORMULACE PROBLEMU

Pro moderni technické soustavy, napt. vyrobni stroje, je charakteristické, ze se
skladaji modularné z mnoha samostatnych dili (viz model vertikalni frézy na Obr. 1).
Velky pocet dili znaén€¢ komplikuje proces tvorby vypoctovych modeli a analyzy
provadéné na téchto modelech jsou zpravidla ¢asové velmi naroéné. Harmonicka ci
transientni analyza mtze na modelu s fadové stovkami tisic az miliony stupni volnosti
zabrat desitky az stovky hodin, nemluvé o mozné nestabilité a Spatné konvergenci vlivem
materialovych, kontaktnich ¢i dalSich nelinearit.

Obr. 1: Vypoctovy model vertikalni frézy (prevzato z [1])

Proto je snahou vyuzit znamych vlastnosti jednotlivych modulti ¢i podsestav,
uréenych bud’ experimentalng, nebo pomoci vypoctového modelovani, pro stanoveni
vlastnosti zatizeni jako celku. Cely tento proces ¢asto probiha jiz v predvyrobni fazi, takze
je kladen daraz na ¢asovou nendroc¢nost. Jestlize by byly nalezeny vhodné metody, pomoci
kterych by Slo zjednodusit vypoctové modely a tim 1 zkratit dobu nutnou na provedeni
klicovych analyz, bylo by mozné urcit dynamické vlastnosti vyrobku Vv ptedvyrobni fazi
v fadove kratSim cCase.
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2. FORMULACE PROBLEMU

Zjednodusovani vypoctovych modeli je dalezité 1 ve vyvojové fazi, jejimz cilem je
zajistit inovaci vyrobku nebo jeho optimalizaci pro plnéni dané funkce. Jelikoz oba tyto
procesy jsou zpravidla iteracni, uspora Casu pii tvorbé vypoctovych modelli a provadéni
analyz se projevi jesté vyraznéji. To je velikou motivaci pii hledani takovych metod, které
by oproti stavajicim byly jednodussi a ptitom davaly vysledky s pozadovanou piesnosti,
a vyuzit je ke zkraceni ¢asu nutného k vyvoji vyrobku.
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3. CILE RESENI

3. CILE RESENI

Zkoumame-li dynamické vlastnosti realné soustavy, provadime to zpravidla skrze mnozinu
diskrétnich méficich bodi, jejichz poloha odpovidd umisténi pisluSnych snimaci. O tom,
jak se soustava projevuje v nesnimanych bodech, nemame objektivni predstavu. I prestoze
jsou vSechny realné soustavy vice ¢i mén¢ nelinedrni, v mnoha ptipadech je pii vytvareni
modelt linearizujeme. Diky tomu zlstava platny princip superpozice, ktery tika, Zze
celkovou odezvu soustavy mtizeme ziskat jako linedrni kombinaci dil¢ich odezev. Kazdou
redlnou soustavu obsahujici mnozinu méficich bodii a mnozinu bodl, ve kterych je
pfitomno vnéjsi buzeni, muzeme tedy nahradit souborem systému s jednim vstupem
ajednim vystupem (SISO), respektive vice vstupy a vice vystupy (MIMO), jejichz
kombinaci ziskdme popis celé soustavy. Pravé na této mySlence je postaveno feSeni
problému tvorby jednodussich modelt, kdy dochazi k nahrazeni modelu s n stupni volnosti
modelem s m stupni volnosti, kdy m odpovida poctu bodi, v nichz dochazi k buzeni nebo
V nichz nés zajimaji projevy. Cilem je, aby m bylo fddové nizsi, nez n.

Tato diplomova prace ma za Ukol analyzovat potencial dostupnych vypocetnich
nastrojii pro prevedeni komplexnich modeli technickych soustav v modely jednodussi
a jejich integraci s experimentalnimi modely.

Dosud byla formulovana fada metod, které byly dosud aplikovany pievazné
v jinych technickych oborech, avSak které mohou byt vyuzity i pro feSeni problému
urCovani dynamickych vlastnosti technickych soustav. Tato prace si davéa za cil nekteré
z téchto metod nalézt, provést jejich popis na teoretické Urovni a vyuzit je pro urceni
dynamickych vlastnosti readlné soustavy. Dalsi z cili je provést srovnani téchto metod
z hlediska vyuzitelnosti pro feseni technickych problému v praxi.
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4. POPIS DYNAMICKYCH SOUSTAV

4. POPIS DYNAMICKYCH SOUSTAV

Pii praci s dynamickymi soustavami je nutné si nejdfive ujasnit, jakymi zpusoby se da
vyjadrit jeji popis. Ten se odviji zejména od povahy pfitomného tlumeni, kdy rozliSujeme
dva ptipady.

V prvnim piipadé méjme slabé tlumenou soustavu, ve které je tlumeni zptisobeno
ztratami ve vazbach a v materidlu samotném. Takovéto tlumeni nejCastéji realizujeme
pomoci modelu proporcionalniho tlumeni, ktery nam umoziuje pievést problém feSeni
soustavy provazanych diferencialnich rovnic na soustavu nezavislych diferencialnich
rovnic, z nichz kazda predstavuje jeden nezavisly mod vibraci s pfislusSnym pomérnym
utlumem.

V druhém ptipadé méjme soustavu se silnym tlumenim, coz mlze znamenat piipad
soustavy, ve které se vyskytuji Eleny, jejichz primarni funkci je vnaset do ni tlumeni.
V takovémto piipadé nadm nezbyva nic jiného, nez feSit soustavu provazanych
diferencialnich rovnic popisujicich takovouto soustavu.

Zpravidla nas pii praci s dynamickymi soustavami zajima jejich odezva bud’
v ¢asové, nebo ve frekvenéni oblasti. ReSeni takové tilohy znamena provedeni harmonické
¢i prechodové (transientni) analyzy, z nichz obé predstavuji casové velmi naro¢ny krok pfti
vypoctovém modelovani. Z tohoto divodu je dobré si vybrat jiny vhodny popis, ktery by
nam umoznil provést jednodussi a Casové méné narocné simulace. Takovym muze byt
naptiklad popis pomoci:

e nul, pold a zesileni (Zero-Pole-Gain)
e pienosové funkce (Transfer Function)
e stavového modelu (State-Space System)

Schematicky jsou tyto moznosti znazornény na Obr. 2.

V inzenyrské praxi Casto pracujeme se soustavami s velkym poctem stupni
volnosti. Abychom mohli aplikovat vySe zminéné zplsoby popisu, je vhodné soustavy
nejdiive zredukovat na nejmensi mozny pocet stupiit volnosti. Toho je docileno s ohledem
na okrajové podminky a métené ¢i pozorované stupné volnosti. Z toho divodu jsou do
prace zaclenény i nékteré z pouzivanych metod redukce.
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4. POPIS DYNAMICKYCH SOUSTAV

Dynamicka soustava
Soustava provazanych
diferencidlnich rovnic ve
fyzikalnich soufadnicich

\ Y Y

Pfenosova| |Stavovy

Nuly, pdly, zesileni funkece prostor

Y
Reseni
Frekvenéni oblast
Casova oblast

Obr. 2: Popis dynamické soustavy
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5. TEORIE SOUSTAVY S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

5. TEORIE SOUSTAVY S JEDNIM STUPNEM
VOLNOSTI

Pti popisu slozitych technickych soustav je snahou inzenyra vytvofit co nejjednodussi
model, ktery bude pro dany problém davat uspokojivé vysledky. Z hlediska dynamiky
predpokladame, Ze soustava s mnoha stupni volnosti (MDOF — Multiple Degree of
Freedom) lze rozlozit na mnozinu prvku typu o jednom stupni volnosti (SDOF — Single
Degree of Freedom), které jsou vzajemné propojeny. Metoda konecnych prvki, jakozto
nejrozsifenéj$i metoda v inzenyrské praxi, pracuje s kontinuem rozlozenym na soustavu
SDOF. Umime-li tedy popsat vlastnosti a chovani SDOF, mizeme je integrovat do

vvvvvv

Je vhodné zacit popisem zakladni SDOF soustavy znazornéné na Obr. 3. Tato
soustava se sklada ze tii ¢lent, hmotnosti m, tuhosti k a viskdzniho tlumeni b. Soustava ma
zminény jeden stupen volnosti, tj. je umoznén pohyb pouze ve sméru X a je buzen obecné

¢asove€ proménnou silou f.
X(1)

- f(t)
m =

b

Obr. 3: Systém s jednim stupném volnosti

5.1. Pohybova rovnice

Pohybova rovnice takovéto soustavy miize byt vyjadiena jako

mx(t) + bx(t) + kx(t) = f(¢t) (5.1)

Po aplikaci Laplaceovy transformace na rovnici (5.1) dostavame tvar
ms?x(s) + bsx(s) + kx(s) = f(s) (5.2)

Piedpokladame-li soustavu bez tlumeni, zjednodusi se rovnice na tvar
mi(t) + kx(t) = f(t) (5.3)
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5. TEORIE SOUSTAVY S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

5.2. Modalni vlastnosti soustavy

Modalnimi vlastnostmi SDOF rozumime pfedevsim vlastni frekvenci netlumené soustavy,
vlastni frekvenci tlumené soustavy a pomérny utlum. Ziskame je z pohybové rovnice (5.3)
za piedpokladu nulového buzeni, tj. f(t) = 0.

Pti nulovém buzeni predpokladame feSeni ve tvaru
k—w*m=0 (5.4)

z ¢ehoz muzeme vyjadrit vztah pro netlumenou vlastni frekvenci wq

wo = |~ (5.5)

Resenim rovnice (5.2) moZeme uréit dals§i z modalnich vlastnosti soustavy. Reseni
predpokladame ve tvaru

b\* k _ N (5.6)

b
S12 = — m *
kde b, znaci pomérny Gtlum, nékdy znaceny téz &, vyjadieny jako
b b
bkrit B Nﬁ

Z rovnice (5.6) je zfejmé, ze vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzena, skladaji se tedy z realné
a imaginarni Casti. Redlna Cast wob, ma charakter tlumeni a Casto je oznaCovana jako
soucinitel doznivani

b,=¢= (5.7)

b
0= wobp = % (58)

Imaginarni ¢ast predstavuje vlastni frekvenci tltumené soustavy
W = Wy 1- pr (59)

Tyto charakteristiky hraji zésadni roli pfi posuzovani chovani kmitavych dynamickych
systémull. Na zdklad¢ hodnoty pomé&rného Gtlumu miZzeme rozlisit tii stavy:

e b,>1 soustava je pretlumena
e b,<1 soustava je podtlumena
e b,=1 soustava je kriticky tlumena

Pii dosazeni kritické hodnoty tlumeni je soustava charakterizovana tim, Ze jeji vlastni
frekvence tlumeného kmitani je nulové a chovani je na hranici aperiodicity.
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5. TEORIE SOUSTAVY S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTI

5.3. Prenosova funkce soustavy

Pfenosovou funkci rozumime pomér vystupniho a vstupniho signalu. Pro SDOF je vstupem
1 vystupem pouze jedina veliCina, soustavu tedy mizeme popsat pomoci jediné pienosové
funkce na zakladé rovnice (5.2) ve tvaru

(5.10)

1
x(s) 1 m
b

f(5) ms:+bs+k k

s?+os+ o

Zavedenim substituce s = iw muizeme pienosovou funkci prevést do tvaru obecné
znaceného jako FRF (Frequency Response Function) nebo také dynamické poddajnost G.

x(w) 1

G = = 5.11
(@) = )~ “otmt iwb T k 611)
5.3.1. Casova oblast
Zapiseme-li pfenosovou funkci (5.11) v exponencialnim tvaru, dostavame
G(w) = e ~5@ot sin(wy,t) (5.12)

(O]

Na zaklad¢ ptenosové funkce ve tvaru (5.12) mizeme vykreslit odezvu SDOF v Casové
oblasti (Obr. 4).

amplituda
———- Ae Lot

/\‘ — Ae“dsin(w,t)
Ny
0 \/ \/ \/ ----------- t [s]

Obr. 4: Odezva SDOF v casové oblasti

5.3.2. Frekvenéni oblast

Pro urceni odezvy ve frekvencni oblasti vyuzijeme prenosovou funkci ve tvaru (5.11),
kterou rozdélime na dva cleny: amplitudu a fazi. Amplitudu ziskdme jako absolutni
hodnotu z vyrazu (5.11), ktera pro SDOF ma tvar [2]:
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x(w)| 1
f(w) \/(k —mw?)? + (bw)?

Fézi ¢(t) uré¢ime jako fazovy posuv mezi budici silou a odezvou, ktery ma pro SDOF tvar

[2]:

A(t) = (5.13)

(©) = bw
P = The?

S vyuzitim rovnic (5.13) a (5.14) mizeme vykreslit odezvu SDOF ve frekvenéni oblasti
pomoci amplitudové a fazové charakteristiky (Obr. 5).

Amplitudo-frekvencni charakteristika SDOF

(5.14)

2

10 E—
{=0.001
: (=02
© | ——=04
—
E (=086
= 10’ (=08 ||
= - M
= Cono
10'2 ; i I L I i I |n 1 | | ot \
10 10 10
Frelvence [radfsec]
Fazovo-frekvenéni charakteristika SDOF
0 H T T T T T T T
50
T
£ 100
L
450
10™

Frelyvence [radfsec]

Obr. 5: Odezva SDOF ve frekvencni oblasti

5.4, Poly, nuly a zesileni

Chceme-li SDOF popsat pomoci p6lt a nul, budeme vychazet z prenosové funkce soustavy
(5.11). Na zaklad¢ polohy pold a nul v komplexni roviné¢ dokazeme vyhodnotit vlastnosti
dynamického systému, jako je naptiklad stabilita, fdzovost a kmitavost.
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5.4.1. Pély

Poly soustavy, taktéz nazyvané jako vlastni Cisla nebo rezonan¢ni frekvence, odpovidaji
koteniim charakteristické rovnice (jmenovateli pfenosové funkce). Jejich hodnota zavisi
pouze na rozlozeni hmotnosti, tuhosti a tlumeni v systému, nikoli na okrajovych
podminkéach a umisténi vystupti. Pro tlumenou SDOF jsou pdly vyjadieny rovnici (5.6).
Protoze maji pdly charakter komplexniho ¢isla, respektive komplexné sdruzeného disla,
mizeme je zakreslit do komplexni roviny (viz Obr. 6).

real

komplexné
sdruZeny po6l

Obr. 6: Zobrazeni polit SDOF v komplexni roviné

5.4.2. Nuly

Pro kazdy systém s jednim vstupem a jednim vystupem (Single-Input-Single-Output, SISO)
jsou nuly definovany jako kofeny Citatele prenosové funkce. Na rozdil od poéld, které jsou
charakteristikou dynamického systému a nezavisi na volbé prenosové funkce, nuly se lisi
pro kazdou z prenosovych funkei systému. V SISO systémech odpovidaji nuly frekvencim,
pii kterych je pfenosova funkce rovna nule.

Vyznam nul pfenosovych funkci v MIMO systémech popisuje Hatch v [3] na
ptikladech soustav s nékolika stupni volnosti jako poly systému s vazbou, které vzniknou
nalevo a/nebo napravo od jednoho ¢i vice prvki v systému, kterym predepiSeme tuhou
vazbu. Nazorné to vysvétluje Obr. 7.
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z'l ,—>22 ,—>23 |—»zn2),—» z(n-1) ,—»zn

%\,—{m}—'\,—{mz}—«,—{mstMms}-«f.. M”"Mm}_«,—{ M }_,\,_F

> Fi [ n)
m{n-

f o Lo Lo P o[ o woe T T [ (A

No Degrees of Freedom to No Degrees of Freedom to

Left of Constrained DOF: Right of Constrained DOF:

No Zeros No Zeros
|—r F5 ,—;- z(n-2)
% m ] m2 el mo ] me B e eee [T T L] T L
| | | |
Four Degrees of Freedom to Two Degrees of Freedom to
Left of Constrained DOF: Right of Constrained DOF:
Four Zeros Two Zeros
’_, z3,F3
m(n-
I I O S T o W B Bl o me
(n-3) Degrees of Freedom
Two Degrees of .Freedom _to to Right of Constrained
Left of Constrained DOF: DOF:
Two Zeros Number of Zeros for Driving (n-3) Zeros
Point Transfer Function
(n-1)

Obr. 7: Nuly prenosovych funkci pro MDOF (prevzato z [3])
5.4.3. Zesileni

Zesileni systému urc¢ime z pienosu tak, Ze dosadime za argument Laplaceovy transformace
s=0.
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6. TEORIE SOUSTAVY S VICE STUPNI VOLNOSTI

V obecnéjSim piipadé ma technickd soustava 2 az n stupna volnosti. Matematicky popis
jejich dynamickych vlastnosti neni na poctu stupiiti volnosti zavisly, na rozdil od SDOF,
kde meéla hmotnost, tuhost, tlumeni, vychylka a buzeni charakter skalarni veli¢iny,
Vv ptipadé MDOF se jedna o matice.

6.1. Pohybova rovnice
Pro soustavu s n stupni volnosti ma pohybova rovnice tvar
Mix(t) + Bx(t) + Kx(t) = f(t) (6.1)

kde M je matice hmotnosti o rozmérech n X n, B je matice tlumeni o rozmérech n X n, K
je matice tuhosti o rozmérech n X n, x(t) je ¢asové zavisly vektor posuvli o rozmérech n x
1a f(t) je vektor ¢asove zavislych vnéjsich zatizeni o rozmérech n X 1.

Stejné jako v ptipadé SDOF muzeme aplikovat Laplaceovu transformaci a prevést rovnici
(6.1) na tvar

Ms?x(s) + Bsx(s) + Kx(s) = f(s) (6.2)
V piipad¢ netlumené soustavy se rovnice zjednodusi na tvar
Ms?x(s) + Kx(s) = f(s) (6.3)

6.2. Modalni vlastnosti soustavy
Vektor netlumenych vlastnich frekvenci ziskdme z rovnice pro volné netlumené kmitani
Mx(t)+ Kx(t) =0 (6.4)
Reseni hleddme ve tvaru
x(t) = xe'@t (6.5)

kde x je vektor ¢asové nezavislych amplitud vychylek. Dosazenim predpokladaného tvaru
feseni (6.5) do rovnice (6.4) dostavame tvar

(K — w?>M)x = 0 (6.6)

Protoze trivialni feSeni této rovnice (x = 0) pro nads nemd vyznam, jediné dalsi fesSeni je
mozné pfi splnéni podminky, Ze determinant matice K — w?M je roven nule:

det|K — w?M| =0 (6.7)

To vede na charakteristickou rovnici polynomického tvaru, jejiz kotfeny jsou vlastni
frekvence netlumené soustavy:

ana)ZTl + an_lwz(”_l) + o4 alwz +ay = 0 (68)

kde a,, .., a, jsou realné konstanty.
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Podrobnéjsi popis problematiky MDOF je mozné nalézt napi. v [3], [4] nebo [5].

6.3. PFenosova matice soustavy

Na rozdil od SDOF, ktery se dal popsat jedinou pienosovou funkci, pro soustavu s n stupni
volnosti mame N X n pienosovych funkci. Zapisuji se ve form¢ matice, kterou nazyvame
pfenosovou matici soustavy. Mizeme ji vyjadfit ve tvaru

n

x;(s) XnjiXnki

G(s) = 2222 = z (6.9)
Tk fr(s) = §% + 2&;wo;S + wg;?

kde xp,jixnk; vyjadiuje diadicky soucin prvkl modalni matice, w; je i-ta vlastni frekvence
netlumené soustavy a &; je pomérny Gtlum pro i-tou vlastni frekvenci.

6.4. Stavovy prostor

Stavovy prostor je dal§i z moznosti matematického popisu dynamické soustavy. Vychazime
ze zakladnich rovnic

x =Ax + Bu

6.10
y =Cx+ Du (6.10)

kde x je vektor stavil, u je vektor vstupt a y je vektor vystupt. Matice A se nazyva matice
systémova, matice B matice vstupd, matice € matice vystupti a matice D matice vazebna.
Stavovy vektor ma rozmér p X 1, kde p je pocet stavi (vychylka a rychlost), vektor vstupti
ma rozmér g X 1, kde q je pocet vstupnich proménnych a vektor vystupli ma rozmér r X 1,
kde r je pocet vystupnich parametrti. Rozméry matic 4, B, € a D se odviji od velikosti
parametrt p, g a r nasledovne:

A pxp
B:pxq
cC:rxp
D:rxq

Schematicky jsou rozméry matic stavového prostoru znazornény na Obr. 8.

p q=in
p A B
r = out C D

Obr. 8: Charakteristické rozméry matic stavového prostoru
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Vztah mezi stavovym prostorem a pienosovou matici soustavy se da popsat nasledovné:

G(s) = % =C(sI-A)'B+D (6.11)

kde I je jednotkova matice.

6.5. Redukce poctu stupiit volnosti

Zasadnim krokem pfti snaze zkratit vypocetni Cas nutny k provedeni pozadovanych simulaci
dynamickych vlastnosti soustav je vhodné zredukovani poctu stupiii volnosti. V dnesni
dob¢é existuje fada metod, znichz nékteré jsou implementovany do komer¢nich
vypocetnich softwarti. V této kapitole budou zminény jen nékteré z nich.

6.5.1. Guyanova staticka redukce

Jednd se o jednu z nejrozsifengjSich metod redukce, ktera spociva v rozdéleni stupiti
volnosti na tzv. master a slave. Master stupné volnosti odpovidaji pozorovanym stupinim
volnosti, kdezto slave odpovidaji vSem zbylym. Na zakladé toho jsou rozd€leny i matice
hmotnosti a tuhosti.

e g B Lo B [ B U N 2

kde index m odpovida master stupiiim volnosti, index s odpovida slave stupiitim volnosti.
Nésledné jsou zanedbany setrvaéné ucinky a vyjadfeny redukované matice hmotnosti
a tuhosti.

(6.13)

Matice T je transformacni matice.

6.5.2. Craig-Bamptonova metoda redukce

Craig-Bamptonova metoda modalni syntézy (Component Mode Synthesis, dale jen CMS,
[6], [7], [8]) umozZiiuje reprezentovat pruzné té€leso syntézou modalnich tvart jako modalné
pruzné téleso [9]. Jinak feceno predpokladame, ze realna deformace télesa lze vyjadrit jako
linearni kombinace modalnich tvarg.

Metoda je zaloZena na rozdéleni modelu na dvé skupiny uzld, hrani¢ni a vnitini.
Buzenim jednotlivych hrani¢nich stupniii volnosti jednotkovym zatizenim ziskame statické
tvary prvku, které jsou nasledné uspofadany do matice vazebnych médu [¢h.]. Pro soustavu
S n stupni volnosti existuje vzdy n vazebnych modi. Modalni analyzou télesa pfi zamezeni
pohybu vSech hrani¢nich uzli dostaneme skutecné vlastni mody télesa, které jsou nasledné
uspofadany do matice normalnich modu [¢,,]. Pro soustavu s n stupni volnosti existuje
vZdy n normalnich modi. Pro stanoveni redukovanych matic hmotnosti a tuhosti budeme
vychazet ze zakladni pohybové rovnice bez tlumeni [8]
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[Mpal{ita} + [Kaal{ua} = {F(®)} (6.14)
Aplikovanim Craig-Bamptonovy transformace na vnitini a hrani¢ni prvky ptepiSeme vektor
stupnit volnosti do tvaru
Uy I 0 ] up
= = 6.15
wd =0t =1 ol(a) (6.15)

Kde u, je vektor vSech stupni volnosti, u; je vektor hrani¢nich stupnd volnosti, u; je
vektor vnitfnich (zbylych, leftover) stupiti volnosti a q je vektor modalnich stupni
volnosti. Craig-Bamptonova transformaéni matice je definovana jako

(sl = [‘I;c ‘I;)n] (6.16)

Kombinaci rovnic (6.14), (6.15) a jejich vynasobenim transponovanou transformacni
matici [@cp]” ziskdme

u Uup F
dcp [MAA]¢CB{ --b} + ¢rp[KaalPcn { } = ¢rp {Fb} (6.17)
q q L
Transformované matice hmotnosti a tuhosti vyjadiime ve tvaru
My, M,
[Mcg] = ¢tp[Masldcs = M. M !
ab Taa (6.18)
T Ky, O
[Kcpl = ¢pcplKaalder = | Ky
Zpétnym dosazenim do rovnice (6.17) dostaneme
Mbb Mbq {ub} Kbb 0 Uy Fb
.+ = 6.19
Mg, Mg llqg 0 Kg {q} {0} (6.19)

Protoze metoda je zaloZena na ptedpokladu, Ze vné&jsi zatiZeni je zavedeno pouze do
hrani¢nich uzld, ¢len Fj je nulovy. Pomoci transformovanych matic hmotnosti a tuhosti
muzeme vyjadfit vyslednou pohybovou rovnici zahrnujici i tlumeni

ﬁzz Mlbq {ZD}J’[g zgw]{i;b}Jr[Ké’b a())z] (={" 6o

kde ¢len 2§ w odpovida modalnimu tlumeni a § Ciniteli tlumeni.
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7. MODALNI ANALYZA

Modalni analyza je jeden z nejpouzivanéjSich ptistupt pro posouzeni dynamického chovani
konstrukce. Vystupem modalni analyzy je soubor vlastnich Ccisel, odpovidajicich
rezonan¢nim frekvencim soustavy, a vlastnich tvart, které kvalitativné popisuji charakter
deformace pifi dosazeni dané rezonancni frekvence. Jde o velice mocny nastroj, ktery
vynika nejen svou jednoduchosti, ale 1 interpretovatelnosti jejich vysledkl. Protoze modalni
analyza predpoklada, ze jednotlivé mddy jsou na sob¢€ nezavislé (plati princip superpozice),
je snahou rekonstruovat celkovou odezvu soustavy sjednocenim jednotlivych moédu
(modalni superpozice).

Modalni redukce umoznuje pievést pro soustavu s N-stupni volnosti ptislusnych n
svazanych diferencialnich rovnic na n nezavislych diferencidlnich rovnic, z nichz kazda
odpovida ptislusSnému modu vibrace. Jestlize jsou pak znadmy vlastni frekvence a vlastni
tvary, je velmi jednoduché si predstavit schovani struktury v jednotlivych médech, coz je
prvni krok k pochopeni dynamickych vlastnosti dané soustavy. Tato problematika je
podrobné popsana v [3].

Analyzu linedrni dynamické soustavy mlizeme rozdélit do nékolika krokt:

1. Reseni problému vlastnich ¢isel u netlumené soustavy, jehoZ vystupem jsou vlastni ¢isla
(rezonanéni frekvence) a vlastni vektory.

2. Vyuziti vlastnich vektor pro pfevedeni soustavy n provazanych diferencialnich rovnic
na n nezavislych diferencialnich rovnic, coz pievadi feSeni MDOF s n stupni volnosti na n
nezavislych SDOF.

3. Ur¢eni ptispévki jednotlivych modi do celkové odezvy soustavy. V tomto kroku je
provedena rovnéz selekce modu, které bud’ nemohou byt vybuzeny, nebo nas nezajimaji.

4. Sestaveni stavovych matic, konkrétné systémové matice A, vstupni a vystupni matice B
a C, které jsou zavislé na zvolenych vstupnich a vystupnich stavech. Vazebna matice D je
pro vétSinu inzenyrskych problémi nulova.

5. ProtoZe tlumeni je v inZenyrské praxi nejcastéji modelovano jako proporcionalni
tlumeni, tedy jako linearni kombinace matice hmotnosti a tuhosti, miiZeme timto zpisobem
resit 1 slabé tlumené soustavy se zachovanim nezavislosti jednotlivych rovnic.

V nésledujici ¢asti této kapitoly si budeme ilustrovat tento postup na obecné
soustave se tfemi stupni volnosti, viz Obr. 9.

7.1. Pohybové rovnice

Budeme vychazet ze zakladnich diferencialnich pohybovych rovnic této soustavy.
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X, (t) X,(t) x,(t)
’% ﬁ

m m l’Il3

b -
f (1) £ (1) f(t)

Obr. 9: Schéma soustavy se tremi stupni volnosti
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myX; + byXy + by (% — %) + kyxy + k(X — x3) = f1(t)
MyXy + by(X — %Xp) + by (X — X3) + ka(xy — x1) + k(X2 —x3) = f (7.1)

mzXs + b3 (X3 — %) + k3(x3 — x3) = f3(¢t)

Pro jednoduchost budeme ptedpokladat nulové tlumeni, tj. by = b, = b; =0 a dile
predpokladat rovnost tuhosti, tj. k; = k, = k3 = k a hmotnosti, tj. m; = m, = m3; = m.
Soustavu uvazujeme jako volnou, tj. neni spojena se zakladnou. Pro analyzu vlastnich
modu je rovnéz nulové buzeni, tj. f; = f, = f3 = 0. Pii zavedeni uvedeného zjednoduseni
dostaneme nasledujici soustavu rovnic v maticovém zapisu

m 0 0][*% k -k 0][* 0
[O m 0] X+ |-k 2k —k|[*X]|=]0 (7.2)
0 0 mllxs 0 -k kllX3 0

7.2. Vlastni Cisla soustavy

Kazda soustava s vlastnostmi definovanymi vySe je charakteristickd vlastnimi mody, coz
znamend, Ze vSechny prvky soustavy budou pii urcitych frekvencich kmitat na stejné
frekvenci a se stejnou fazi. Jinak feceno, vychylky vSech prvkl soustavy dosdhnou svého
maxima ¢i minima ve stejny okamzik. Zapis normalnich modi muze byt proveden jako [3]:

X; = Xpy; Sin(w;t + @;) (7.3)

kde x; je vektor vychylek vSech prvka soustavy pro i-tou vlastni frekvenci, x,,; je vlastni
vektor pro i-tou vlastni frekvenci, w; je i-ta vlastni frekvence a @; je fazovy posuv.

Hledani vlastnich ¢isel a vlastnich vektorii soustavy znamena feseni rovnice
mx+kx=0 (7.4)

Pii dosazeni ptedpokladaného tvaru feSeni z rovnice (7.3) a jeho druhé derivace dostavame
tvar:
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m[—w;2x; sin(w;t + @;)] + k[Xp; sin(w;t + ¢;)] =0 (7.5)
Po vykraceni ¢lent se sin dostavame vysledny tvar:
—a)izmxmi + kxmi =0 (76)
Pro feSeni této rovnice je dobré prevést ji do standartniho tvaru
(k — a)izm)xmi =0 (77)
V maticovém zapise
k -k 0 m 0 O
H-k 2k —k|l—-w?|0 m 0|txmi=0 (7.8)
0 -k k 0 0 m
Sloucenim matic dostavame:
_k — (,l)izm —k 0
—k 2k — w*m —k Xmi =0 (7.9)
0 —k k —w;*m

Aby tato soustava méla jiné nez netrividlni feSeni (x,,; = 0), musi byt splnéno, Ze
determinant matice je roven nule. To, jak bylo zminéno v kapitole (6.11) vede na
polynomickou rovnici, jejiz kofeny jsou vlastni ¢isla soustavy odpovidajici rezonan¢nim
frekvencim.

—m3w® + 4km?w* — 3k*mw? =0

(7.10)
w?(—m3w* + 4km?w? — 3k*m) =0
Resenim rovnice pro w? dostavame tii pary vlastnich &isel:
(1)1 = O

3k

(1)2 = i —
m (7.11)

w3 =% |—

7.3. Vlastni vektory soustavy

Kazdému vlastnimu ¢islu soustavy uvedenému v rovnici (7.11) piislusi vlastni vektor x;.
Protoze vlastni vektor popisuje deformaci soustavy pii rezonanci pouze kvalitativné, je
nutno si zvolit referenéni stupent volnosti, ke kterému budou vSechny ostatni vztaZeny.
Zvolime-li jako tuto referenci naptiklad soufadnici x;, pak feSenim soustavy rovnic (7.9)
dostavame vlastni vektory soustavy ve tvaru

30



7. MODALNI ANALYZA

7.4. Modalni matice soustavy

Po ziskani vlastnich vektorti je dalSim krokem jejich slouceni v modalni matici, jejiz
struktura je znazornéna na Obr. 10.

mod: 1 2 3

X | X | X | = DOF1
X= | %o X X | = DOE2
Xn131 Xm32 Xm33 = DOF 3

A F T‘

vlastni vektor: X, X, X,

Obr. 10: Struktura modalni matice

Pro nasi soustavu ma modalni matice tvar

1 1 1
Xy = [1 0 —2] (7.13)
1 -1 1

7.5. Soustava nezavislych rovnic

V tomto okamziku mame pfedstavu o vlastnich frekvencich a vlastnich médech uvazované
soustavy. V redlnych tlohach nas zajima zejména odezva soustavy na budici signal riiznych
charakteri, coZz vede na ptechodové ¢i harmonické analyzy. JelikoZ mame v tuto chvili
soustavu popsdnu ve fyzikdlnich soufadnicich pomoci soustavy provazanych
diferencialnich rovnic, vyzadovalo by feSeni odezvy systému numerickou integraci téchto
rovnic, coZ pro slozité inzenyrské ulohy piinasi spoustu problémul. Z tohoto divodu je
vhodné si systém provazanych diferencialnich rovnic (7.1) pfevést na systém nezavislych
rovnic, coz znamena ptechod z fyzikalnich do modalnich soutadnic. Matematicky to lze
provést diagonalizaci matic hmotnosti, tuhosti a v pfipad€ buzené soustavy i1 vektor buzeni.
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Protoze v realnych ulohéach je model tlumeni proporcionalni, tj. jako linedrni kombinace
matic tuhosti a hmotnosti, neni nutno ji v tomto kroku uvazovat.

Diagonalizaci je mozno provést vynasobenim jednotlivych Clentt matic hmotnosti
a tuhosti zprava a zleva vlastnimi vektory, jak je naznaceno v rovnici (7.14).
— T
mi; = xmimemi (7.14)
kii = Xmi" KX,
Lepsim pfistupem je vyuziti normalizované modalni matice, kterou jsou matice hmotnosti
a tuhosti diagonalizovany v jednom kroku, jak je nazna¢eno v rovnici (7.15).
m, = x,,. mx,,

(7.15)
k, = x,,"kx,,

Z tohoto diivodu je vhodné si uvést i techniky normovani modalni matice.

7.5.1. Normovani modalni matice

Jak bylo zminéno dfive, vlastni vektory popisuji posuvy jednotlivych prvkil soustavy pouze
kvalitativn€, nikoli kvantitativné, coz znamena, Ze si mizeme zvolit zpusob, jakym je
normalizovat. V dne$ni dobé& jsou nejpouzivanéjsi dva zpisoby, normovani vzhledem
k jedni¢ce a normovani vzhledem khmotnosti, z nichz jsou oba platné pii zruSeni
provazanosti soustavy rovnic, avSak vedou na riizné vysledky.

Normovani vzhledem k jednicce

Normovani vzhledem K jedni¢ce znamena tpravu vlastnich vektorti do tvaru, kdy nejvetsi
element v kazdém vektoru je roven jedné. Toho je docileno vyd€lenim kazdého vektoru
nejvetsi hodnotou, kterd se v ném vyskytuje. Pro nas pfipad je normovana modalni matice

znazornéna nize.
1 1 1 1 1 -05
Xm = [1 0 —2] =Xy = [1 0 1 ] (7.16)
1 -1 1 1 -1 -0,5

Tuto normovanou modalni matici vyuzijeme na diagonalizaci matic hmotnosti a tuhosti
dosazenim do vztahu (7.15).

1 1 1 —05
mnzmemxmz[ 1 0 1 ”0 m 0” ]
-1

-05 1 -05 -0,5
3m 0 0
= [ 0 2m O ]
0 0 1,5m
Obdobné pak pro matici tuhosti:

(7.17)
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1 1 179k -k 07[1 1 =05
kn=mekxm=[1 0 1”—k 2k —k”l 0o 1

— 1 — _ -1 -

0 00,5 d 0,51L0 k k111 1 0,5 (7.18)
=10 2k O ]

0 0 4,5k

Normovani vzhledem k hmotnosti

Tato metoda normovani je vychozi pro vétsSinu vypocetnich softwari. Jejim vysledkem je
takova matice hmotnosti, jejiz prvky na hlavni diagonale jsou rovny 1. Normovani
vzhledem k hmotnosti se fidi rovnici (7.19),

Xpiimx,; =1 (7.19)
kde index ni zna¢i normovany i-ty vlastni vektor definovany jako
Xmi Xmi

Xni = = 7.20
N e T .

Po vyjadieni normovanych vlastnich vektoru dle rovnice (7.20) a jejich dosazenim do
rovnice (7.19) dostavame pro nas pfipad tyto normované matice hmotnosti a tuhosti:

100

mnz[o 1 0] (7.21)
00 1
0 0 0]

k,=[0 1 0]— (7.22)
0o 0o 3™

Jak si mizeme vSimnout, normovana matice tuhosti je rovnéz diagonalni a prvky na jeji
diagonale odpovidaji druhé mocniné vlastnich frekvenci. Takto normovana matice tuhosti
se nékdy nazyva spektrdlni matice soustavy.

7.5.2. Pfechod z fyzikalnich do modalnich souradnic

Poslednim krokem z vytvofeni soustavy nezavislych rovnic je ptechod z fyzikalnich do
modalnich soufadnic. K tomu vyuzijeme normované matice hmotnosti a tuhosti, jejichz
tvar byl uveden v ptedchozi kapitole. Soustava diferencialnich rovnic ma stejny tvar jako
(7.4), avsak do ni jsou dosazeny pravé normované¢ matice hmotnosti a tuhosti. Tak
obdrzime tvar

m,xX, + ky,x, =0 (7.23)

kde index p znaci soufadnice v modalnim soufadném systému. Po dosazeni dostavame
systém tii rovnic
jépl =0
(7.24)
Xpp +—Xxp, =0
p2 m p2
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Xp3 +—x,3 =0
p3 T Xp3

Zatimco v systému zavislych diferencialnich rovnic ve fyzikalnim soufadném systému (7.1)
jsou neznamymi veli¢inami polohy a rychlosti jednotlivych prvkl (hmotnosti), v systému
nezavislych diferencialnich rovnic v modalnim soufadném systému (7.24) jsou neznamymi
polohy a rychlosti v jednotlivych modech vibraci.

Po vyfeSeni této soustavy rovnic a zpétné transformaci vysledki z modalniho do

fyzikélniho soufadného systému dostaneme feseni ve fyzikalnim soufadném systému.

7.5.3. Zavedeni okrajovych podminek a zatiZeni

Redlna soustava je charakterizovanad svymi okrajovymi podminkami a vnéjSim zatizenim.
Je proto vhodné rozsifit analytické vztahy popsané vyse o vektory pocatecnich poloh,
rychlosti a zatiZzeni. Protoze ty jsou znamy ve fyzikalnim soufadném systému, my ale tlohu
feSime v modalnim soufadném systému, musime je do n¢j transformovat. Budeme vychazet
ze zékladni pohybové rovnice. Po jejim vynasobeni modalni matici a rozsifeni jednotkovou
matici dostavame tvar [3]:

X, Tmax,x, 1% + x,Tkx,x, " 1x = x,F (7.25)
kde ¢len
x,mx,, je diagonalni matice hmotnosti
x, T kx,, je diagonalni matice tuhosti
x,,~1x je vektor zrychleni v modalnich soufadnicich
x,,~1x je vektor polohy v modalnich soufadnicich
x,,T F je vektor zatiZzeni v modalnich soufadnicich

Okrajové podminky a silové zatizeni transformujeme do modalnich soufadnic na zakladé
(7.25) dle téchto vztaht

Xop = Xn "X
kop == xn_le (726)
F,=x,"F

kde x, a x, jsou okrajové podminky zadané ve fyzikalnim soufadném systému a F je
vektor zatiZzeni zadany ve fyzikalnim soufadném systému.
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7.6. Porovnani soustavy rovnic ve fyzikalnim a modalnim
souradném systému

Soustavy rovnic ve fyzikalnim a modalnim soufadném systému pro uvazovanou soustavu
se tfemi stupni volnosti bez tlumeni jsou shrnuty v nasledujici tabulce (viz Tabulka 1).

Fyzikalni souradnice Modalni souradnice

soustava provazanych diferencialnich rovnic | soustava nezavislych diferencidlnich rovnic

xpl ::Pbl
mljél + klxl + kz(x1 - xz) =F
mzjéz + kZ(xZ - xl) + kz(xz — x3) = FZ sz + axpz = sz

m3.5(:'3 + k3(x3 - xz) = 1 3 .
p3 p3 p3

Tabulka 1: Diferencidlni rovnice MDOF ve fyzikdlnim a modalnim souradném systému

Jak jiz bylo zminéno vySe, proménnymi ve fyzikdlnich soufadnicich jsou vychylky
arychlosti jednotlivych téles (hmotnosti). Proménnymi v modalnim soufadném systému
jsou vychylky a rychlosti jednotlivych médu vibraci.

7.7. Vliv tlumeni

Reélné technické soustavy jsou vzdy tlumené. Presné urceni velikosti a charakteru
takového tlumeni je u komplexnich technickych soustav vSak v dneSni dobé témét
nemozné. K vyuZiti teorie vyuzivajici systému nezavislych diferencidlnich rovnic
vyzadujeme, aby matice tuhosti a hmotnosti byly diagonalni, jeZ dostdvame pouzitim
operaci prezentované v predchéazejici kapitole. Matici tlumeni vSak obecné diagonalizovat
pomoci modalni matice netlumené soustavy nelze.

V piipadé, Ze soustava obsahuje €len s viskoznim tlumenim, lze takovyto c¢len
zaradit do diferencialni pohybové rovnice (6.1) jako matici tltumeni B. To vSak znemoznuje
schopnost diagonalizovat strukturdlni matice a vytvofit systém nezavislych diferencialnich
rovnic.

Z toho divodu se ve vétSin€é technickych aplikaci vyuziva Rayleighliv model
viskdzniho tlumeni, nékdy nazyvany téZ jako proporcionalni tlumeni, ktery definuje matici
tlumeni jako linedrni kombinaci matic tuhosti a hmotnosti.

B = aM + 8K (7.27)

Jestlize dame stranou vSechny prvky soustavy urcené specificky k tlumeni, pak vétSina
realnych technickych soustav vykazuje hodnotu tlumeni (kterd se lisi pro kazdy z moda)
v rozsahu 0,05% + 2% kritického tlumeni [3], které je zplsobeno pievazné hystereznimi
ztratami v materidlu, viskdznimi ztratami pifi interakci télesa s tekutinou ¢i ztratami ve
spojich a kontaktech.
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7.8. Prenosové funkce

V této kapitole je odvozen vztah pro pirenosové funkce obecné MDOF soustavy, na némz je
dale ukazano, ze kazda prenosova funkce se da sestavit jako aditivni kombinace ptispévkl
jednotlivych SDOF soustav, z nichz kazda SDOF je charakterizovana rezonané¢ni frekvenci
odpovidajici jejimu vlastnimu ¢islu a zesilenim danym piislusnym vlastnim vektorem [3].

Ptenosové funkce v modalnim souradném systému sestavime pomoci Laplaceovy
transformace diferencialnich rovnic. V téchto rovnicich se vyskytuje modalni matice ve
tvaru nazna¢eném na ODbr. 10. Obecny tvar ptenosové funkce je pak naznacen v rovnici
(6.9). Pro soustavu se tfemi stupni volnosti obecné rozlisujeme 9 SISO pienosovych funkci
(vztah 3 vstupt a 3 vystupd typu kazdy s kazdym).

Pro sestaveni téchto pfenosovych funkci vyuzijeme pohybovych rovnic v modalnim
soufadném systému (viz Tabulka 1). Provedeme jejich Laplaceovu transformaci, ¢imz
dostaneme tvar

§2xp1(5) + w12 xp1(5) = Fpy ()
§2Xpa(S) + W% x5 () = Fpy(S) (7.28)

$2xp3(8) + w3%xy3(S) = Fp3(s)

kde
(1)12 = O
. k
W2 = (7.29)
3k
2 -
(OVF} m

jsou vlastni frekvence soustavy. Dale vyjadiime cely tvar transformovaného vektoru
zatizeni dle rovnice (7.26).

Fpl Xn11  Xniz  Xn13][F;
Fp = anF = sz = [X¥n21  Xn22 Xn2s||F; (730)
Fy3 Xn31  Xn32 Xn33llF3

Do pohybovych rovnic ve tvaru (7.28) dosadime vektor zatizeni ve tvaru (7.30) a nasledné
z nich vyjadiime vektor posuvi:

Fpi 1 [*n1Fi + Xpa2Fo + Xp13F3)
52 + w42 s2 + w,?
Xp1
oo | 1 Fpz | [*n21Fy + XnaaFa t XnasFs
xp = p2| = > > = > > (7.31)
Xp3 S% + w, s+ w,
Fp3 Xn31F1 + Xn32Fo + X33k
[s2 + w32l L s? + w52 1
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Protoze nas zajimaji prenosové funkce ve tvaru SISO, tedy v zavislosti vzdy na jediné
sloZce buzeni, rozlozime rovnici (7.31) na tfi samostatné ptipady pro F;, F, a F;. Abychom
se dostali zpét do fyzikalniho soufadného systému, je potieba provést zpétnou transformaci,
kterd znamena vyndsobeni téchto rovnic modalni matici. Tim dostdvame v Citateli
jednotlivych ¢lenit diadicky soucin prvk modalni matice.

Ptenosové funkce dostavame jako pomér vektoru posuvi (vystupll) a vektoru
silového zatizeni (vstupil). S vyuzitim indexového zapisu pak dostavame prenosové funkce
ve tvaru:

xj _ xnjlxnkl xnjzxnkz xnj3xnk3
F, s?4+w.? s?+w,?2 s?+ ws?

(7.32)

Rovnice piepiSeme do zjednoduseného tvaru s pouzitim Einsteinova sumacniho pravidla.
m

5o z XnjiXnki (7.33)

2 2
Fy 5%+ w;

=1
kde m je celkovy pocet stupnii volnosti soustavy.

Rovnice (7.33) vyjadiuji pfenosové funkce pro soustavu s m stupni volnosti, ve
které vSak neuvazujeme tlumeni. Pro soustavu s tlumenim maji pfenosové funkce tvar [3]:
m
X Z XnjiXnki (7.34)

Fk N i SZ + Zfi(l)iS + (l)iz
i=

kde ¢ vyjadiuje pomérny Gtlum dany rovnici (5.7).

Rovnice (7.33) a (7.34) ukazuji, ze kazdou pienosovou funkci lze vyjadiit jako
aditivni kombinaci pfispévkti samostatnych SDOF soustav, z nichz kazda je
charakterizovana svou vlastni frekvenci w; a zesilenim, které je dano pfislusnym vlastnim
vektorem. Ten se ve vyjadieném tvaru pfenosové funkce vyskytuje ve ¢lenu

XnjiXnki

o (7.35)

coz je diadicky soucin prvki modalni matice podéleny druhou mocninou vlastni frekvence.
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8. EXPERIMENTALNI MODALNI ANALYZA

Experimentalni modalni analyza je proces ur€ovani modalnich vlastnosti linedrniho, casové
invariantniho (Linear Time-Invariant, LTI) systému. Jejim hlavnim pouzitim je verifikace
analyticky uréenych modalnich vlastnosti (vlastni frekvence, vlastni tvary, tlument), dale je
vyuzivana pro popis dynamickych problémd, jejichz feSeni neni intuitivni, neni ziejmé
z analytického feseni nebo neni vysvétleno na zaklad¢ predchozich zkusenosti [5].

V predvyrobni fazi hraje modalni analyza velky vyznam a je jednim z klicovych
prvkl pfi sestavovani dynamického modelu. Experimentalni modélni analyza umoziiuje
nejen verifikaci analytickych a vypoctovych modelt soustavy, ale i odhad jejich
dynamickych parametri na zaklad¢ identifikacnich metod, které budou rozebrany
Vv nasledujici kapitole.

Zmeény
hmotnosti,
tuhostia
Odhad i
Nfiéfeni = modél:ich—b- MOdélni. — fumen”
odezvy parametrit vlastnosti ‘!f
‘r Y Méfeni Modifikovana
v alni
' SYllt éza odezvy modalni data
Korekce Verifikace dynamického
modelu yn
A modelu Simulace Odezva
‘!’ odezvy soustavy
Reseni
FEM problému Modilni | | ‘f
model vlastnich vlastnosti Model
hodnot redlného
zatiZzeni

Obr. 11: Sestavovani dynamického modelu soustavy (prevzato z [10])

Princip experimentalni modalni analyzy spociva v ureni odezvové funkce na harmonické
(Frequency Response Function, FRF) ¢i impulzni (Impulse Response Function, IRF)
buzeni. Snimacem zrychleni (pfipadné polohy ¢i rychlosti) umisténém na testovaném télese
métime vystupni signal v casové oblasti. T¢leso budime bud’ impulzem pomoci razového
kladivka, pfipadné harmonickym generatorem. Fourierovou transformaci prevedeme
naméfend data z Casové do frekvencni oblasti. Diky této transformaci se redlné funkce
pievedou na komplexni, v nichz redlnd ¢ast odpovida amplitud€ a imaginarni ¢ast odpovida
fazi.

Vlastni tvary ziskame dvéma zptlisoby: bud’ ménime pozici snimace pii zachovani
mista buzeni, nebo naopak ménime misto buzeni pii zachovani polohy snimace. Pocet
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buzenych ¢i snimanych mist odpovida poctu stupni volnosti nasledné¢ sestaveného
modalniho modelu. Postup experimentalni modalni analyzy je naznacen na Obr. 12.

[ ';Ln,‘._ qd‘l\‘lf'\;u\ﬁu/. - n ' )j

Time
Impulse ‘ Reponse

Modal Parameters
*Frequency
*Damping
*Mode Shape

Obr. 12: Postup experimentalni modalni analyzy (prevzato z [11])

Naslednym krokem po urceni odezvy systému je jeho identifikace, tj. proces ztotoziiovani
vhodného matematického modelu s realnou soustavou [12]. Tomu je vénovana nasledujici
kapitola.

39



9. IDENTIFIKACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

9. IDENTIFIKACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Jednou z moznosti pii ur€ovani dynamickych vlastnosti redlné soustavy je vytvoreni jejiho
matematického modelu na zakladé méfenych dat, ktery s dostate¢nou piesnosti popise jeji
chovani. To nazyvame identifikaci dynamického systému. V piipadé dynamickych soustav,
které budou obsahovat prvky fizeni, je popis systému pomoci matematického modelu velmi
zadouci.

Ulohou identifikace linearnich (a nasledng i nelinearnich) dynamickych systému se
inZenyii zabyvaji uz od druhé poloviny minulého stoleti. Od té doby vznikla fada metod
a identifikacnich algoritmti, pomoci kterych se vytvaii pfislusné matematické modely
pozorované soustavy. Popisu vSech téchto metod by mohla byt vénovana samostatna kniha,
z toho diivodu jsou v této kapitole popsany jen nékteré ze zakladnich ptistupti a kroky pii
jejich aplikaci. Dalsim diivodem je fakt, ze mnoho z téchto identifika¢nich algoritma je jiz
zabudovano do vypocetnich softwart, coz cely postup identifikace velmi zjednodusuje.

Problematice identifikace dynamickych systému jsou vénovany naptiklad publikace
[12], [13], [14], [15] a [16]. Schematicky je princip identifikace dynamického modelu
znazornén na Obr. 13

vstup vystup
(méfeny) Dynamicky systém (méfeny)
- s nezndmymi >~
u(t) parametry y(t)
odhadnuty
matematicky
identifikagni model
. algoritmus @)

Obr. 13: Princip identifikace dynamického systému

9.1. Typy identifikacnich modeli

Obecné rozliSujeme tii typy identifika¢nich modelt dynamického systému [16]:

e White Box: Struktura modelu je zalozena na zakladnich fyzikalnich principech
(napfiklad Newtonovy pohybové zakony) a jeho parametry jsou odhadnuty na
zéklad¢ métenych dat.

e Grey Box: Struktura modelu je pouze ¢astecné zalozena na zakladnich fyzikalnich
principech, zbytek modelu a jeho parametry jsou odhadnuty na zakladé¢ méfenych
dat.

e Black Box: Struktura modelu i jeho parametry jsou zcela neznamy a jsou odhadnuty
pouze na zakladé méfenych dat.
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9. IDENTIFIKACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Na vétSinu dnes zkoumanych technickych problémi je z davodu jejich komplexity
nahliZzeno jako na Black Box.

9.2. Matematické modely

vvvvvv

identifikace. V dnesni dob¢ existuje n€kolik nejpouzivanéjSich matematickych modelt pro
identifikaci dynamickych systému typu Black Box. Modely mohou byt zalozeny na popisu
pomoci stavového prostoru, pfenosové funkci nebo jiné parametrické zavislosti vektoru
vystupnich veli¢in na vstupnich. Problematika stavového prostoru a pienosové funkce byla
rozebrana v kapitole 5.3 a 6.4, proto budou v této kapitole uvedeny nékteré matematické
modely, davajici do vztahu vstupni veli¢iny, vystupni veli¢iny a chybu (Sum), vychazejici
Z obecného zapisu [17] daného rovnici

B(z) C(2)
U@+ =77~
A2) A(z)D(2)
kde A, B, C, D jsou polynomy a ¢ je méfitelna chyba vystupu stochastického charakteru.

Zjednodusené modely popsané nize dostaneme dosazenim hodnoty 1 za nékteré
Z polynomt A, B, C, D.

9.2.1. ARX

Model ARX (Auto-Regressive with eXogenous variable) uvazuje pirenosovou funkci ve
tvaru

Y(z) = e(2) 9.1)

B(2)

= 9.2
V() = 45U )+A( 56() 9.2)
Schematicky je model ARX znazornén na Obr. 14.
e(z)
u(z) Jt 1 | y(2)
B(z) O A(z)

Obr. 14: Schéma ARX modelu

Model zahrnuje dynamicky se ménici poruchovy signél a diky jeho jednoduchosti je mozné
velmi rychle numericky urcit jeho parametry.

Pro nelinearni dynamické systémy je modifikovan do podoby NARX (Nonlinear Auto-
Regressive with eXogenous variable), ktery je popsan naptiklad v [18].
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9. IDENTIFIKACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

9.2.2. ARMAX
Model ARMAX (Auto-Regressive Moving Average with eXogenous variable) uvazuje
pienosovou funkci ve tvaru
B(z) C(2)
— 7 9.3

Y(2) ne) U(z) + o) e(2) (9.3)
ze kterého je vidét, ze model ARX je pouze specialnim piipadem modelu ARMAX a to pri
zavedeni piedpokladu C(z) = 1. Schematicky je tento model znazornén na Obr. 15.

e(z)

C(z)
(z) + (z)
= B O g

Obr. 15: Schéma ARMAX modelu

Spolu s modelem ARX je model ARMAX nejpouzivanéjsi model pii identifikaci
line4rnich dynamickych soustav.

Modifikaci tohoto modelu pro nelinearni tlohy je NARMAX (Nonlinear Auto-
Regressive Moving Average with eXogenous variable) popsany napiiklad v [19].

9.2.3. OE

Model OE (Output Error) na rozdil od pifedchazejicich modeli neuvazuje dynamické
poruchy, tedy neobsahuje Zadné parametry pro jejich modelovani. Jeho ptenosova funkce je
zavedena ve tvaru

Y(z) = %U(z) + £(2) (9.4)

Schematicky je model OE znazornén na Obr. 16.

e(z)

u(z) [B(z)| % y(2)
A(z)|

Obr. 16: Schéma OFE modelu
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9.24.BJ
Model BJ (Box-Jenkins) se lisi od piedchazejicich modeld tim, Ze dynamiku systému
a dynamiku poruch modeluje oddélen¢. Uvazuje ptfenosovou funkci ve tvaru

B(z) C(2)
Y(Z) = m U(Z) + mE(Z) (95)

Schematicky je tento model znazornén na Obr. 17.

e(z)

C(z)
D(z)

u(z) [B(z)| .4 y(z)
A(z)|

Obr. 17: Schéma BJ modelu

9.3. Volba modelu

Z predchozi kapitoly lze vidét, ze struktura jednotlivych parametrickych modeli se
v zésadé liSi a kazdy model se hodi pro popis jiného dynamického systému. JelikoZz
strukturu realného systému vsak ve vétSiné pfipadi nezname, volba vhodného popisu se
stdva problematickou. Z tohoto divodu byla formulovana validaéni kritéria, kterd testuji
vhodnost vybraného modelu pro popis identifikované soustavy [16]. Je nutné podotknout,
ze je nutné vhodné zvolit nejen typ modelu, ale 1 jeho tad, tj. pocet optimaliza¢nich
parametrii. Néktera z téchto kritérii jsou napiiklad AIC (Akaike’s Information theoretic
Criterion), FPE (Akaike’s Final Prediction Error) nebo MDL (Rissanen’s Minimum
Description Length).
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10. STRUKTURA RESENI PROBLEMU

Nyni budeme prezentovat aplikaci uvedenych ptistupi na jednoduché redlné soustavé.
Cilem je vytvofeni takovych vypoctovych modelt, jejichz dynamické vlastnosti by na
zvolené urovni odpovidaly vlastnostem redlné soustavy — experimentalniho piipravku.
Schematicky je postup feSeni problému znazornén na Obr. 18.
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Experimentalni Geometrie
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Identifikace systému o
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Obr. 18: Struktura reseni problému

Pro demonstraci zvolenych piistupl byla vytvofena modelova soustava, jejiz struktura byla

volena sohledem na realizovatelnost jak experimentalni soustavy, tak prislusnych
vypoctovych modeld.
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Vlastni feseni problému je mozno rozd¢lit na dveé Casti: experimentalni a simulacni.
V experimentalni ¢asti je na modelové soustavé pomoci razového kladivka a akcelerometru
urcena odezva v ¢asové oblasti. Na zaklad¢ té je provedena identifikace systému, kdy jsou
pro zvoleny matematicky model hledany takové parametry, aby odezva tohoto systému
byla dle uréitych kritérii co nejblize odezveé uréené experimentalné. V naSem piipadé je
matematickym modelem pienosova funkce.

V simulac¢ni c¢asti jsou vytvofeny dva vypoctové modely v prostiedi ANSYS,
pfiemz prvni je sestaven pomoci solid® prvkd, druhy pomoci metody CMS. Na obou je
provedena modalni a transientni analyza, z niZ je urCena odezva systému. Modalni data
zahrnujici informace o vlastnich frekvencich a vlastnich tvarech jsou vyuzity k sestaveni
stavovych modelq, které prevadi systém s velkym poctem stupiiti volnosti na SISO systém.

Na zavér jsou v prostiedi Matlab provedeny odezvy vSech vytvofenych modeld,
provedena validace stavovych modell a srovnani vysledki experimentu a simulaci.

! Pojmem solid prvky nazyvame v kontextu typu elementi sité kone&nych prvki objemové prvky.
2 Pojmem bias rozumime nenulovou stejnosmérnou slozku v signalu.
3 Filtr priimérovani pres tii vzorky znamena, 7e hodnotu signalu v aktualnim vzorku nahradime primérnou
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Pro demonstraci navrzenych piistupii byla vytvofena experimentalni soustava skladajici se
ze dvojice prutt, které jsou na jednom své konci spojeny pomoci svorek a na druhém konci
vetknuty do konzoly upevnéné na zakladu. Pruty jsou z riznych materialti a jejich povrchy
nejsou ve vzajemném kontaktu, ¢ehoz je docileno pouzitim distanénich segmentd na obou
jejich koncich. Soustava byla povazovéna za dostatecné ndzornou pro demonstraci
uvazovanych metod feSeni, zaroven byla pomérné snadno realizovatelna.

konzola misto buzeni  hlinikovy prut  akcelerometr  svorky

ocelovy prut hlinikovy
distancni
segment

<] zéklad

Obr. 19: Snimek experimentalni soustavy

11.1. Odezva v ¢asové oblasti

Po sestaveni experimentalni soustavy byl vytvofen meéfici fetézec skladajici se z razového
kladivka, akcelerometru a méfici karty. Tento fetézec byl nasledné propojen s pocitacem,
kde pomoci prostifedi NI LabView SignalExpress [20] byly zaznamenany prubéhy buzeni
aodezvy. PrestoZze tento nastroj umoziuje analyzu téchto signali bez jakéhokoli
programovani, tyto funkce nebyly vyuZity a surova data byla pomoci textovych soubori
exportovana do prostiedi Matlab.

Jelikoz bylo nasim cilem uréeni odezvy ve frekvencni oblasti a identifikace tohoto
systému, nikoli analyza vlastnich tvarli, byla soustava buzena pouze v jednom misté
a jednim uderem razového kladivka (na Obr. 20 oznaceno jako sila Fy). Toto misto bylo
voleno tak, aby doSlo k vybuzeni né€kolika prvnich ohybovych vlastnich tvard (ve sméru
kolmém na rovinu prutu). Pro méfeni odezvy bylo zvoleno misto na konci horniho prutu
pied vazbou se spodnim prutem (na Obr. 20. oznaceno jako zrychleni Avy).
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Obr. 20: Misto buzeni a misto umisténi akcelerometru

Zaznamenana data se skladala z priibéhu budici sily (vstup) a odezvy ve formé zrychleni
(vystup). Software SignalExpress se nejevil jako pfiliS vhodny pro zaznam dlouhych
signalti (fadové nckolik sekund), jelikoz na konci kazdé sekundy zdznamu doslo ke
Spatnému ulozeni ¢asové osy signalu. Pricina nebyla nalezena, ov§em pro ucely této prace
je doba zaznamu 1 sekunda vice neZ dostacujici. Pied vlastnim buzenim byl zaznamenéan
Gisek délky 0,2 s pro ugely filtrace biasu® a spravnou synchronizaci vstupniho a vystupniho
signalu. Signal zrychleni byl vhodnou filtraci a dvojitou integraci pfeveden na vychylku.

2 Pojmem bias rozumime nenulovou stejnosmérnou slozku v signalu.
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Obr. 21: Odezva experimentalni soustavy v ¢asové oblasti

11.2. Odezva ve frekvenéni oblasti

Z odezvy Vv Casové oblasti prejdeme do frekvencéni oblasti pomoci rychlé Fourierovy
transformace (FFT). Protoze po této operaci je prubch relativné zaSumény, byl na néj
aplikovan filtr prumérovani pies tii VZOI‘kyS, kterym se dostatecné vyhladil pti zachovani
maximalnich hodnot v rezonancich. Vysledny pribéh odezvy v ¢asové oblasti je zndzornén
na Obr. 22.

3 Filtr priimérovani pres tii vzorky znamena, 7e hodnotu signalu v aktualnim vzorku nahradime primérnou
hodnotou se souctu hodnot aktualniho, pfedchazejiciho a nasledujiciho vzorku. Toho docilime aplikaci okna

111
tvaru [—,—,—].
3’3’3
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Obr. 22: Odezva experimentalni soustavy ve frekvencni oblasti

11.3. Model tlumeni

Pro sestaveni platnych modelii, na kterych miiZou byt provadény vérohodné simulace, je
zapotiebi zahrnout 1 vliv tlumeni. Urcovani tlumeni u redlnych soustav je obecné problém,
existuje vSak n€kolik metod, jez davaji vysledky alespon fadové odpovidajici skute¢nosti.
Pro nasledujici simulace bude vyuZito formulace tlumeni ve formé proporciondlniho
tlumeni (viz kapitola 7.7). Kurceni koeficientt @ a f vyuzijeme metodu zaloZenou na
piedpokladu znamych vlastnich frekvenci a pfislusnych pomérnych atlumt pro dva vlastni
tvary kmitani. Matematicky se koeficienty vypocitaji jako feseni soustavy 2 algebraickych

rovnic ve tvaru
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[ﬂil m][a]_[me L
1 ﬂzJ Bl [2b,, '
2,

kde 4, 22, jsou netlumené vlastni frekvence jednoho a druhého tvaru kmitani, koeficient a
piedstavuje konstruk¢ni tlumeni, koeficient f predstavuje materidlové tlumeni a 2b,,4, 2by,,
jsou pomérné utlumy pro prvni a druhy tvar kmitani. Jako 2;, 2, mizeme volit tlumené
vlastni frekvence, jestlize predpokladame, ze tlumeni nebude mit na jejich velikost vici
netlumenym vlastnim frekvencim podstatny vliv.

Pomémé utlumy jsou vypolitany na zakladé udaji z amplitudo-frekvencni
charakteristiky, kdy je urCena Sitka pasma, ve které signdl poklesne o hodnotu 3dB

respektive na 0,707-nasobek své maximalni hodnoty. Konkrétni hodnoty jsou naznaceny
na Obr. 23.

«10° 1. vlastni frekvence
I I I
5932
T 41939
>
=2
0
35 406353  f01=42.1875 44.2053 50
frekvence [Hz]
£10° 2. vlastni frekvence
T T T
1.3935
E
& 0.9852
=

0
200 2060605  f02=207.8125 209.62 215
frekvence [Hz]

Obr. 23: Urceni sirky pasma z amplitudo-frekvencni charakteristiky

Pomérny utlum je pak uréen vztahem
1Aw 1Af

= == 11.2
P20, 2fo (112)

do kterého jsou dosazeny hodnoty:
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Af; = 44,2053 — 40,6353 = 3,51 Hz

e Af, =209,6200 — 206,0605 = 3,56 Hz
° f01 = 42,1875 Hz
° foz = 207,8125 Hz

o 1Af; 1 351 00416

PL™ 2 f, 2421875
(11.3)
1Af, 1 3,56
b,, = = 0,0086

P2 = 2%, 2207,8125

Resenim soustavy rovnic (11.1) dostavame koeficienty
e a=10,56
e £=692-10"7

které jsou vyuzity pro sestaveni proporcionalniho modelu tlumeni.

11.4. Identifikace systému

Identifikaci systému se rozumi hledani parametrii matematického modelu tak, aby vystup
tohoto modelu byl dle zvolenych kritérii blizky vystupu experimentalni soustavy.
Teoreticky se této problematice vénuje kapitola 9. V této kapitole vyuzijeme tyto znalosti
a aplikujeme je na na$i experimentdlni soustavu. Problematikou identifikace se zabyva
napiiklad [14], [15], [19], [21]-[23].

K identifikaci bylo vyuzZito prostfedi Matlab, konkrétné jeho ¢ast System
Identification Toolbox [24]. Tento toolbox obsahuje nejen sadu ptikazd, ale i interaktivni
grafické rozhrani (viz Obr. 24), ve kterém je mozno identifikaci provést bez psani kodu.
Toto rozhrani umoziuje uzivateli pohodlné nacist vstupni data bud’ v Casové, nebo
frekvenéni oblasti a ndsledné vybrat jednu z moZnosti identifikace pomoci odhadu:

pienosové funkce
stavového modelu

: 4
procesniho modelu

[ ]
[ ]
[ ]
e polynomického modelu aj.

* Jako procesni model chapeme pienosovou funkci ve spojité Casové oblasti, kterd popisuje dynamické
vlastnosti linearniho systému pomoci jedné nebo mnoha z téchto velicin: statické zesileni, casové konstanty,
nuly, zpozdéni odezvy a vynucenou integraci.
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Obr. 24: Grafické rozhrani System Identification Toolboxu

Vybér vhodného zpisobu identifikace, jak bylo zminéno v kapitole 9.3, je z velké
¢asti na uZivateli a vyzaduje zkuSenost. Aby bylo dosazeno co nejlepSich vysledkl pfi
minimalnim fadu zvoleného matematického modelu, je nutné porovnavat chovani
identifikovanych modelt jak kvalitativné (stabilita, charakter odezvy), tak kvantitativné
(rezidua). To znamend, Ze proces identifikace je iteracni proces, ve kterém je snahou
minimalizovat rozdily mezi vystupem z experimentilni soustavy a identifikovaného
systému.

Prestoze grafické rozhrani umoZiuje automaticky provést iteracni proces
minimalizace pomoci nékteré z implementovanych metod (Gauss-Newton, Levenberg-
Marquardt aj.), které jsou zaloZeny na nékteré z variant metody nejmensich ctverctll, vybér
rozsahu fadu matematického modelu stile zlstava na uzivateli. Z tohoto divodu bylo
grafické prostfedi vyuZito jen pro vizualizaci procesu identifikace, avSak proces samotny
byl proveden pomoci sady ptikazi ptimo v prostfedi Matlab. Tim byla zarucena lepsi
kontrola nad iteraénim procesem minimalizace rezidua a identifikované modely bylo
mozné vizualné i kvantitativné porovndvat pomoci skriptu.

Pro nas systém byla zvolena identifikace pomoci odhadu pienosové funkce, jakozto
volba s mnoha vyhodami, mezi které patii nizky pocet uzivatelem zadavanych parametrti
(pouze pocet poli a nul), coZ souvisi s jednoduchou implementaci do iteraéniho procesu
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minimalizace rezidua. Byl vytvoien skript, ve kterém byly postupné nastavovany parametry
matematického modelu, pficemz byla pozorovana odezva identifikovaného systému.

Protoze do identifika¢niho algoritmu byl v naSem pfipad¢ vlozen zdznam buzeni
a odezvy v Casové oblasti (viz Obr. 25), vystup identifikovaného modelu bude opét
Vv ¢asové oblasti. Ta ale neni vhodna pro presné kvalitativni a kvantitativni srovnani téchto
odezev, protoze jen drobny rozdil ve frekvenci signélu (respektive jejich fazovému posunu)
zpusobi, ze se diive ¢i pozdéji zaénou rozbihat. Na druhou stranu je ¢asova oblast relativné
vhodna pro srovnani celkového pomérného Utlumu na zakladé exponencidlni obalky.
| pfesto je radéji zvolena frekvencni oblast, kterd 1épe postihne rozdily mezi dynamickymi
vlastnostmi obou systémt.

Input and output signals
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Obr. 25: Vstupni data do identifikacniho algoritmu

K porovnani vystupnich signalii z experimentu a identifikovaného modelu existuje
Vv Matlabu piikaz compare, ktery bohuzel dokaZe srovnat signaly v té oblasti, ve které jsou
signaly definovany (tj. pro signaly v ¢asové oblasti dokaze vytvofit srovnani odezvy pouze
Vv ¢asové oblasti). JelikoZ je odezva identifikovaného modelu pfimou odezvou na zdznam
budici sily a existuje pouze pro vizualni porovnani, neni mozné jej prevést do oblasti
frekvenéni (protoZe nejde o vektor dat pfistupny uzivateli). Pro srovnani ve frekvencni
oblasti je nutné vyuzit odezvu experimentadlni soustavy ve frekvencni oblasti
z predchazejici kapitoly (viz Obr. 22) a odezvu identifikovaného systému ziskat na zaklade
simulace.
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11. EXPERIMENTALNI SOUSTAVA

K odhadu ptenosové funkce slouzi v Matlabu piikaz tfest, jehoz parametry jsou
predevsim:
e vektor vstupnich dat
e vektor vystupnich dat
e vzorkovaci frekvence
e pocet pola
e pocet nul

Tento prikaz vytvoii pfenosovou funkei jako objekt typu idtf° tak, Ze rozdil mezi odezvou
experimentalnich dat a odezvou takto identifikované pfenosové funkce je minimalizovan
pomoci nékteré z variant metody nejmensich ¢tverci. Rad jejiho Gitatele (num, numerator)
a jmenovatele (den, denominator) je dan pocCtem zvolenych pdli a nul. Je dilezité
podotknout, Ze vyS$$i hodnota poctu poéli a nul obecné nezarucuje vyssi presnost
odhadovaného modelu.

Pro nami uvazovanou odezvu experimentalni soustavy byl v iteracnim procesu identifikace
uvazovan rozsah poctu poli a nul mezi hodnotami 1 a 20. Byl hledan takovy pocet
parametri a jejich ptislusné hodnoty, které by spliiovaly pozadavek dostateéné presnosti
(alespont 90% shoda Vv casové oblasti, zahrnuti vS§ech dominantnich vrcholii ve frekvenéni
oblasti) a pfitom byl jejich pocet nejmensi mozny. Z opakovanych simulaci se optimalni
hodnota pocétu polu a nul ukazala jako 9, pfi kterém pienosova funkce popsala vSechny 4
dominantni vrcholy v amplitudo-frekvenéni charakteristice odezvy experimentalni soustavy
(viz Obr. 22). Pti hodnotach nizsich nedoslo k popisu vSech téchto vrcholu, pficemz pfi
hodnotéach vyssich dochazelo bud’ k nestabilnimu chovéni, nebo k nepatrnému zptesnéni za
cenu nékolikandsobné vysSiho fadu pienosové funkce. Odezvy jednotlivych
identifikovanych pienosovych funkci tadu 3, 5, 7, 9 a 15 sodezvou experimentalni
soustavy ve frekvenc¢ni oblasti jsou znazornény Obr. 26.

® Objekt typu idtf v Matlabu znamena model ve tvaru pienosové funkce ve spojité Gasové oblasti, jejiz
parametry jsou piedmétem identifikace.
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Obr. 26: Porovnani odezvy identifikovanych ptenosovych funkci ve frekvencni oblasti
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11. EXPERIMENTALNI SOUSTAVA

Takto ur¢ena pienosova funkce (fadu 9) nyni muze slouzit k simulaci odezev nejen
na impulz, jak tomu bylo v tomto pfipad¢ ale i naptiklad na harmonicky ¢i jiny prubéh
budici sily, pfi¢emz je zarucena odezva srovnatelnd s odezvou experimentalni soustavy.
Timto krokem jsme tedy nahradili experiment matematickym modelem se srovnatelnymi
dynamickymi vlastnostmi.

Je nutné podotknout, ze vuvazovaném piipad¢ byla soustava buzena pouze
V jednom sméru (kolmo na rovinu horniho prutu), pticemz bod, v némz byla buzena, lezel
na ose tohoto prutu. Z toho plyne, ze byly vybuzeny pouze ohybové vlastni tvary a to jen
nékteré, avSak redlna soustava obsahuje i dalsi ohybové tvary, ptipadné torzni ¢i podélné.
Aby bylo mozZno tyto projevy popsat pomoci pienosové funkce na zaklad¢ identifikace,
bylo by nutno budit soustavu ve vice bodech a vice smérech.

Takto urcenou ptenosovou funkci lze pro ucely simulace snadno pievést do
stavového prostoru pomoci rovnice (6.11), jak je uvedeno v kapitole 6.4.
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12. DEMONSTRACE CRAIG-BAMPTONOVY
METODY

Protoze jeden ze zplisobll tvorby modelu je zalozen na metodé¢ CMS, znichz jeden
zastupce, Craig-Bamptonova metoda teoreticky popsana Vv kapitole 6.5.2, je vhodné si
ukézat, jaky je mechanismus této metody, a to na jednoduchém ptikladu MDOF systému
slozeného ze dvou subsystémi. Stejnym zpisobem je pak mozno sestavit redukovany
model i pro zvolenou redlnou aplikaci.

Pochopeni principu metod modalni redukce je natolik dulezité, Ze byl v rdmci této
prace vytvotren skript, jez tuto metodu vyuziva prakticky. Pomoci néj je na systému slozené
ze dvou subsystémti Sm a n stupni volnosti, jeZ jsou spojeny pomoci jedné vazby,
pozorovan tvorby dil¢ich redukovanych matic a na zakladé modalni analyzy je porovnan
vysledek se systtmem Sm +n — 1 stupni volnosti. Stejny pfistup byl vyuzit napiiklad
v [25].

Uvazovany systém byl slozen ze dvou dilQ, z nichz oba mély 4 stupné volnosti (viz
Obr. 27). Prvni dil (ms-my) byl vazany tuhou vazbou k zakladu. Cervena &ara zna&i misto,
v némz budou ob¢ soustavy spojeny tuhou vazbou; vznikne tak systém se 7 stupni volnosti.
V tomto ptikladu nebylo uvazovano tlumeni.

x,(t) x,(t) x,(1) x,(t)

1 2 3 4

Obr. 27: Uvazovana soustava pro ilustraci Craig-Bamptonovy metody

Volené hodnoty hmotnosti a tuhosti jsou zapsany v nasledujicich tabulkach:

ms mo ms My Mg Mg my Mg
[ka] [ka] [kd] [kd] [kd] [ka] [ka] [kd]
10 2 2 1 0,3 0,1 0,1 0,6

Tabulka 2: Hodnoty hmotnosti pro uvazovany systém
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k1 kz k3 k4 k5 ke k7
[Nm™] [Nm™] [Nm™] [Nm™] [Nm™] [Nm™] [Nm™]
9.10* 6.10" 1.10* 1.10% 5.10% 5.10% 5.10°

Tabulka 3: Hodnoty tuhosti pro uvazovany systém

Cilem této demonstracni ulohy je ukazat, jakym zplsobem vznikne redukovany systém
z pohledu matic, zaroven ukazat, jakym zptisobem tato operace ovlivni jeho modalni
vlastnosti. Potiebné skripty jsou uvedeny v ptiloze A, rozepsané dil¢i matice pro tuto ulohu
jsou uvedeny v piiloze C. Zde jsou porovnany pouze vlastni frekvence systému, které jsou
ziskany feSenim rovnice

det(K — AM) = 0 (12.1)

kde K je matice tuhosti, M je matice hmotnosti a A jsou hledana vlastni ¢isla odpovidajici
druhé mocning vlastnich frekvenci. Matice K a M mohou byt matice sestavené bud’ pro
kompletni systém se 7 stupni volnosti klasicky, nebo pomoci Craig-Bamptonovy metody
jako subsystémai.

Pii aplikaci Craig-Bamptonovy metody je nutno zvolit pocet modil, které budou
zachovany, a to pro kazdy subsystém. Protoze Craig-Bamptonova metoda uvazuje tuhou
vazbu na misté rozhrani, subsystém (m;-my) ma 3 stupné volnosti, stejné jako subsystém
(ms-mg). Mame tedy moznost zachovat 0 az 3 mody pro kazdou z téchto subsystémi. Na
této volbe pak zavisi nejen pocet modi slozeného systému, ale 1 shoda modalnich vlastnosti
ve srovndni s celym systémem.

V tabulkach nize je prezentovano srovndni modalnich vlastnosti celého systému
a systému slozeného pomoci Craig-Bamptonovy metody, pfi¢emz jsou voleny zachované
mody v poctu

e 1 pro kazdy subsystém (celkem 2)
e 3 pro kazdy subsystém (celkem 6)

Méd | Craig-Bampton | Cely systtm | Chyba

[-] [Hz] [Hz] [%6]

1. 6.0153 5.9826 | 0.5452
2. 13.0002 12.9986 | 0.0121
3. 17.6038 15.5087 | 13.5089
4. - 20.6629 -

5. - 32.7619 -

6. - 80.1678 -

7 - 183.8192 -

Tabulka 4: Viastni frekvence pri zachovani 1 modu pro kazdy subsystém (celkem 2)
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Mod | Craig-Bampton | Cely systém | Chyba

[-] [HZ] [HZ] [%6]

1. 5.9833 59826 | 0.0111
2. 12.9986 12.9986 | 0.0000
3. 15.5088 15.5087 | 0.0003
4. 20.6631 20.6629 | 0.0011
5. 32.7619 32.7619 | 0.0000
6. 80.1678 80.1678 | 0.0000
7 183.8192 183.8192 | 0.0000

Tabulka 5: Viastni frekvence pri zachovani 3 modii pro kazdy subsystém (celkem 6)

Tyto vysledky potvrzuji, ze Craig-Bamptonova metoda je velmi efektivni pii skladani
systémi pomoci subsystémi. Pii vhodné volbé zachovanych moddi vykazuje sloZeny
systém prakticky stejné modalni vlastnosti, jako systém vytvoreny jako celek.

Protoze stejného principu vyuzivaji vSechny metody spadajici do kategorie CMS,
pficemz se li$i jen vazbami v misté rozhrani mezi subsystémy, povazoval jsem za dilezité
overit, ze systémy vytvoiené pomoci subsystémui vykazuji stejné modalni vlastnosti, jako
systémy slozené jako celky. To bude dilezité v nasledujici kapitole, kdy bude této metody
vyuZito pro sestaveni modelu ndmi uvazované experimentalni soustavy.
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13. SIMULACE ODEZVY VYPOCTOVYCH MODELU

V této kapitole bude rozebran postup tvorby vypoctovych modelt, které na kterych budou
simulovany dynamické vlastnosti obdobnym zplisobem jako u experimentalni soustavy.
Modely vsak budou v tomto piipadé sestaveny z dil¢ich modelt [26], které nebudou
zalozeny na experimentdlné¢ urené odezvé, jak tomu bylo v pfedchozim piipadé
identifikace. Jedinou vyjimkou je model tlumeni, ktery je uréen z odezvy ve frekvenéni
oblasti (viz kapitola 11.3). Vysledné slozené modely maji spole¢né vlastnosti popsané
dil¢imi modely, mezi které patfi:

¢ model topologie a geometrie

e model materialu

e model vazeb
model aktivace
model projevi
model okoli

13.1. Model topologie a geometrie

Vzhledem k jednoduchosti tvaru jednotlivych dilti soustavy byl model geometrie vytvoien
pfimo v prosttedi ANSYS APDL. Rozm¢éry dil¢ich €asti soustavy byly zméfeny, avSak
protoze se jednd o standartni dily a feSeny problém nevyzaduje znalost vyrobnich toleranci,
byly uvazovany jako idedln¢ presné rozmery.

Soustava se sklada ze 4 samostatnych dil:
e ocelovy prut
e hlinikovy prut
e hlinikovy distan¢ni segment
e svorky

Ostatni dily soustavy (konzola, zaklad, svorky) nejsou do modelu geometrie zahrnuty,

Vv v

ovlivitovat dynamické vlastnosti soustavy. Na experimentalni soustavé byly pouzity dvé

ocelové svorky o celkové hmotnosti 230g, jejichz t€Zisté je ve vzdalenosti zhruba 10mm od
konce prutti.

Model geometrie se tedy sklada z téchto 4 dilt:
e ocelovy prut (§ x v x d) [mm]: 50 x 10 x 500
e hlinikovy prut (§ X v x d) [mm]: 50 x 10 x 500
e hlinikovy distan¢ni segment (§ X v x d) [mm]: 50 x 10 x 40
e ocelovy blok nahrazujici svorky (8 X v x d) [mm]: 50 x 30 x 20

Délka pruti znaci vzdalenost od vazby ke konzole.
Pro nazornost byl vytvofen model pomoci CAD softwaru, na kterém jsou

znazornény dil¢i rozméry (viz Obr. 28).
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Obr. 28: Model geometrie

13.2. Model materialu

Material vSech dili soustavy byl povazovan jako homogenni izotropni linearné elasticky
(Hookovsky) material, pro jehoz popis ndm stac¢i dvé materidlové konstanty: modul
pruznosti E a Poissonovo ¢islo g. Soustava se obsahuje dily z oceli a hliniku, pro které byly
uvazovany tyto hodnoty materialovych konstant:

Ocel:
e modul pruznosti E: 2,1-1011 Pa
e Poissonovo ¢islo u: 0,3

Hlinik:
e modul pruznosti E: 7,0-10" Pa
e Poissonovo ¢islo u: 0,33

13.3. Model vazeb

Vazba entit ke konzole je uvazovana jako ideédlni vetknuti. Vazby mezi entitami jsou
realizovany jako idealni (bonded).

Protoze svorky, vlastni konzola a zaklad maji kone¢nou tuhost, zatimco vetknuti
aidealni spojeni predstavuje tuhost nekone€nou, bude timto zjednoduSenim zplsobena
odchylka mezi vysledky experimentu a simulaci.

13.4. Model aktivace

Experimentalni soustava je buzena pomoci rdazového kladivka v misté nachazejicim se na
ose horniho prutu ve 2/5 jeho délky (viz Obr. 29). Protoze kontaktni plocha hrotu kladivka
je mald, v modelu aktivace uvazujeme buzeni pouze v jednom bod¢.

61



13. SIMULACE ODEZVY VYPOCTOVYCH MODELU

Sila od rdzového kladivka mé charakter impulzu, avSak jeho pribéh je dan obecnou
kfivkou. Pro ucely simulace je tato kiivka nahrazena obdélnikovym pulzem se stejnou
maximalni hodnotou sily a stejnou Sitkou.

Obr. 29: Pusobisté budici sily

13.5. Model projevu

Na experimentalni soustavé je jeji odezva méfena pomoci jednoho akcelerometru, ktery
mefi zrychleni ve svislém sméru (kolmo na plochu prutu). V simulacich je tedy
zaznamenavana vychylka a zrychleni v tomtéz bodé. Méfici bod je znazornén na Obr. 30.
Jsou uvazovany malé vychylky.

Obr. 30: Mérici bod zrychleni
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13.6. Model okoli

ProtoZe se experimentalni soustava nachazela v prostorech s ustalenou pokojovou teplotou,
neni nutno uvazovat vliv zvySené ¢i snizené teploty na jeji dynamické chovani. V opa¢ném
pfipadé¢ by se mohly projevit rizné materidly pruti diky rozdilné teplotni roztaznosti.
Soucasn¢ je platny piedpoklad malych vychylek, u kterych neuvazujeme vliv interakce
(tfeni) s okolnim vzduchem.

Neni tedy uvazovana zadna interakce soustavy s jejim okolim.

13.7. Slozené modely

Ke tvorbé slozenych modell je vyuzito prostfedi ANSYS APDL, v némz jsou pomoci
makra vytvoreny vyse zminéné dil¢i modely. Jsou zvoleny dva rozdilné piistupy sestaveni
slozenych modelt soustavy, kdy jeden pracuje s modelem vsech dili geometrie soucasné,
pficemz je geometrie vytvofena pomoci solid prvkl, zatimco druhy je sestaven z dil¢ich
modell jednotlivych dilti jako substruktur, které jsou nasledné spojeny do jednoho celku
pomoci CMS. V obou piipadech je na nich provedena modalni analyza a simulace odezvy
pomoci transientni analyzy.

13.7.1. Model pomoci solid prvki

Tento model pracuje se vSemi dily soustavy v jedné analyze. Tyto dily jsou na svych
hranicich spojeny pomoci couplingu®, ktery reprezentuje idealnd tuhou vazbu, ftj.
neumoziuje vzajemny pohyb. Dily jsou vytvofeny pomoci prvki SOLID 185,
osmiuzlového Sestisténného prvku s linearni bazovou funkei.

Pro dynamické ulohy je vhodné tvofit pravidelnou sit, bez potieby ,zjemnovani
Vv mistech koncentratorii napéti, které je nutné pii feSeni Ulohy deformaéné-napétove.
Z Obr. 31 je vidét pocet déleni a rozméry element.

Pro pruty a distan¢ni segment byly voleny tyto rozméry elementi

e 2.5 mm po tloust’ce
e 12,5 mm po délce
e 10 mm po Sifce

Pro pfidany ocelovy blok nahrazujici svorky byly zvoleny tyto rozméry element:
e 10 mm ve vSech smérech

Touto volbou rozméru je pro ucely uréovani dynamickych vlastnosti vytvotena dostateéné
jemna a pravidelna sit’ o celkovém poctu elementi 1688. ProtoZe je nasim cilem nahrazeni
tohoto modelu pomoci SISO systému, je nutné definovat vstupni a vystupni veli¢iny,
respektive uzly.

® Coupling znamené v kontextu tvorby vypo&tovych modelii v softwarech vyuzivajicich metodu kone&nych
prvkt spojovani uzld pomoci tuhé vazby.

63



13. SIMULACE ODEZVY VYPOCTOVYCH MODELU

Takto vytvofeny model (viz Obr. 31) je ptfipraven na modalni a transientni analyzu.

uzel vstupu
uzel vystupu
uzly se zamezenim pohybu ve vSech smérech (vetknuti)
uzel se zadanou silou

P svazané uzly (coupling)

Qamc e e

Obr. 31: Model soustavy pomoci solid prvkii
13.7.2. Model sestaveny pomoci CMS

Rozdil v pfistupu pii sestavovani modelu pomoci CMS spociva v tom, ze kazdy dil
soustavy je vytvoren samostatné. Touto problematikou se zabyva napiiklad [6], [7], [27]—
[31]. Obdobné¢ jako v pfedchozim piipadé jsou pro tvorbu dilt pouzity prvky SOLID 185,
tj. osmiuzlové Sestisténné prvky, pfiCemz na nich vytvofena sit' obsahuje elementy se
stejnymi rozméry, které byly voleny v pfedchozim ptipadé. V dalsim kroku vSak jsou
nahrazeny tzv. superelementy’, které reprezentuji jednotlivé substruktury celého systému.
Tento krok je teoreticky popsan v kapitole 6.5.2, ilustrovan na jednoduché soustavé pak
v kapitole 12.

Software ANSY'S umoziuje pii sestavovani superelementll pomoci CMS uvazovat
jak volna rozhrani (Free-interface, FREE), tak rozhrani s pevnou vazbou (Fixed-interface,
FIX), ptipadné poddajna rozhrani (Residual-flexible free interface, RFFI). V nasem piipadé
byla zvolena pevna rozhrani, abychom replikovali princip Craig-Bamptonovy metody
popsany v kapitole 6.5.2 a 12.

Prakticky se tento krok provede tak, ze se vytvori geometrie samostatnych dilt
stejnym zpusobem jako v piedchozim piipadé€, na nich je v§ak nutno definovat tzv. master
uzly. Tyto uzly musi obsahovat vSechny uzly, které budou spliovat alesponi jedno z téchto
kritérii:

e zavedeni vnéjSich zatizeni

e zavedeni okrajové podminky

e soucast rozhrani

e pozorovan néktery ze stupiii volnosti

Jednotlivé dily soustavy (dolni prut, distancni dil, horni prut a ptidavnd hmotnost)
s definovanymi master uzly jsou nazna¢eny na Obr. 32, Obr. 33, Obr. 34 a Obr. 35.

" P¥i tvorb& substruktur jsou jednotlivé skupiny koneénych prvki nalezicich dané substruktufe seskupovany
do podoby jednoho elementu, ktery lze matematicky popsat pomoci matice. Takto vytvofené maticové
elementy nazyvame jako superelementy [32].
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vasT master uzly

Obr. 33: Model distancniho dilu s definovanymi master uzly

MasT master uzly

Obr. 34: Model horniho prutu s definovanymi master uzly

65



13. SIMULACE ODEZVY VYPOCTOVYCH MODELU

b

vAST master uzly

Obr. 35: Model pridavné hmotnosti s definovanymi master uzly

Na téchto entitach je provedena analyza typu SUBSTR (Substructure analysis), u které je
nastavena metoda pomoci CMS. Parametry této metody jsou mimo jiné typ vazby na
rozhrani a pocet uvazovanych vlastnich frekvenci. V naSem ptipadé byla zvolena tuha
vazba na rozhrani a 15 vlastnich frekvenci. Vysledkem této analyzy je soubor s pfiponou
.SUB, samostatn¢ pro kazdy dil.

V tomto kroku je mozZno zavést i okrajové podminky a zatiZeni, je vSak vhodné je
definovat az po slozeni v novém projektu, protoze pfi jejich zméné bychom v opacném
ptipadé museli provadét novou analyzu typu SUBSTR pro kazdou substrukturu, na niz by
byly tyto podminky zavedeny.

Tyto soubory jsou nésledné¢ v novém projektu nacteny, nyni vSak uz ne jako
elementy typu SOLID 185, ale jako typ MATRIX 50. Jde o element popisujici substrukturu
pomoci nové matice, ktera zahrnuje pouze nami definované master uzly. S nimi se pracuje
jako s jakymikoli jinymi elementy. Po zavedeni okrajovych podminek a zatizeni je na nich
mozno provadét vSechny bézné analyzy, v naSem piipad€ nas zajiméa pfedevsim modalni
a transientni. Sestaveny model véetné okrajovych podminek je znazornén na Obr. 36.
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uzel vstupu

e uzel vystupu
okrajové podminky

F o zatéznd sila

spojené (coupled) uzly na rozhrani

Obr. 36. Model soustavy vytvoreny pomoci CMS

Jak je vidét, elementy MATRIX 50 jiz nejsou ‘plné’ jako v piipadé elementi SOLID 185.
Superelementy totiz neobsahuji informace o siti ani uzlech jinych, nez master.

Takto ptipraveny model je pfipraven na modalni a transientni analyzu, popsanou
Vv nasledujici kapitole.
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13.8. Modalni analyza

Teorie modalni analyzy byla rozebrana v kapitole 7. Tu nyni provedeme na obou
vytvofenych modelech, jak pomoci solid prvki, tak pomoci CMS.

| pfestoze je do analyzy zaveden model tlumeni v podobé proporcionalniho tlumeni
(viz kapitola 11.3), budeme provadét netlumenou modalni analyzu pomoci Block
Lanczosovy metody. Modalni analyza je totiz vychozi analyza pro tvorbu stavového
modelu, ktera bude popsana Vv nasledujici kapitole, a i piestoze Block Lanczosova metoda
neuvazuje tlumeni, samotny stavovy model vytvofeny pomoci této metody jiz zadané
tlumeni obsahuje.

Modalni analyza nam slouzi k urceni vlastnich frekvenci a tvarti dan¢ho systému.
Konkrétné nas v tomto ptipadé bude zajimat prvnich 15 vlastnich frekvenci. Z nich pak
vybereme ty, které budou pouze pro ohybové tvary kmitani ve sméru kolmém na plochu
prutu.

Z modalni analyzy jsme dostali tyto hodnoty vlastnich frekvenci:

Cislo Frekvence Deformace
Solid CMS
-] [Hz] [Hz] [-]
1. 52.04 52.04 Ohyb Y

2 137.12 137.12 Ohyb Z
3 281.40 281.40 Ohyb Y
4. 285.00 286.00 Ohyb Y
S. 493.83 493.88 Krut
6
7
8

686.42 686.46 Ohyb Y
786.52 786.59 Ohyb Y

. 860.36 860.47 Ohyb Z
9. 1119.20 1119.98 | Ohyb Z a krut
10. 1266.07 1266.39 OhybY
11. 1346.77 1346.92 Krut
12. 1537.77 1538.33 Ohyb Y
13. 1658.92 1659.94 Krut
14. 2036.08 2040.88 Ohyb Y
15. 2326.63 2328.87 | Ohyb Z a krut

Tabulka 6: Viastni frekvence systému

Ve vyse uvedené tabulce jsou porovnany vysledky modalni analyzy na modelu vytvoreném
pomoci solid prvkia a pomoci CMS. Na téchto prvnich 15-ti frekvencich je shoda s chybou
mensi nez 0,3%. Cervené jsou zaznaCeny ty ohybové tvary, které nas v této tlloze zajimaji.
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Piislusné vlastni tvary budou vykresleny pouze na modelu ze solid prvku, jelikoz po
provedeni expansion pass8 na modelu pomoci CMS byly vysledky shodné.

1. ohybovy tvar Y: 52,04 Hz ﬁ

2. ohybovy tvar Y: 281,40 Hz

3. ohybovy tvar Y: 285,00 Hz |ﬁ: >

4. ohybovy tvar Y: 686,42 Hz S

5. ohybovy tvar Y: 786,52 Hz :&@Q

Obr. 37: Ohybové viastni tvary

!
f

® Pojmem expansion pass je Vv procesu simulace pomoci substruktur nazyvan ten krok, ve kterém jsou
vysledky simulace na redukovaném modelu rozsifeny na puvodni, neredukované stupné volnosti.
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13.9. Simulace odezvy

Simulace odezvy ma replikovat experiment, kdy je soustava buzena uderem razového
kladivka. Jde o Casové nejnarocnéjsi ¢ast simulace, protoze je nutno volit dostatecné kratky
casovy krok simulace a zaroven dostatecné dlouhy casovy tsek. Charakter buzeni je popsan
v modelu aktivace v kapitole 13.4. Jde o obdélnikovy pulz o $ifce 0,002s s amplitudou 70N.
Byl simulovan ¢asovy usek 1s pii délce casového kroku 100us. Tato délka kroku umoziuje
dle Nyquistova teorému pozorovat frekvence az do '2 vzorkovaci frekvence, vV nasem
ptipad¢ tedy S000Hz. Vzhledem k tomu, Ze v signalu odezvy budeme pozorovat frekvence
dle modalni analyzy, tj. do 800Hz, je tento ¢asovy krok dostatecné¢ kratky. Celkovy pocet
krokt byl 10000.

Pro oba modely je simulace provedena pomoci transientni analyzy typu FULL.
Z této analyzy je mozno brat jako vystup nejen posuvy, ale i zrychleni. Zaznamenané
hodnoty jsou znazornény na Obr. 38.

Odezva v Casové oblasti (solid model) - zrychleni

zrychleni [ms?]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
&as [s]
w10t Odezva v £asové oblasti (solid model) - vychylka

vychylka [m]

0 0.1 02 03 0.4 05 06 0.7 08 09 1
&as [s]

Odezva v ¢asové oblasti (CMS model) - zrychleni

zrychleni [ms?]

0.1 02 03 04 05 06 07 038 09 1
¢as [s]

Odezva v ¢asové oblasti (CMS model) - vychylka

vychylka [m]

02 03 04 05 06 07 08 09 1
cas [s]

Obr. 38: Odezva modelii v casové oblasti

Tyto zaznamenané signaly byly uloZeny do soubori pro dalSi zpracovani v prostiedi
Matlab.
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13.10. Tvorba stavového modelu

V této kapitole bude popsan postup transformace modelu z prostfedi ANSYS do stavového
prostoru. To znamena provedeni modalni transformace popsané v kapitole 7. Podstatou je
vyuziti modalnich vlastnosti (vlastni ¢isla, vlastni tvary) pro sestaveni stavovych matic A,
B, C a D. Tento proces by bylo mozno provést manualné, avSak v programu ANSYS
K tomu existuje pomémn¢ malo znamy piikaz SPMWRITE, ktery na zakladé zadanych
vektorti vstupu a vystupi a modalnich dat sestavi tyto matice automaticky [32]. Tento
piistup je vyuzit naptiklad v [33] ¢i [34].

Aby byl proces sestaveni téchto matic prihledny, bude zde struén€ popsan.
Vlastnimu sestaveni matic musi nutn¢ predchazet modalni analyza. Ptikaz SPMWRITE
bohuzel vyzaduje, aby tato modalni analyza byla provedena metodou Block Lanczos.
| pfestoze tato metoda ignoruje zadané tlumeni, piikaz SPMWRITE tlumeni zahrne.
Provedeni této analyzy znamena vytvoreni téchto vektora:

e vlastni Cisla
e tlumeni
e vlastni tvary

Systémové matice jsou sestaveny tak, aby byly splnény rovnice

x =Ax+ Bu

13.1
y =Cx+ Du (13.)

Piikaz SPMWRITE k tomu vyuziva pomocnych matic I'y,I',,I's a Ty, jejichz tvar je
nasledujici:

_(1)12 0 O
r,= : : ] (13.2)
0 0 —w,?
—2§w; O 0
r,= : : ] (13.3)
0 0 —-2&w,

kde w; je i-ta vlastni frekvence a &; je pomé&rny utlum i-té vlastni frekvence. Dale pak
r; = [®]"[F,] (13.4)

kde [@] je matice vlastnich tvarG a [F,] je matice jednotkovych sil (unit force matrix)
obsahujici 1 na pozicich, ve kterych je pfitomno buzeni, a 0 ve vSech ostatnich. Nakonec
pak

r,=[u,][®] (13.5)
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kde [U,] je matice jednotkovych posuvii (unit displacement matrix) obsahujici 1 na
pozicich, ve kterych je pozorovan vystup, a 0 ve vSech ostatnich. Na zaklad¢ téchto 4 matic
mohou byt sestaveny pozadované stavové matice, a to ndsledovné:

0 1
A= [r1 rz]

7= r)|

r, o
0o I,
ryry TI'4I,

0
0
rsr,

(13.6)
C =

D =

kde 0 je nulova matice a I je jednotkova matice. Rozméry téchto matic jsou dany poctem
vlastnich frekvenci, po¢tem vstupnich a vystupnich uzll. Jestlize ozna¢ime pocet vlastnich
frekvenci jako n, pocet vstupti jako i a pocet vystupt jako o, pak

A:2n X 2n
B:2n xi
C:30 X 2n
D:30Xxi

Jak je vidét, jeden Z rozmérti matic € a D je 30. To proto, ze ptikaz SPMWRITE umoziuje
zaznamenat nejen posuvy, ale 1 rychlosti a zrychleni. Této funkce vSak nebylo v nasem
piipadé¢ vyuzito, proto se jejich tento rozmeér redukuje pouze na o.

V nasem piipadé redukujeme systém na SISO, tedy s jednim vstupem a jednim
vystupem. Sestavené stavové matice jsou nacteny do prostiedi Matlab, k ¢emu bylo potieba
vytvotit skript, ktery separuje vlastni matice z textového souboru, ktery ANSYS
automaticky vytvoti. V Matlabu je simulovana odezva na buzeni pulzem (viz model
aktivace, kapitola 13.4).

Validace téchto modelli probéhla porovnanim odezvy v Casové oblasti pomoci
vychylky. Ukdzalo se, Ze stavovy model v naSem ptipadé pln¢ nahrazuje model vytvoreny
bud’ pomoci solid prvkti nebo pomoci CMS (viz Obr. 39). Kfivky na tomto obrazku se
Vv podstat¢ prekryvaji, coz zna¢i dokonalou shodu mezi ptivodnim a stavovym modelem.
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156 : ; - ; : - I ; I - I - I

: pfechodova analyza - FEM Solid
odezva stavového modelu - FEM Solid |
pfechodova analyza - FEM CMS

odezva stavového modelu - FEM CM

vychylka [m]

Obr. 39: Validace stavového modelu pomoci odezvy v ¢asové oblasti

V této fazi se nam Uspesné podarilo nahradit vypoctovy model feSeny metodou koneénych
prvkli znaéné jednodu$Sim stavovym modelem, ktery si zachoval veSkeré uvaZované
dynamické vlastnosti. Abychom jeho odezvu mohli porovnat s experimentalné urcenou
odezvou, je nutné zaznamenanou vychylku nejdfive pomoci dvojité derivace pievést na
zrychleni a poté pievést pomoci FFT do frekvencni oblasti. V tomto pfipad€ neni zaddna
filtrace nutnd, avSak vysledné kiivky byly vyhlazeny aplikaci filtru primeérovani ptes 3
vzorky. Vysledné odezvy ve frekvenéni oblasti jsou pak znazornény na Obr. 40.
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[ | R - 1
odezva stavového modelu - FEM Salid

odezva stavového modelu - FEM CMS
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Obr. 40: Odezva stavového modelu ve frekvencni oblasti

I pti zobrazeni odezvy ve frekvencni oblasti je ziejmé, Ze stavové modely vykazuji

naprosto stejnou odezvu, jako modely ptivodni.
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14, POROVN,ANi VYSLEDKU EXPERIMENTU
A SIMULACI

V piedchozich kapitolach byly popsany procesy meéfeni na experimentilnim piipravku,
jeho identifikace a nasledné tvorby vypoctovych modeli. Byla vytvoiena sada dat, ktera
obsahuje odezvy

e cxperimentalni soustavy

e identifikovaného systému

e stavového modelu systému ze solid prvkt

e stavového modelu systému vytvoreného pomoci CMS

Zakladnou pro porovnani vysledkll byla zvolena odezva na impulz ve frekven¢ni oblasti,
ktera s dostatecnou ptesnosti vystihuje dynamické vlastnosti pozorovanych objekta.

V této kapitole budou vysledky srovnany nejen kvantitativné, nybrz i kvalitativné
Z pohledu ¢asu potiebného k jejich ziskani, tedy ¢asu nutného k méfeni, vytvofeni modela
a vlastni simulaci. Tato informace je dulezita, protoze v praxi je tlak na rychlost simulaci
predvyrobni fazi technického objektu. Urychleni tvorby modelt a simulaci by tento proces
zjednodusilo.

Z hlediska kvalitativniho vyuzijeme ke srovnani Obr. 41, respektive Obr. 42. Z nich
je vidét, ze v odezvé dominuji 3, respektive 4 rezonanéni vrcholy, odpovidajici 1., 3., a 6.
vlastni frekvenci (viz Obr. 37). Ctvrty vrchol u experimentalnich dat leZi v blizkosti
vrcholu odpovidajiciho 3. vlastni frekvence, avSak tento vlastni tvar se v simulaci
nepodatilo vybudit. Zaroven se v simulaci objevil vrchol odpovidajici 7. vlastni frekvenci,
ktery se naopak nepodafilo vybudit u experimentu.

NejvyraznéjSim rozdilem jsou odchylky v poloze rezonancnich vrcholi, které jsou
pro experimentalni soustavu a identifikovany systém posunuty smérem k niz§im hodnotam.
Tento rozdil byl, a¢ ne v takové mite, predpokladan, a je zplisoben piedev§im kone¢nou
tuhosti vazeb experimentalni soustavy, konkrétné pak konzoly, zakladu a svorek. Nizsi
tuhost oproti idealnim vazbam s nekone¢nou tuhosti pak znamena nizsi vlastni frekvence.

Dalsim vyraznym rozdilem je amplituda pfi vlastnich frekvencich. Pohlédneme-li
na Obr. 42, kde je znazornéna vychylka, je vidét, Ze experimentalni a simulovana data se
Z hlediska amplitudy shoduji pouze na prvni vlastni frekvenci. Na ostatnich frekvencich je
rozdil v amplitudé relativné vyrazny. Tento rozdil je zplsoben v jednoduchém urceni
tlumeni, které bylo nahrazeno modelem proporcionalniho tlumeni, jehoZ parametry byly
uréeny jen ze dvou vrcholl. Soucasné je rozdil v buzeni, kdy u simulace je obecny pribeh
pulzu sily nahrazen idealnim obdélnikem.

K rozdilu mezi experimentalnimi a simulovanymi daty dojde vzdy, jelikoz Zadna
soustava neni idedlni. K ¢emu toto srovnani vSak hlavné slouzi, je vzdjemné porovnani
odezvy urCené experimentalné a odezvy identifikovaného systému, stejné tak odezvy obou
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stavovych modeltu. Ukazalo se, ze je mozné se zarucenim relativné vysoké miry piesnosti
pfevést jak experimentalni soustavu na zékladé¢ méfeni, tak i vlastni vypoctovy model, do
podoby stavového modelu ¢i prenosové funkce. Ty mohou nésledné slouzit jako zékladna
pro dalsi simulace, ptfipadné mohou byt sklddany do slozitéjsich celkl, jakymi vétSina
dnesnich technickych soustav je.

102 E 1 T I I I 3
E nn i s w e w odezva experimentalni soustavy =
B = odezva identifikovaného systému H
odezva stavového modelu - FEM Solid
10" b ] T odezva stavového modelu - FEM CMS |
i A

100 g
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—10"F
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<< 10? 3_1 \‘ ,,,e 5\‘ ‘\-75
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10° \ \ i \ \ \ | \
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Obr. 41: Srovndni odezvy (zrychleni) ve frekvencni oblasti

76



14. POROVNANI VYSLEDKU EXPERIMENTU A SIMULACI

10 TR s ! I ! g
odezva experimentalni soustavy H

------- odezva identifikovaného systému
odezva stavového modelu - FEM Solid
odezva stavového modelu - FEM CMS

[UY] [m]

-1

10 \ \ \ | \ \ \ | \
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

frekvence [Hz]
Obr. 42: Srovndni odezvy (vychylka) ve frekvencni oblasti

Dale je zadouci porovnat jednotlivé pfistupy i jiného, nez kvantitativniho hlediska. Pro tyto
ucely byly zavedeny kategorie kritérii, ve kterych dojde ke srovnani. Témi jsou:

Cas — vyjadiuje ¢as potiebny k realizaci

naro¢nost — vyjadiuje potiebné znalosti nutné k realizaci

univerzalnost — vyjadiuje aplikovatelnost 1 pro jiné typy tloh ¢i problémi
piesnost — vyjadiuje, jakym zptsobem se vyslednd data blizi k realité

Hodnoceni v téchto kategoriich bude provadéno pomoci bodii vV rozmezi 0-5, kdy 0 znaci,
ze uvedeny pristup je dle daného kritéria zcela nevhodny, naopak 5 Ze je idedlni.

Je nutné brat v potaz, Ze jednotlivé ptistupy budou témito kritérii hodnoceny pouze
na zaklad¢ zvolené experimentalni soustavy, tedy u jinych typt uloh miZze byt hodnoceni
odli$né. Zaroven jde pouze ndzor autora, zaloZeny na jeho zkuSenostech dané problematiky
a znalostech potiebnych k realizaci uvedenych ptistupti.

Nejdiive bude uvedeno vlastni hodnoceni, které bude nasledné hloubéji vysvétleno.
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PRISTUP CAS | NAROCNOST | UNIVERZALNOST | PRESNOST >
Experiment 4 4 5 5 18
Identifikovany 3 3 4 4 14
systém
FEM solid 1 2 2 3 8
FEM CMS 2 2 3 3 10
Stavovy 3 3 4 3 13
prostor
Tabulka 7: Bodové hodnoceni jednotlivych pristupi
5
* 7
%
; %
/ o
-»n
% /
B N E
o . BN =N
Experiment Identifikovany FEM solid FEM CMS Stavovy prostor

systém

2 CAS NAROCNOST  m UNIVERZALNOST PRESNOST

Obr. 43: Srovnadni bodového hodnoceni jednotlivych pristupii

14.1. Experiment

Vyznam experimentu pii uréovani dynamickych vlastnosti je nezpochybnitelny. Ve vétsing
technickych aplikaci se data zexperimentu pouZivaji jako referencni, se kterymi se
srovnavaji vysledky vypoctl a simulaci.

Z hlediska ¢asového vyzaduje méfeni na experimentalni soustavé nejen piipravu
vlastni soustavy, ale 1 umisténi snimaci, zapojeni do meéficiho fetézce a propojeni bud’
s méfici ustfednou, nebo pocitacem. V nasem piipad¢ byla data zaznamenavana do pocitace
pomoci softwaru SignalExpress, ktery sice nevyzaduje psani slozitych kodu, avSak i presto
priprava méfeni v grafickém rozhrani vyzadovala pomérné€ dost ¢asu. Vlastni méfeni pak je
nutné provést opakované, aby doslo k minimalizaci nejistot.

78



14. POROVNANI VYSLEDKU EXPERIMENTU A SIMULACI

Co se tyCe znalosti potfebnych k realizaci experimentu, jsou sice nemalé, ale
V porovnani s ostatnimi pfistupy jsou niz$i. Uzivatel nemusi byt zdatny v programovani,
nemusi ovladat slozité¢ vypocetni programy, ale je zddouci jeho znalost méficich zatizenti,
jejich vhodné kalibrace, umisténi snimact a nasledného zpracovani naméfenych dat. To
zahrnuje problematiku zpracovani signall, jako naptiklad filtraci, Fourierovu transformaci
aj.

Univerzalnost experimentli je ddna pouze jejich realizovatelnosti. Ta je Uzce
spojena s dostupnymi prostiedky, jak finan¢nimi, tak technickymi. Z porovnavanych
pfistupi vSak jde rozhodné¢ o nejvice univerzalni pfistup, aplikovatelny na vétSinu
dynamickych problémi technickych soustav.

Poslednim kritériem je presnost, kterda je u experimentu dana hlavné kvalitou
vlastniho méfeni. V piipadech, kdy je sestavovana i experimentalni soustava, je pak
I dilezité dodrzeni platnych montaznich pozadavka.

Dle bodového ohodnoceni dosahl tento piistup celkového poctu bodu 18, ktery byl
nejvyssi ze vSech uvazovanych metod.

14.2. Identifikovany systém

Identifikace systému se pouziva piedevs§im v teorii fizeni, av§ak ukazalo se, ze je mozné ji
vyuzit i pro feSeni dynamiky technickych soustav. Casova naroénost této metody spo&iva
predevsim ve volb¢é matematického modelu a iteracnim urceni velikosti a poctu jeho
parametr. Pro MIMO systémy je nutné provést identifikaci vztaht vSech vstupil se vSemi
vystupy, z ¢ehoz plyne, Ze S jejich poctem roste i potfebny cas.

Co se tyce znalosti nutnych Kk realizaci tohoto pfistupu, zahrnuji pfedev§im znalost
dostupnych matematickych modelt, jejich aplikovatelnosti a vhodnosti pro dany problém.
Znalost zpracovani signali je v tomto ptipad¢ téz zZadouci.

Univerzalnost metody jde ruku vruce Suniverzalnosti experimentu. Bodové
ohodnoceni dle tohoto kritéria je pak o néco mensi, nez v piipadé experimentu, a to z toho
davodu, Ze ne vSechna provedena méfeni mohou byt pouzitelna pro identifikaci systému.

Pfesnost metody je téz velmi vysoka. Jedinou limitaci byla v nasem ptipadé
linearizace identifikovaného systému, avSak v dneSni dobé€ jsou formulovany metody pro
identifikaci 1 nelinedrnich systému (napf. NARX ¢i NARMAX), které pak vyzaduji hlubsi
znalosti této problematiky.

Celkové se tento pfistup umistil na druhém misté. Pfesnost metody je velmi vysoka
a je omezena piedevsim piesnosti vstupnich dat, jeZ pochazi z experimentu.

14.3. FEM solid

Metoda konecnych prvkil je nejrozsifencj$i metodou pro feSeni strukturnich problémi.
| v oblasti dynamiky jde o velmi pouzivanou metodu, jeji vhodnost je vSak velmi omezena
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mnoha faktory, z nichz nejzavaznéjsi je lidsky. V piipadé vypoc¢tového modelu pomoci
solid prvkl je casové narocné vytvoreni vSech dil¢ich modell, vytvofeni sit¢ a realizace
vlastniho vypoctu. Piechodova analyza pro urceni odezvy je kvili velkému poctu iteraci
Casové velmi naro¢nd. Jiné typy simulaci, napfiklad harmonickou analyzu, je mozné
provést sice v krat§im Case, avsak je nutné opét znat vSechny piedpoklady, za jakych je tyto
metody mozné pouzit (pfedevsim linearita). Z tohoto divodu je tento ptistup z hlediska
pottebného ¢asu nejméné vhodny ze vSech uvazovanych ptistupa.

Znalostni baze uzivatele musi byt v piipadé pouziti této metody pomerné znacna.
Musi ovladat nejen vlastni vypocetni software, ale i teorii, kterd je v pozadi feSeni. Protoze
drtiva vétsina komerc¢nich softwarti pro metodu konecnych prvki da uzivateli vysledky 1 pfi
zadani Spatnych vstupnich podminek (okrajové podminky, zatiZzeni, parametry simulace
aj.), v takovych piipadech jsou zcela vzdaleny od spravnych vysledki.

Univerzalnost této metody je z vlastni podstaty pomérné Siroka, avSak je nutné vzit
V potaz, ze kazdy problém vyzaduje vytvoreni novych dil¢ich a slozenych modelt. Zatimco
Vv piipad¢ identifikace mizeme vyuzit znamé matematické modely pro jakékoli systémy
vykazujici odezvu, v tohoto pfistupu tomu tak neni. Jak tomu bylo i v naSem ptipadé, dil¢i
modely musi byt ¢asto vytvofeny na zéklad€ zidealizovanych piedpokladi, které se pro
kazdy technicky problém lisi.

Ptesnost této metody, jak jiz bylo zminéno dfive, je Uzce spjata se znalostmi
uzivatele-inzenyra, ktery ji vyuziva. Doty¢ny si musi byt jisty, ze zaddvané¢ udaje
odpovidaji ptedpokladiim, pro ziskani vysledkil je zpravidla nutna jejich verifikace pomoci
jiného pfistupu, at’ uz pomoci experimentu ¢i analytického vypoctu. Volba metody, délka
¢asového kroku a dalSich parametrti simulace je pro presnost klicova.

Celkové se z hlediska bodového ohodnoceni ukazala tato metoda jako nejméné
vhodna. Vysoka mira potfebnych znalosti a ¢asova narocnost je velkym nedostatkem, ktery
se pro uziti v praxi mize jevit jako nepiipustny.

14.4. FEM CMS

Metoda zalozena na pouZiti substruktur je v dneSni dobé velmi Casto vyuziva pro feSeni
technickych problémi soustav s velkym poctem komponent, tedy tam, kde by vypoctovy
model pomoci solid ¢i jinych prvkd byl z ¢asového hlediska nerealizovatelny. 1 piestoze
tato metoda vyZaduje vice nutnych krokid ve fazi tvorby vypoctovych modeld, urychleni
vlastniho vypoctu je diky ni fddové vyssi. Pro srovnani byl cas pottebny k provedeni
transientni analyzy pro vypoctovy model ze solid prvkd, pfi poctu prvkd 1688 a poctu
casovych krokt 10000, 36 minut. Pro vypoctovy model realizovany pomoci CMS, pfi¢emZz
sit’ 1 délka casového kroku zlstala stejnd, trval tento vypocet 4 minuty. Je vidét, Ze i na
takto jednoduché tloze dosSlo ke zkraceni Casu potfebnému k provedeni simulace témér
0 90%.
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Nutné znalosti k realizaci této metody jsou v podstaté stejné, jako v ptipadé¢ FEM
solid, jen jsou navySeny o znalost metod zalozenych na substrukturach, jejich principu
a realizaci.

Univerzalnost této metody je oproti FEM solid navySena o pouZiti pro vypoctové
modelovani technickych soustav s velkym poctem komponent. Ostatni omezeni uvedena
Vv ptedchazejici kapitole vSak zlstavaji stejna.

Ptesnost metody je rovnéz obdobna, jako u pfistupu FEM solid a je zalozena
predevsim na volbé metody, délce casového kroku a presnosti dil¢ich vypoctovych modelt.

Dle celkového hodnoceni se tato metoda jevi jako vhodnéjsi, nez FEM solid, avSak
| pfesto zaujmula mezi ostatnimi pfistupy predposledni misto. Sice je metoda o néco
rychlejsi, avSak vSechny ostatni nedostatky predchazejici metody zastavaji.

14.5. Stavovy prostor

Vyhoda této metody spociva predev§im v redukci stupni volnosti oproti piistuptim
vyuzivajici FEM. Nahrazeni systému s velkym poctem stupnii volnosti MIMO systémem
s fadoveé niz$im poctem DOF vede ke znacnému zkraceni ¢asu potifebného pro simulace.
K uspofe Casu pfispiva i fakt, Ze je metoda zaloZena pouze na modalni analyze, ktera je ve
srovnani s transientni analyzou fadové rychlejsi.

Znalosti potfebné krealizaci tohoto pfistupu jsou o néco niz§i, nez
v predchazejicich piipadech. Stavovy prostor mize byt vytvoren bud’ pomoci vypoctového
modelu pomoci solid ¢i jinych prvki, nebo pomoci CMS. V predchazejici ¢asti této prace
bylo dokazéano, ze vysledky jsou pro obé zminéné varianty totozné. Znalost problematiky
tvorby stavového prostoru je snizena diky tomu, Ze v prosttedi ANSYS je jeho vytvoreni
automatizovano.

Tato metoda mize byt uplatnéna na velkou skalu technickych problémd, ve kterych
simulujeme odezvu systému na ng&jaky vstupni signal, coz je drtivd vétSina ukola
dynamiky. Je omezena pouze nutnosti provedeni modalni analyzy, kterd je vSak v dneSni
dobé vychozi analyzou pro ur¢ovani dynamickych vlastnosti technickych soustav.

Z hlediska kvality vysledki je tato metoda srovnatelna s pfedchazejicimi metodami
FEM, jak tomu bylo dokazano v kapitole 13.10.

Celkové se tento pristup umistil na tfetim misté. Je velmi vhodny pro simulaci
dynamickych vlastnosti v téch aplikacich, kde klicovym pozadavkem je Cas.
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Tato diplomova prace se zabyvala analyzou potencidlu dostupnych vypocetnich nastrojii
pro pievedeni komplexnich modelii technickych soustav v modely jednodussi a jejich
integraci s experimentalnimi modely.

Vlastni prace se skladala ze dvou c¢asti, teoretické a praktické. V prvni ¢asti byly
shrnuty teoretické zéklady nutné k pochopeni a aplikaci uvedenych metod pro popis
dynamickych systémtl, pfi¢emz pozornost byla vénovana predevSim problematice
stavového prostoru a identifikace dynamickych systémi. V druhé casti byly tyto metody
predstaveny na jednoduché experimentalni soustave, pri¢emz byly rozliSeny dva ptistupy:

1. Ptistup zalozeny na experimentalnim urc¢eni odezvy, kterd byla nasledné vyuzita pro
identifikaci dynamického systému pomoci odhadu pienosové funkce.

2. Pristup zalozeny na simulacich provedenych na vypoctovych modelech sestavenych
pomoci metody kone¢nych prvkd a substruktur, které byly nasledné ptevedeny do
stavového prostoru.

V zavéru této prace byly srovnany odezvy na skok vSech vytvofenych modelt. Bylo
dokazano, ze stavovy model vytvofeny na zaklad¢ vysledkli modalni analyzy dokaze
veérohodné nahradit vypoctovy model pomoci metody konecnych prvkl, a to Vv ptipadé
vypoctového modelu sestaveného jak z objemovych prvku, tak substruktur. Kvalitativni a
kvantitativni rozdil simulovanych a experimentalnich dat byl ocekévan, a to predevsSim
kvtli zjednoduSenému modelu tlumeni a idealizaci vazeb. Je nutné podotknout, ze v této
praci nebylo cilem dokonale ztotoznit vysledky experimentu a simulaci, tedy vytvofit
vypoctové modely, které¢ by zahrnovaly veskeré mozné vlivy ovliviiujici dynamické
vlastnosti.

Pro ucely praxe bylo vhodné srovnat jednotlivé piistupy na zakladé nckolika
Klicovych kritérii, mezi ktera patii ¢as potiebny k realizaci, mnozstvi znalosti nutnych
K realizaci, univerzalnost metody pro pouziti pro jiné typy tloh, a pfesnost. Na zakladé
bodového hodnoceni byla urCena silnd aslaba mista jednotlivych metod pro urceni
dynamickych vlastnosti systému.

Pii praci s experimentalné ur¢enymi daty se metoda identifikace jevila jako velmi
vhodna a to nejen diky jeji jednoduchosti a realizovatelnosti, ale 1 pfesnosti, s jakou dokaze
replikovat projevy experimentalni soustavy. Pracujeme-li s vypoctovymi modely, které jsou
dnes zpravidla zalozeny na metod¢ konecnych prvki, je vhodné je pred vlastnimi
simulacemi pfevést do stavového prostoru, ktery ndm zaruci velmi vyznamné zkraceni casu
nutného nejen k provedeni vlastnich simulaci, ale i pro skladani jednotlivych subsystémi
do vétsich celkd.

Ptestoze uvedené metody nejsou na poli mechaniky téles v dneSni dobé pftilis
rozsifené, miize v budoucnu jejich implementace do procesu tvorby vypoctovych modeli
slouzicich k urovani dynamickych vlastnosti byt velmi pfinosna. Casova tuspora téchto
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metod miize byt zdsadni pii optimalizac¢nich procesech, které jsou zalozeny na opakovaném
provadéni simulaci.

Tato prace bude dale slouzit jako vychozi stav pro doktorské studium, ve kterém
bude cilem vyuzit vysledky experimentu a simulaci pro tvorbu jednotného modelu. U néj
by bylo vhodné sloucit vyhody experimentu, tedy zahrnuti vlivu vétSiny pritomnych jevii
ovlivitujicich dynamické vlastnosti, a vyhody jednoduchych vypoctovych modela
umoznujicich provadéni ¢asové méné narocnych simulaci. Dale by bylo vhodné pozorovat
vliv nelinearit, které jsou pfitomné ve vSech realnych technickych soustavach a mohou mit
zasadni vliv na jejich dynamické chovani.
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A1 Skript pro aplikaci Craig-Bamptonovy metody pro MDOF
systém

$% Craig-Bampton method for undamped MDOF system with 2 subsystems
, Filip Ksica, © VUT 2016

clc;clear all;close all
format short
format compact

%% Global parameters
output on = 1; % 1 = output to command window, 0 = no output to command
window

%% Define mass and stiffness matrices for MDOF
% System 1

ml = [10 2 2 1]; % [kg] mass vector

k1l = [9ed 6ed 1led 1ed]; % [N/m] stiffness vector

bcl = 1; % boundary condition, 0 = free-free, 1 = fixed-free (fixed
first node), 2 = fixed-fixed, 3 = fixed-free (fixed last node)

[M1, K1] = MDOF MK (ml,kl,bcl);

% System 2

m2 = [0.3 0.1 0.1 0.6]; % [kg] mass vector

k2 = [5ed4 5e4 5e3]; % [N/m] stiffness vector

bc2 = 0; % boundary condition, 0 = free-free, 1 = fixed-free (fixed
first node), 2 = fixed-fixed, 3 = fixed-free (fixed last node)

[M2, K2] = MDOF MK (m2,k2,bc2);

% Parameters

n _dofl = length(ml);

n nl = length(ml) + bcl;
n_dof2 = length(m2);

n n2 = length(m2) + bc2;

o°

number of DOF of system 1
number of nodes of system 1
number of DOF of system 2
number of nodes of system 2

oo

oo oo

%% Define boundary nodes

bnl = [4]; % index of boundary nodes of system 1
n_bnl = length(bnl); % number of boundary nodes of system 1
bn2 = [1]; % index of boundary nodes of system 2
n_bn2 = length (bn2) ; % number of boundary nodes of system 2

%% Define interior nodes
n_inl = n dofl - n _bnl;
n_in2 = n _dof2 - n _bn2;

oe

number of interior nodes of system 1
number of interior nodes of system 2

oe

%% Define partitioned mass and stiffness matrices
[M11 1,M12 1, M21 1,M22 1, K11 1, K12 1, K21 1, K22 1 ] = CB_PART(M1,K1l,bnl);
[M11 2,M12 2, M21 2,M22 2, K11 2, K12 2, K21 2, K22 2 ] = CB_PART (M2,K2,bn2);

semble final partitioned matrices
[MI1 1 M12 1; M21 1 M22 1];

KP1 = [K11 1 K12 1; K21 1 K22 1];
[M11 2 M12 2; M21 2 M22 2];
[K11 2 K12 2; K21 2 K22 2]

7

~

g

N
I

% Fixed boundary natural frequencies and modes
~nl, omega 1,modeshape 1] = MDOF EIG(M11l 1,K11 1);
~n2, omega 2,modeshape 2] = MDOF EIG(M11l 2,K11 2);

%% Define Craig-Bampton reduced component matrices
n_mtkl = 3; % number of modes to keep for system 1
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n mtk2 = 3; % number of modes to keep for system 2
[MR1, KR1] CB_RCM (modeshape 1,MP1,KP1,K11 1,K12 1,n mtkl,n dofl,n bnl);
[MR2, KR2] = CB_RCM(modeshape 2,MP2,KP2,K11 2,K12 2,n mtk2,n dof2,n bn2);

%% Assemble global Craig-Bampton matrices
[ M CB, KCB ] = CB GLOB(MR1,KR1,MR2,KR2,n mtkl,n mtk2,n bnl,n bn2);

% Determine natural frequencies and modes of combined system
f ncb, omega_cb,modeshape cb] = MDOF EIG(M CB,K CB);
_ncbs = sort(f _ncb, 'ascend');

Hh — o°

o°

% Determine natural frequencies and modes for complete system

m= [10 2 2 1.3 0.1 0.1 0.6]; % [kg] mass vector

k = [9e4 6ed 1led 1led 5ed 5ed 5e3]; % [N/m] stiffness vector

bc = 1; % boundary condition, 0 = free-free, 1 = fixed-free, 2 =
fixed-fixed

[M, K] = MDOF MK (m,k,bc);

[f n, omega,modeshape] = MDOF EIG(M,K);

%% Output - Component matrices
if output on ==
disp(' ")
disp('Mass and stiffness matrices of subsystem 1:'")
M1
K1

disp(' ")

disp('Mass and stiffness matrices of subsystem 2:'")
M2

K2

disp(' ")

disp('Partitioned mass and stiffness matrices for subsystem 1:')
MP1

KP1

disp(' ")

disp('Partitioned mass and stiffness matrices for subsystem 2:')
MP2

KP2

disp(' ")

disp ('Reduced Craig-Bampton mass and stiffness matrices for subsystem 1:')
MR1

KR1

disp(' ")

disp('Reduced Craig-Bampton mass and stiffness matrices for subsystem 2:')
MR2

KR2

disp(' ")

disp('Global Craig-Bampton mass and stiffness matrices:')
M _CB

K_CB

disp (" ")
disp('Mass and stiffness matrices for complete system:')
M
K
end

%% Compare natural frequencies of C-B and complete system
for 1 = 1l:length(f ncbs)

fn error(i) = abs(f n(i) - £ ncbs(i))./(f n(i))*100;
end

disp (" ")
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disp ('Number of modes to keep:')
out = sprintf('Subsystem 1: %d',n mtkl);

disp (out)

out = sprintf('Subsystem 2: %d',n mtk2);

disp (out)

disp(' ")

disp('Natural frequencies of system:')

disp ('Mode Craig-Bampton Complete Error')
disp('[-] [Hz] [Hz] [s1")

for i=1:length(f n)
if i>length(f ncbs)

f ncbs (i) = NaN;
fn error (i) = NaN;
end
out = sprintf ('sd. %10.4f %10.4f $3.4f",i,f ncbs(i),f n(i),fn_error(i));
disp (out)

end
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A 2 Funkce pro sestaveni matic hmotnosti a tuhosti

function [ m, k ] = MDOF MK( mm, kk, bc)
% Function for assembling mass and stiffness matrix for MDOF
% Filip Ksica, © VUT 2016

%% Parameters

n_dof = length (mm); % number of mass elements

n_k = length(kk); % number of stiffness elements
n nodes = n _dof + bc; % number of nodes

s Mass Matrix

3 o

= diag (mm) ;

%% Stiffness Matrix

k = zeros(n_nodes,n_nodes) ;

for i = 1:n_k
T = zeros(2,n nodes); % transformation matrix for assembly of stiffness matrix
T(1,i) = 1;
T(2,i+1) = 1;
k temp = [kk(i) -kk(i); -kk(i) kk(i)];
k = k + T'*k _temp*T;

end

switch bc

case 0 s free-free
k = k(l:end,l:end);
case 1 % fixed-free (fixed first node)
k = k(2:end,2:end);
case 2 % fixed-fixed
k = k(2:end-1,2:end-1);
case 3 % fixed-free (fixed last node)
k = k(l:end-1,1:end-1);
otherwise
disp('Stiffness matrix assembly error!')
end
end
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A 3 Funkce pro sestaveni ¢astenych Craig-Bamptonovych
matic

function [ M11, M12, M21, M22, K11, K12 K21, K22 ] = CB_PART (M,K, bn)
% Function for generating partitioned Craig-Bampton mass and stiffness matrices for defined
MDOF

% Filip Ksica, © VUT 2016

n dof = length(M); number of degrees of freedom
n _bn = length(bn); number of boundary nodes
n in = n dof - n_bn; % number of interior nodes of system 1

o
<
o

<

% Define empty submatrices

M1l = zeros(n in,n in);

M12 = zeros(n_in,n bn);

M21 = zeros(n_bn,n_in);
)

’

M22 = zeros(n_bn,n_bn

K1l = zeros(n_in,n in);
K12 = zeros(n_in,n bn);
K21 = zeros(n _bn,n in);
K22 = zeros(n_bn,n bn);

% Prepare indexing variables

i1l = 1;
311 = 1;
il2 = 1;
jl2 = 1;
i21 = 1;
321 = 1;
i22 = 1;
j22 = 1;
% Fill the matrices M11, M12, M21, M22
for i = 1:n dof % rows
% Prepare varialbes for flagging which submatrix current cell belongs to
flagll = 0;
flagl2 = 0;
flag2l = 0;
flag22 = 0;
for j = 1:n_dof % columns
if ismember (i,bn) ~= 1
if ismember (j,bn) ~= 1 % cell belongs to MI11
flagll = 1;
M11(ill,311) = M(4i,3);
K11(il11,311) = K(i,3);
311 = 311 + 1;
else % cell belongs to M12
flagl2z = 1;
M12(i12,312) = M(1i,3);
K12(il2,312) = K(i,3);
j12 = 312 + 1;
end
else
if ismember (j,bn) ~= 1 % cell belongs to M21
flag2l = 1;
M21(i21,321) = M(i,3):
K21(i21,321) = K(i,3);
j21 = j21 + 1;
else % cell belongs to M22
flag22 = 1;
M22(i22,322) = M(1i,3):
K22(i22,322) = K(i,3);
j22 = 322 + 1;
end
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end
end

% Increase row index of submatrix cell
if flagll ==

ill = i11 + 1;
end
if flagl2 ==

il2 = 112 + 1;
end
if flag2l == 1

i21 = 121 + 1;
end
if flag22 == 1

i22 = i22 + 1;
end

% Reset column position

311 = 1;
jl2 = 1;
321 = 1;
j22 = 1;
end
end
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A 4 Funkce pro sestaveni redukovanych Craig-Bamptonovych
matic

function [ MR, KR, T CB] = CB RCM(modeshape,MP,KP,K11,K12,n mtk,n dof,n bn)
% Function for generating reduced component Craig-Bampton mass and stiffness matrices for
defined MDOF

$ Filip Ksica, © VUT 2016

Input parameters: modeshape - eigenvector of system being reduced
MP - partitioned mass matrix
KP - partitioned stiffness matrix
K11l - interior DOF stiffness submatrix
K12 - interior-boundary DOF stiffness submatrix
n mtk - number of modes to keep
n_dof - number of degrees of freedom
n_bn - number of boundary nodes
% Parameters
n col = n bn + n mtk; % number of columns of C-B transformation matrix
n in = n dof - n bn; % number of internal nodes

% Interior constraint modes

ICM = -pinv(K11l) *K12; % interior partition of constraint mode matrix
% Craig-Bampton transformation matrix
T CB = zeros(n _dof, n mtk); % define dimensons of transformation matrix
T CB(l:n in,1:n mtk) = modeshape(l:n_in,1l:n mtk); % fill transformation matrix with kept
modeshapes
T CB = [ modeshape (1:n in,1:n mtk), ICM;
zeros (n_dof-n_in,n mtk), ones(n_bn,n bn) ];

% Reduced component matrices
MR = T CB'*MP*T CB;
KR = T CB'*KP*T CB;

end
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A5 Funkce pro sestaveni globalnich Craig-Bamptonovych
matic

function [ M CB, K CB ] = CB GLOB(MR1, KR1, MR2, KR2, n mtkl, n mtk2, n bnl, n bn2)
% Function for generating global Craig-Bampton mass and stiffness matrices for MDOF
% Filip Ksica, © VUT 2016

% Define empty submatrices
M CB = zeros(n mtkl + n mtk2 + n bn2,n mtkl + n mtk2 + n bnl);
K CB = zeros(n mtkl + n mtk2 + n bn2,n mtkl + n mtk2 + n bnl);

Define mass submatrices
Iklkl = MR1(1l:n mtkl,1l:n mtkl);
Ik2k2 = MR2(1l:n mtk2,1:n mtk2);
Oklk2 = zeros(n_mtkl,n mtk2);
Ok2kl = zeros(n_mtk2,n mtkl);
Mklb = MR1(1l:n mtkl, (n mtkl+1l):(n mtkl+n bnl));
Mk2b MR2 (1:n mtk2, (n_mtk2+1) : (n mtk2+n bn2));
Mbk1 MR1 ((n_mtkl+1l) : (n_mtkl+n bnl),1l:n mtkl);
Mbk2 = MR2 ((n_mtk2+1):(n_mtk2+n bn2),1:n mtk2)
Mbb = MRI1 ((n mtkl+1l):(n mtkl+n bnl), (n_mtkl+1l):(n mtkl+n bnl)) +
MR2 ((n_mtk2+1) : (n_mtk2+n bn2), (n_mtk2+1) : (n_mtk2+n bn2));

’

’

% Define stiffness submatrices

Lklkl = KR1(l:n mtkl,1l:n mtkl);

Lk2k2 = KR2(l:n mtk2,1:n mtk2);

Oklk2 = zeros(n_mtkl,n mtk2);

Ok2kl = zeros(n_mtk2,n mtkl);

Oklb = KR1(1l:n mtkl, (n_ mtkl+1):(n mtkl+n bnl))
Ok2b KR2 (1:n mtk2, (n_mtk2+1):(n_mtk2+n bn2));
Obk1l KR1 ((n_mtkl+1):(n_mtkl+n bnl),l:n mtkl);
Obk2 = KR2 ((n_mtk2+1):(n_mtk2+n bn2),1:n mtk2)
Kbb = KR1 ((n _mtkl+1l):(n mtkl+n bnl), (n mtkl+1l):(n mtkl+n bnl)) +
MR2 ((n_mtk2+1) : (n_mtk2+n bn2), (n_mtk2+1) : (n_mtk2+n bn2));

’

’

% Fill the matrices

M CB = [ Tklkl Ok1lk2 Mklb PR
0k2k1 Tk2k2 Mk2b P
Mbk1 Mbk2 Mbb 17

K CB = [ Lk1lkl Ok1lk2 Oklb R
Ok2k1 Lk2k2 Ok2b P
Obk1l Obk2 Kbb 17
end
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A 6 Funkce pro uréeni modalnich vlastnosti MDOF systému

function [ f n, omega, mode shape ] = MDOF EIG (M,K)
% Function for evaluating natural frequencies and shapes for MDOF
% Filip Ksica, © VUT 2016

Parameters
n_dof = length(M);

% Determine eigenvalues and eigenvectors
[eigenvectors, eigenvalues] = eig(K,M);

% Evaluate natural frequency
omega = sqrt(diag(eigenvalues));
f n = omega/ (2*pi);

% Determine modal matrix orthonormal with respect to mass matrix
QTMQ = eigenvectors'*M*eigenvectors;

scale = 1./sqrt (QTMQ) ;
for i = 1:n dof

if sum(eigenvectors(:,1i))<0
scale(i,i) = -scale(i,i);
end
mode shape(:,1i) = eigenvectors(:,1i)*scale(i,i);
end
end
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A7 Funkce pro separaci stavovych matic z ANSYSu

function [ A, B, C, D ] read _spm( filename )

% Read .spm file exported from modal analysis in ANSYS.
Returns state-space matrices A, B, C, D.

Syntax: [A, B, C, D] = read spm( filename )

o oo o°

oo

Filip Ksica © 2016

o

spm = fopen(filename,'r');
D infile = 0;

open specified spm file for reading
0 - D is not included in file

oo

o

while (~feof (spm))
line = fgetl (spm);
label = sscanf(line, ['%s' 'MATRIX']);

while loop with end-of-file condition
read next line
convert to string

o

oo

switch label
case 'A'
line = fgetl (spm);
dim A = sscanf (line, '%u');
for ia = 1l:dim A(1)
line = fgetl (spm);

o

find A, B, C labels

A - System Matrix

read next line for size

convert to integer

for loop - read next 'size A' lines
read next line

o o o° o°

o°

A(ia,:) = sscanf(line, '$f');% convert to floating-point number and save to A
end
case 'B' % B - Input Matrix
line = fgetl (spm); % read next line for size
dim B = sscanf (line, '%u'); % convert to integer

o0

for ib = 1:dim B(1)
line = fgetl (spm);

for loop - read next 'size B' lines
read next line

> o

B(ib,:) = sscanf(line, '$f');% convert to floating-point number and save to B
end
case 'C' % C - Output Matrix
line = fgetl (spm); % read next line for size
dim C = sscanf (line, '%u'); % convert to integer

o0

for ic = 1:dim C(1)
line = fgetl (spm);
C(ic,:) = sscanf(line, '3f");
end
case 'D'
D infile = 1;
line = fgetl (spm);
dim D = sscanf (line, '%u');
for id = 1:dim D(1)
line = fgetl (spm);

for loop - read next 'size C' lines
read next line
convert to floating-point number and save to C

o oe

oo

D - Feedforward Matrix

D is included in file

read next line for size

convert to integer

for loop - read next 'size D' lines
read next line

00 o0 o° oo

oe

D(id, :) = sscanf(line,'$f');% convert to floating-point number and save to D
end
otherwise

end
end
fclose (spm) ; % close filename
if D infile == % 1f D was not included in file, it is created
artifically

dim D = [dim C(1); dim B(2)]; % dimensions of D - no. of output x no. of input

D = zeros(dim D(1), dim D(2)); % D - feedforward matrix
end
end
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B MAKRAPRO ANSYS

B 1 Makro pro modalni a transientni analyzu dvojitého

nosniku pomoci solid prvki

Beam Sandwich - Solid
Filip Ksica © 2016

FINISH

/clear, nostart

! PREPROCESOR
/PREP7

'l MATERIALS

! MATERIAL 1 - STEEL
MP,EX,1,2.lell !
MP, NUXY,1,0.3 !
MPTEMP, 1, 0

MPDATA, DENS, 1, , 7850 !

modulus
ratio

Young's
Poisson

density

! MATERIAL 2 - ALUMINIUM
MP,EX,2,7.0el0 !
MP, NUXY,2,0.33 !
MPTEMP, 1, 0

MPDATA, DENS, 2, ,2700 !

modulus
ratio

Young's
Poisson

density

!'! ELEMENT TYPE
ET,1,S0OLID185 i

solid element 185

[Pa]

[kg.m"=-3]

[Pa]

[kg.m"=-3]

(8node)

!l VARIABLES

*SET, length beam top, 500e-3 ! beam length [m] (always the shorter of the two
beams)

*SET, width beam top, 50e-3 ! beam width [m]

*SET, height beam top, 10e-3 ! beam height [m]

*SET, force top, -70 ! force in the middle of top beam [N]

*SET, length beam bottom, 500e-3 ! bottom beam length [m]

*SET, width beam bottom, 50e-3 ! bottom beam width [m]

*SET, height beam bottom, 10e-3 ! bottom beam height [m]

*SET, force bottom, 0 ! force in the middle of bottom beam[N]

*SET, beam gap, 10e-3 ! gap between the beams [m]

*SET, length connector, 40e-3 ! conenctor length [m]

*SET, height connector, beam gap ! connector height [m]

*SET, width connector, min(width beam top, width beam bottom) ! connector width [m], min
of beam widths

*SET, length clamp mass, 20e-3 ! length of additional mass (mass of clamps)
*SET, height clamp mass, 30e-3 ! height of additional mass (mass of clamps); x =
0.23/(7850*50e-3*20e-3); m = 0.23kg

*SET, width clamp mass, 50e-3 ! width of additional mass [m]

*SET, damping alfa, 10.6 ! proportional damping - alfa (mass coefficient)
*SET, damping beta, 6.92e-7 ! proportional damping - beta (stiffness coefficient)
*SET, damping ratio, 0 ! damping ratio, dmprat = c/(2*m*omega)

*SET, n_freq, 15 ! number of eigenvalues

!l GEOMETRY

BLOCK, 0, length beam bottom,-height beam bottom/2,height beam bottom/2, -

width beam bottom/2,width_beam bottom/2

! bottom beam geometry
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BLOCK, length beam bottom-

length_beam top,length_beam bottom,height_ beam bottom/2+beam gap,height beam bottom/2+beam g
aptheight beam top,-width beam top/2,width beam top/2 ! top beam geometry

BLOCK, length beam bottom-

length connector,length beam bottom,height beam bottom/2,height beam bottom/2+beam gap, -
width_connector/2,width_connector/2 ! connector geometry

BLOCK, length beam bottom,length beam bottomt+length clamp mass,-height beam bottom/2, -

height beam bottom/2+height clamp mass,-width clamp mass/2,width clamp mass/2 !
additional mass geometry (clamp mass)

'l MESHING

LPLOT

ALLS

LESIZE,ALL,12.5e-3 ! set global element size [m]

LSEL, s, LINE,,1
LSEL, a, LINE, , 3
LSEL, a, LINE,, 6
LSEL, a, LINE, , 8
LSEL, a, LINE,, 13
LSEL, a, LINE,, 15
LSEL, a,LINE,, 18
LSEL, a, LINE,, 20
LSEL, a, LINE,, 25
LSEL, a, LINE, , 27
LSEL, a, LINE, , 30
LSEL, a, LINE,, 32

LESIZE,ALL,,,-1,,1 ! clear previously set element size
LESIZE,ALL,2.5e-3 ! set element size on thickness [m]
ALLS
ALLS

LSEL, s, LINE, , 2
LSEL, a, LINE, , 4

LSEL, a, LINE,,5

LSEL, a, LINE,,7

LSEL, a, LINE,, 14
LSEL, a,LINE,, 16
LSEL, a,LINE,, 17
LSEL,a,LINE,, 19
LSEL, a, LINE,, 26
LSEL, a,LINE,, 28
LSEL, a,LINE,,29
LSEL, a, LINE,, 31

LESIZE,ALL,,,-1,,1 ! clear previously set element size
LESIZE,ALL,10e-3 ! set element size on length [m]
ALLS

MAT, 1 ! material 1 - steel

VSEL, s,VOLU, ,1 ! select bottom beam

VSEL, a,VOLU, , 4 ! select additional mass

VMESH, ALL

ALLS

MAT, 2 ! material 2 - aluminium

VSEL, s, VOLU, , 2 ! select top beam

VSEL, a,VOLU, , 3 ! select connector

VMESH, ALL

ALLS

!l COUPLING

CPINTF,ALL ! merges all DOF on interface nodes within tolerance

!'! NAMED SELECTIONS

node bottom end = NODE (length beam bottom-length connector,0,0)

node bottom mid = NODE (length beam bottom/2,-height beam bottom/2,0)
node_top mid = NODE (length beam bottom-

length beam top* (2/3),height beam bottom/2+beam gaptheight beam top,0)
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node top end = NODE (length beam bottom-
length_connector,height_beam bottom/2+beam gap+height beam top,0)

!l BOUNDARY CONDITIONS

ALLS

NSEL, s, LOC, X, 0

D,ALL,ALL ! fixed end of bottom beam
ALLS

NSEL, s, LOC, X, length beam bottom-length beam top
NSEL, r, LOC, Y, height beam bottom/2+beam gap,height beam bottom/2+beam gaptheight beam top

D,ALL,ALL ! fixed end of top beam

ALLS

F,node_bottom mid, FY, force bottom ! input force on bottom beam

ALLS

F,node top mid, FY, force top ! input force on top beam

ALLS

! DAMPING

ALPHAD, damping alfa ! proportional damping - mass coefficient
BETAD, damping beta ! proportional damping - stiffness coefficient
DMPRAT, damping ratio ! damping ratio (will be replaced by experimental
value)

!'l SOLUTION !!itrrrrrrrrprrrrrrrrrrrrrererererent

!l MODAL ANALYSIS !!!trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnt

FINISH

/SOL

ANTYPE, 2 ! analysis type - modal

MODOPT, LANB,n_freq, 0,0, ,OFF ! method - BlockLanczos, 10 modes

!MXPAND, ,,, YES ! expand the results and calculate element results
!MODOPT, DAMP,n_freq, 0,0, ,OFF ! method - damped, 10 modes

SOLVE

SAVE

!'l POSTPROCESSOR !!!!ltrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrririrnnd

/POST1

!'! SPMWRITE - STATE SPACE SYSTEM EXTRACTION
! INPUTS DEFINITION

*DIM, inputTab,, 1,2

*DIM, inputLab, CHAR, 1

inputTab(1,1) = node top mid ! top beam middle node
inputTab(1l,2) = 2 ! FY
inputLab (1) = 'FY MID'

! OUTPUTS DEFINITION
*DIM, outputTab,, 1,2
*DIM, outputLab, CHAR, 1

outputTab(l,1) = node top end ! top beam end node

outputTab(1,2) = 2 1 Uy

outputLab (1) = 'UY_END'

SPMWRITE, MODAL, , inputTab, inputLab, outputTab, outputlLab, ,OFF, 0 ! OFF - velocity and

acceleration not included

'l ANSYS AUXILIARY PROCESSOR !!!trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnt
'l MASS AND STIFFNESS MATRIX EXTRACTION

'FINISH

! /AUX2

'FILE,, full

!HBMAT,beamistiffiHB,txt,,ASCII,STIFF,NO,NO

!HBMAT, beam mass_HB, txt,,ASCII,MASS,NO,NO
!HBMAT,beam_damp_HB,txt,,ASCII,DAMP,NO,NO
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! OUTPUT MODAL DATA
*DIM, EIGENVALUES tab,ARRAY,n freq,l ! define table for eigenvalues
*DIM, DAMPING tab,ARRAY,n freq,1 ! define table for damping ratios of modes

*DO,1i,1,n freq,1

*GET, FREQUENCY, MODE, i, FREQ, IMAG get current eigenvalue (imaginary part)

!
EIGENVALUES tab (i) = FREQUENCY ! store current eigenvalue to table
*GET, DAMPING, MODE, i, DAMP ! get damping ratio of current mode
DAMPING tab (i) = DAMPING ! store current damping ratio to table
SET, 1,1 ! load current substep

/title, shape=%i%

/ SHOW, PNG ! format of output images
PLNSOL, U, SUM ! results for output image - displacement vector sum
/SHOW, CLOSE

*ENDDO

*CFOPEN, EIGENVALUES, txt ! write eigenvalues table to file
*VWRITE,EIGENVALUES_tab(l)

(F12.4)

*CFCLOS

*CFOPEN, DAMPING, txt ! write damping ratios table to file
*VWRITE, DAMPING tab (1)

(E12.4)

*CFCLOS

FINISH

!l EXPORT FOR ADAMS
! /prep’

! /UNITS, ST
!ADAMS, 10

!'l TRANSIENT ANALYSIS !!!itrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnt

*SET, time step, le-4 fixed time step

*SET, time load, 0.002 end time of the load step
*SET, time_end, 1 end time of simulation
n_steps = time end/time step number of simulation steps

!l STEP RESPONSE - SET LOADS
/SOL

ANTYPE, 4

TRNOPT, FULL

!TRNOPT,MSUP, n_freq,,1,0
LUMPM, O

OUTRES, ALL, 1
DELTIM, time step,time step, time_step
TIME, time load

! INPUT FORCE

F,node_bottom mid, FY, force bottom ! input force on bottom beam

ALLS

F,node_ top mid, FY, force top ! input force on top beam

ALLS

! DAMPING

ALPHAD, damping alfa ! proportional damping - mass coefficient
BETAD, damping beta ! proportional damping - stiffness coefficient
DMPRAT, damping ratio ! damping ratio

! SOLUTION

SOLVE
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FINISH
!'! STEP RESPONSE -
/SOL
ANTYPE, ,REST, 1, , CONTINUE
! TRNOPT, FULL
LUMPM, 0

| TRNOPT, MSUP, n_fregq,
OUTRES, ALL, 1

DELTIM, time step,time step,time step
TIME, time end

ZERO LOADS

,n_freq,0

! INPUT FORCE

F,node bottom mid, FY,0 !
ALLS

F,node_top mid,FY,0 !
ALLS

! DAMPING

ALPHAD, damping alfa !
BETAD, damping beta !
DMPRAT, damping ratio ! damping
! SOLUTION

SOLVE

FINISH

'l EXPORT
/POST1

*DIM, time sim, ,n steps+1,1 ! table

*DIM,beam top end UY,,n steps+l,1 ! table
*DIM,beam top end AY,,n steps+l,1 ! table
time sim(l)= 0 ! initial
beam top end UY(1)= 0 ! initial
beam top end AY(1)= 0 ! initial
*DO,j,1,time load/time step
SET, 1, 3

*GET, time sim(j+1),ACTIVE, 0, SET, TIME ! end

*GET,beam top_end UY(j+1),node,node top end,U,

(impulse peak)

*GET,beam top_end AY(j+1),node,node top end,A,

(impulse peak)
*ENDDO

*DO, k,1,n_steps-time load/time step
each substep
SET, 2,k
*GET, time_sim(j+k+1),ACTIVE, 0, SET, TIME

*GET,beam top_end UY (j+k+1),node,node_top end,
*GET,beam top_end AY (j+k+1l),node,node top_ end,

*ENDDO

*CFOPEN, T, txt !
*VWRITE, time sim(1)

(F10.6)

*CFCLOS

*CFOPEN, UY, txt !
*VWRITE, beam top_end UY (1)

(E12.4)

*CFCLOS

*CFOPEN, AY, txt !
*VWRITE, beam top end AY (1)

(E12.4)

*CFCLOS
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input force on bottom beam

input force on top beam

proportional damping - mass coefficient
proportional damping - stiffness coefficient

ratio

for simulation time
for Y displacement
for Y acceleration

time is zero
displacement is zero
acceleration is zero

time of 1st loadstep (impulse peak)
Y ! displacement at the end of loadstep 1

Y ! acceleration at the end of loadstep 2

! store values of time and displacement from

U,Y
A, Y

write time table to file

write displacement table to file

write acceleration table to file
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B 2 Makro pro modalni a transientni analyzu dvojitého
nosniku pomoci CMS

Prrrrrll Beam sandwich - Component Mode Synthesis
Prrrrrlt FPilip Ksica © 2016

FINISH
/clear, nostart

!'l PREPROCESOR !!!!ltrtrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrririrind

/PREP7

!l VARIABLES

*SET, damping alfa, 10.6 ! proportional damping - alfa (mass coefficient)
*SET, damping beta, 6.92e-7 ! proportional damping - beta (stiffness coefficient)
*SET, damping ratio, 0 ! damping ratio, dmprat = c/(2*m*omega)

*SET, n_freq, 15 ! number of eigenvalues

!l DATA FOR EXPORT
*DIM, EIGENVALUE tab,ARRAY,n freqg ! define table for eigenvalues
*DIM, DAMPING tab,ARRAY,n freq ! define table for damping ratios of modes

max numper of node of bottom beam
max number of node of top beam
max number of node of connector
max numpber of node of clamp mass

!*SET, N bottom beam, 825
!*SET, N_top beam, 825
!*SET, N_connector, 80
!*SET, N_clamp mass, 129

!'! ELEMENT TYPE
ET,1,MATRIX50 ! superelement type

!l LOAD SUPERELEMENT FILES
TYPE, 1 ! type of element used

SE, super bot beam

*GET,N_bottom beam,NODE, 0, num, max ! get highest node number

! SETRAN, super_bot beam,,N bottom beam, super top_ beam2 ! change numbering of current
superelement file

EDELE,ALL ! delete all elements

NDELE,ALL ! delete all nodes

SE, super top_ beam

*GET,N_top_beam, NODE, 0, num, max ! get highest node number
SETRAN, super_top beam, ,N_bottom beam, super top beam2 ! change numbering of current
superelement file

EDELE,ALL ! delete all elements

NDELE, ALL ! delete all nodes

SE, super_connector

*GET,N_connector,NODE, 0, num, max ! get highest node number

SETRAN, super connector,,N bottom beam+N top beam, super connector?2 ! change numbering of
current superelement file

EDELE, ALL ! delete all elements

NDELE, ALL ! delete all nodes

SE, super_clamp mass

*GET,N_clamp mass,NODE, 0, num, max ! get highest node number

SETRAN, super_clamp mass,,N bottom beam+N top beam+N connector,super clamp mass2 ! change
numbering of current superelement file

EDELE, ALL ! delete all elements

NDELE, ALL ! delete all nodes

SE, super bot beam ! load bottom beam superelement file

SE, super top beam2 ! load top beam superelement file with new numbering
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SE, super connector2
SE, super clamp mass2

!'! NAMED SELECTIONS

node top mid = NODE (length beam bottom-

load connector superelement file with new numbering
load clamp mass superelement file with new numbering

length beam top* (3/5),height beam bottom/2+beam gaptheight beam top,0)

node top end = NODE (length beam bottom-

length connector,height beam bottom/2+beam gaptheight beam top,0)

ALLS
NSEL, s, LOC, X, 0

NSEL, r,loc,Y,-height beam bottom/2,height beam bottom/2

CM, fixed nodes bot, NODE
ALLS

ALLS
NSEL, s, LOC, X, 0

NSEL, r,loc,Y,height beam bottom/2+beam gap,height beam bottom/2+beam gaptheight beam top

CM, fixed nodes_top, NODE
ALLS

!l COUPLING
CPINTF,ALL

!l BOUNDARY CONDITIONS

ALLS

CMSEL, s, fixed nodes bot
CMSEL, a, fixed nodes_top
D,ALL,ALL

ALLS

ALLS
F,node top mid, FY, force top
ALLS

'l DAMPING

ALPHAD, damping alfa
BETAD, damping beta
DMPRAT, damping ratio
value)

merges all DOF on interface nodes within tolerance

fixed end of bottom beam
fixed end of top beam

input force on top beam

proportional damping - mass coefficient
proportional damping - stiffness coefficient
damping ratio (will be replaced by experimental

'l SOLUTION !!!rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrnd

FINISH
/SOL

ANTYPE, 2

MODOPT, LANB,n_freq, 0,0, ,OFF
|MXPAND, , ,, YES

!MODOPT, DAMP,n_freq, 0,0, ,OFF

SOLVE
SAVE

analysis type - modal

method - BlockLanczos, 10 modes

expand the results and calculate element results
method - damped, 10 modes

!'l POSTPROCESSOR !!!ltlrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrririn]

/POST1

*DO,j,1,N_FREQ, 1

*GET, FREQUENCY, MODE, j, FREQ, IMAG
EIGENVALUE tab(j) = FREQUENCY

*GET, DAMPING, MODE, i, DAMP
DAMPING tab(j) = DAMPING
*ENDDO

*CFOPEN, EIGENVALUES_CMS, txt
*VWRITE, EIGENVALUE tab (1)
(F10.2)

*CFCLOS

*CFOPEN, DAMPING_CMS, txt

get current eigenvalue (imaginary part)
store current eigenvalue to table

get damping ratio of current mode
store current damping ratio to table

write time table to file

write damping ratios table to file
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*VWRITE, DAMPING tab (1)
(E12.4)
*CFCLOS

!l SPMWRITE - STATE SPACE SYSTEM EXTRACTION
! INPUTS DEFINITION

*DIM, inputTab,,1,2

*DIM, inputLab, CHAR, 1

inputTab(1l,1) = node top mid ! top beam middle node
inputTab(1,2) = 2 ! FY
inputLab (1) = 'FY MID'

! OUTPUTS DEFINITION
*DIM, outputTab,, 1,2
*DIM, outputLab, CHAR, 1

outputTab(l,1) = node top end ! top beam end node

outputTab(1l,2) = 2 Uy

outputLab (1) = 'UY END'

SPMWRITE,MODAL, , inputTab, inputLab, outputTab, outputLab,, OFF, 0 ! OFF - velocity and

acceleration not included

/sol

!'! TRANSIENT ANALYSIS !!!ritrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrent

*SET, time step, le-4 fixed time step

*SET, time load, 0.002 end time of the load step
*SET, time end, 1 end time of simulation

n _steps = time end/time step number of simulation steps

!l STEP RESPONSE - SET LOADS
/SOL

ANTYPE, 4

TRNOPT, FULL
!TRNOPT,MSUP,n_freq,,1,0
LUMPM, O

OUTRES,ALL, 1
DELTIM, time step,time step,time step
TIME, time load

! INPUT FORCE

F,node bottom mid, FY, force bottom ! input force on bottom beam

ALLS

F,node_top_mid, FY, force top ! input force on top beam

ALLS

! DAMPING

ALPHAD, damping alfa ! proportional damping - mass coefficient
BETAD, damping beta ! proportional damping - stiffness coefficient
DMPRAT, damping ratio ! damping ratio

! SOLUTION

SOLVE

FINISH

'l STEP RESPONSE - ZERO LOADS

/SOL

ANTYPE, ,REST, 1, , CONTINUE

! TRNOPT, FULL

LUMPM, 0

!TRNOPT,MSUP,n_freq, ,n_freq,0
OUTRES, ALL, 1

DELTIM, time step,time step,time step
TIME, time_end

! INPUT FORCE
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F,node bottom mid, FY,0
ALLS

F,node_top mid,FY,0
ALLS

! DAMPING

ALPHAD, damping alfa
BETAD, damping beta
DMPRAT, damping ratio

! SOLUTION
SOLVE
FINISH

input force on bottom beam

input force on top beam

proportional damping - mass coefficient
proportional damping - stiffness coefficient
damping ratio

PLUEXPORT !IIUILULILLITI Iyt

/POST1

*DIM, time sim, ,n steps+1,1
*DIM,beam top end UY,,n steps+l,1
*DIM,beam top end AY,,n steps+l,1

time sim(l)= 0
beam top end UY(1l)= 0
beam top end AY(1)= 0

*DO,j,1,time load/time step

SET, 1,

*GET, time_ sim(j+1),ACTIVE, 0, SET, TIME

! table for simulation time
! table for Y displacement
! table for Y acceleration

! initial time is zero

! initial displacement is zero
! initial acceleration is zero

! end time of 1lst loadstep (impulse peak)

*GET,beam top _end UY(j+1),node,node top end,U,Y ! displacement at the end of loadstep 1

(impulse peak)

*GET,beam top end AY(j+1l),node,node top end,A,Y ! acceleration at the end of loadstep 2

(impulse peak)
*ENDDO

*DO,k,1,n steps-time load/time step

each substep
SET, 2,k

*GET, time_sim(j+k+1),ACTIVE, 0, SET, TIME

! store values of time and displacement from

*GET,beam top end UY(j+k+1),node,node top end,U,Y
*GET,beam top end AY(j+k+1l),node,node top end,A,Y

*ENDDO

*CFOPEN, T_CMS, txt
*VWRITE, time sim(1)
(F10.6)

*CFCLOS

*CFOPEN, UY_CMS, txt

*VWRITE, beam top_end UY (1)

(E12.4)
*CFCLOS

*CFOPEN,AY CMS, txt

*VWRITE, beam top_end AY (1)

(E12.4)
*CFCLOS

! write time table to file

! write displacement table to file

! write acceleration table to file
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C MATICE MDOF SYSTEMU POMOCI CRAIG-

BAMPTONOVY METODY

Mass and stiffness matrices of subsystem 1:

M1l =
10 0
0 2
0 0
0 0

Kl =
150000
-60000
0
0

O N O O
= O o o

-60000
70000
-10000
0

0
-10000
20000
-10000

0

0
-10000
10000

Mass and stiffness matrices of subsystem 2:

M2 =
0.3000
0
0
0

50000
-50000
0

0

Partitioned mass and stiffness matrices for subsystem 1:

MP1 =
10 0
0 2
0 0
0 0

KP1l =
150000
-60000
0
0

Partitioned mass and stiffness matrices for subsystem 2:

MP2 =
0.1000
0
0
0

100000
-50000

0
-50000

0
0.1000

0 0.

0

-50000
100000
-50000

0

O N OO
P O O o

-60000
70000
-10000
0

0
0.1000

0 0.

0

-50000
55000
-5000

0

0
0
1000
0

0
0
6000
0

0
0
0
0.6000

0
-50000
55000
-5000

0
-10000
20000
-10000

0
0
0
0.3000

0
-5000

5000
0

Reduced Craig-Bampton mass and stiffness

MR1 =
1.0000
0.0000

-0.0000
0.6602
KR1 =
1.0e+04 *
0.6532
0.0000
-0.0000
-0.0000

0.0000 -0.
1.0000

0 1.
0.4966 -0.
0.0000 -0.
1.1114 -0.
-0.0000 4
-0.0000 -0.

0000

0
0000
0229

0000
0000

.2353

0000

0.6602
0.4966
.0229
1.6829

-0.0000
0.0000
-0.0000
0.4390

0

0
-5000
5000

0

0
-10000
10000

-50000
0

0
50000

matrices for subsystem 1:
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Reduced Craig-Bampton mass and stiffness matrices for subsystem 2:

MR2 =
1.0000 0.0000 0
0.0000 1.0000 0
0.0000 0.0000 1
0.8054 0.3758 0
KR2 =
1.0e+06 *
0.0069 -0.0000

0 0.2280
-0.0000 -0.0000

Global Craig-Bampton mass
M CB =

1.0000 0.0000 -0.

0.0000 1.0000

-0.0000 0 1.
0 0
0 0
0 0
0.6602 0.4966 -0.
K CB =
1.0e+06 *

0.0065 0.0000 -0.
0.0000 0.0111 -0.
-0.0000  -0.0000 0.
0 0
0 0
0 0
-0.0000  -0.0000  -0.

.0000 0.8054
.0000 0.3758
.0000 0.1003
.1003 1.1000

0.0000 -0.0000

0.0000 -0.0000
-0.0000 0.0000 1.

-0.0000 0.0000

3234 -0.0000

and stiffness matrices:

0000 0 0
0 0 0
0000 0 0
0 1.0000 0.0000
0 0.0000 1.0000
0 0.0000 0.0000
0229 0.8054 0.3758
0000 0 0
0000 0 0
0424 0 0
0 0.0069 -0.0000
0 0 0.2280

0 -0.0000 0.0000
0000 -0.0000 -0.0000

Mass and stiffness matrices for complete system:

M =
10.0000 0
0 2.0000
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
K =
150000 -60000
-60000 70000
0 -10000
0 0
0 0
0 0
0 0

Number of modes to keep:
Subsystem 1: 3
Subsystem 2: 3

2.

Natural frequencies of system:

Mode Craig-Bampton
[Hz]
5.9833
12.9986
15.5088
20.6631
32.7619
80.1678
183.8192

oUW —

0 0 0
0 0 0
0000 0 0
0 1.3000 0
0 0 0.1000
0 0 0
0 0 0
0 0
-10000 0
20000 -10000
-10000 60000
0 -50000
0 0
0 0
Complete Error
[Hz] [%]
5.9826 0.0111
12.9986 0.0000
15.5087 0.0003
20.6629 0.0011
32.7619 0.0000
80.1678 0.0000
183.8192 0.0000
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.0000
.0000
.0000
.1003

o OO

.0000
.0000
.3234
.0000

o OO

0.100

O OO OO oo

.6602
.4966
.0229
.8054
.3758
.1003
.7829

N O O OO oo

-0.0000

0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000
-0.0000

0.0044

[eNeNe)

-50000
55000
-5000

o O oo

-5000
5000



