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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zabyva popisem energii v deformovanych soustavach a jejich vyuzitim
pro urcenti sily pisobici na soustavu a posuvil zpisobenych silami. V uvodni ¢4sti jsou popsany
zakladni druhy naméhani a jak lze u nich urcit energii napjatosti a posuvy. Dale jsou popsany
energie napjatosti a potencialni energie véetné jejich komplementarnich slozek. Nasleduje
objasnéni principu virtualnich praci, Bettiho véty a Maxwellova teorému reciprocity. Poté je
odvozen prvni a druhy Castiglianiv teorém. Ty jsou nésledné aplikovany na staticky urc¢itou a
neurcitou tlohu.

Klicova slova

Energie napjatosti, komplementarni energie napjatosti, princip virtualnich praci, Castigliantv
teorém, linearn¢ a nelinearn¢ elasticky material

Abstract

The bachelor’s thesis deals with the description of energy in deformed systems and their use to
determine the force acting on the system and displacements caused by forces. In the first part
of the thesis there are described the basic types of stresses and how it is possible to determine
their strain energy and displacements. After that, strain and potential energy including their
complementary components are described. Next part is explanation of the principle of virtual
work, Betti's theorem and Maxwell's reciprocity theorem. In the second part of thesis, the first
and the second Castigliano’s theorems are derived. Castigliano’s theorems are applied to a
statically determinate and indeterminate problems.

Key words

Strain energy, complementary strain energy, virtual work principle, Castigliano’s theorem,
linear and nonlinear elastic material
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Uvod

Strojni soucasti jsou namahany rdznymi zpusoby. Silové a momentové zatizeni v nich
zpusobuje akumulaci energie. Tato energie muze vést ke zni¢eni soucasti. Lze ji ovSem 1 vyuzit
v zakladnich mechanickych vypoctech. Pti znalosti druhu naméahéni, velikosti zatézujici sily
nebo momentu a pii znalosti geometrie a materialu télesa je mozné energii v télese urcit
a pomoci ni lze urcit i deformacni charakteristiky. Postupovat Ize i tak, Ze ze znalosti vychylky
je urCena zatézujici sila.

Cilem této bakalafské prace je popsani energii, které vznikaji pti namahani télesa, i jejich
komplementarnich slozek, které jsou pii vypoctech ¢asto vyuzivany. Budou popsany teorémy,
které souvisi se silovym pusobenim a deforma¢nimi charakteristikami. Bude nasledovat
odvozeni Castiglianovych teorémd, vysvétleni rozdili mezi nimi a moZnosti jejich pouziti.
Na zavér se aplikuji nékteré teze na staticky urcity a staticky neurcity ptiklad, kde bude mozné
sledovat, jak rizné teorie vedou ke stejnému vysledku a také jaky rozdil ve vysledku zptisobi
linearni elasticita materialu.
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1. Druhy namahani a jeho energie

Jsou-li splnény prutové predpoklady, tak u pfimého prizmatického prutu jsou rozliSovana
nasledujici namahani: prosty tah a tlak, prosty ohyb a prosty krut. Pfi feSeni statické rovnovahy
se prvek uvolni v nedeformovaném stavu. Pro kazdé namahani lze urcit jeho energii napjatosti
W a mérnou energii napjatosti 4, pro které plati [1]:

_aw

= — (1.1)

dn
Pokud je material prutu linearné elasticky, tak 1ze posuv ve sméru sily, nebo thly natoceni
sttednice (prosty ohyb) a natoceni pticného priiezu (prosty krut) ve sméru momentu, urcit
pomoci druhého Castiglianova teorému [2].

1.1. Prosty tah a tlak

Pti prostém tahu (nebo tlaku) dochazi k oddalovani pti¢nych prifezi (nebo piiblizeni) a jejich
nasledné deformaci. Normalova sila je jedinou nenulovou slozkou VVU.
Pro mérnou energii napjatosti plati:

0.2

AN = — 1.2
TF (1.2)
Energie napjatosti p¥imého prutu jako funkce VVU se uréi:
1 [* N2(x)
_ . : 1.3
W=3 JO E st @ (13)

Spojenim vztaht pro délkové pietvoreni S Hookovym zakonem se ziska vztah pro posuv
obecného bodu ve vzdalenosti x od bodu 0, ktery je pocatkem globalniho soutadnicového
systému (pfi konstantnim prufezu, Youngové modulu pruznosti a normalové sile) [1]:

u(x) = 2[—; (1.4)

Dalsim zptsobem uréeni posuvu je druhy Castiglianiv teorém [3].

1.2. Prosty ohyb

Pfi namahani prostym ohybem dochazi k vzajemnému natoceni pti¢nych prufezi kolem osy,
ktera lezi v pfi¢ném prufezu, a K jejich nasledné deformaci. Ohybovy moment je jedinou
nenulovou slozkou VVU [1].

Pro mérnou energii napjatosti plati vztah (1.2) [4].
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Energie napjatosti pfimého prutu jako funkce VVU se uréi:

MK 1_fx M2 (x)

1 —_— .
0 E ']z(x)

‘E'fo P Yt (1.5)

Prithyb stfednice prutu ve sméru osy z a uhel jejiho natoCeni lze ziskat z diferencialni
rovnice prithybové ¢ary, ktera pro malé deformace ma tvar:

My
E . ]y (1'6)

w o= +

Po integraci a urceni okrajovych podminek se ziskd posuv W Vv daném misté, ptipadné uhel
natoceni stiednice w” = ¢ [1]. Dal§im zptusobem uréeni prithybu stiednice a jejiho natoceni je
druhy Castiglianuv teorém [3].

1.3.  Prosty krut

Pti prostém krutu dochazi k vzdjemnému natoceni pti¢nych prifezii kolem stfednice prutu,
k jejich nasledné deformaci nedochazi. Pti¢ny prufez musi byt kruhovy, nebo mezikruhovy.
Kroutici moment je jedinou nenulovou slozkou VVU.

Pro mérnou energii napjatosti plati:

2

T
= 1.7
A= (1.7)
Energie napjatosti p¥imého prutu jako funkce VVU se uréi:
1 (% Mi(x)
W = j ———dx 1.8
2 )y G-J,(x) (18)

Z rovnic pro relativni thel zkrouceni lze jejich Gpravou ziskat vztah pro uhel natoceni
pti¢ného prufezu okolo stiednice prutu [1]:

[T M)
Q= JO —G-]p(x) dx (1.9)

Dal$im zptisobem urceni uhlu natoceni pfiéného prufezu je druhy Castiglianiv teorém [3].
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2. Energie
2.1. Energie napjatosti

Pii deformaci elementarniho prvku o hranach dx,
pfetvofeni ex a uthlové pietvoreni yyx, elementarni
délkového pretvoreni a uhlového pietvoreni o hodnot

dy a dz na obrazku 1 vznika délkové
sily vykonaji urcitou praci. Pii zméné
Yy dexa dyyx se vykona prace 0 hodnoté:

(Gx-dy-dz)-dsx-dx+(Tyx-dx-dz)-dyyx-dyz

= (0x " dex + Tyy dyyy)-dx-dy-dz (2.1)
Tyx
—_—
[~ 1 7
Ty /
& / dy Ty // Ox -
Tx
y Vs /
T
yX
/ X dx | .dx
y4

Obr. 1 — namahani elementarniho prvku [5]

Tenzory ptetvotfeni T, a napéti T jsou soumérné. V
vykona obdobna prace. Zménu vykonané prace, kte
zapsat:

ostatnich slozkach tenzoru pietvoteni se
ra se uklada jako energie napjatosti, Ize

d?W = TT -dT, dx-dy-dz =TT -dT, - dQ (2.2)

Celkova vykonana prace je ulozena jako energie napjatosti v elementarnim prvku.

Celkova energie napjatosti se vyjadii [5]:

W = f/l(x,y,z
0

) d0 (2.3)

/A je mé€rna energie napjatosti [6], coz je plocha pod kiivkou a(¢) [7].

(a)

(b)

‘ | =

Ex €

Obr. 2 — kiivka o(g) elastického materialu (nelinearniho () a linearniho (b)) [6]
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Pro jednoosou napjatost ve sméru osy x plati:

Ex

A = f Oy " d&, (2.4)

0

kde horni mez integralu piedstavuje konecny stav délkového pretvoreni. Tento vztah plati pro
clastické materialy (linearni i nelinearni) [8]. V piipadé, ze se jedna o linearni material, se po
dosazeni Hookova zakona ziska tvar [1]:

o? 1 1
A = - . — _.F.g2 2.5
2E 27 ¢°7F¢ (25)
M¢rna energie napjatosti pro trojosou napjatost:
Ex &y &z
Az.fax-dex + f oy - de, + faz-dez +
0 0 0
Yxy Vyz Yzx
+ f Txy  AVxy + f Ty, " dYy, + f Tox " AVzx
0 0 0 (2.6)

Piirtistek mérné energie napjatosti se vyjadfi:
dA = oy dey + 0y, dey, + 0,°de, + Ty dVyy + Tyy " AVyy + To - AVax  (2.7)

Jelikoz je materidl elasticky, tak z definice vyplyva, Ze je nezavisly na historii zatéZovani i na
prib&hu zatézovani, 1ze tedy zapsat:

oA oA oA oA oA 0/
dA = —-dey +—-dey, + ——-de, + —dyy, + 57— dy,, +

de, de,

de, 0Vxy G e 7 (28)

Jednotlivé slozky napéti se ziskaji parcidlni derivaci mérné energie napjatosti podle
odpovidajici slozky délkového pietvoreni [6]. 4 se oznacuje jako napétovy potencial. Pro
normalova napéti plati [5]:

oA oA

Oy = a&‘x’ 0y, = aEy’ 0, = a—gz (29)

Meérnou energii napjatosti pro trojosou napjatost pro linearné elasticky material popisuje
Clapyerontiv teorém [3], [9]:

1 1
/1ZE-(Ux'€x+O'y'€y+az'gz)+El(Txy'yxy+TyZ'YY2+sz-yzx):

_1 T — 1 T
=5 ToTe = 5 Te T (2.10)
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2.2. Komplementarni energie napjatosti

Plocha nad kiivkou o(g) v obrazku 2 je oznaCovana jako mérna komplementarni energie
napjatosti [6]. Tato energie nema piimy fyzikalni vyznam. Vyuziti spo¢iva v tom, Ze po secteni
diferencidlu mérné komplementdrni energie napjatosti s diferencidlem mérné energie napjatosti
se ziska totalni diferencial sou¢inu T - T, [5]. Pro m&mou komplementarni energii napjatosti
plati vztah [8]:

Ox

A =f &y - doy (2.11)
0

Komplementarni energie napjatosti se vyjadii jako:

w* = f A (x,y,2)-d0 (2.12)
)

Pokud se jedna o linearné elasticky material, tak plati, ze A" = 4 a W* = W. Kdyz je material
nelinearn¢ elasticky, pak tyto rovnosti neplati [5].

s\
T‘T‘_\_ dA
A*

/A

/ |

O x

de, &

Obr. 3 — zobrazeni mérné energie napjatosti a mérné komplementarni energie napjatosti
v tahovém diagramu pro jednoosou napjatost (nelinearné elasticky material) [8]

Podobn¢ jako je mérna energie napjatosti napétovy potencidl, tak se mérna
komplementarni energie napjatosti oznacuje jako deformacni potencial. Pro délkova ptetvoreni
plati [5]:

o s o )15
x = do,’ & = doy,’ 2 = do, (2.13)
2.3. Princip virtualni prace

Jedna se o mySlenkovy experiment pii zastaveném Case. Virtudlni pietvoreni a piemisténi télesa
se d&je okamzité - napéti a sily se neméeni. Setrvacné sily se neuvazuji. Rozdil oproti principu
zachovani energie spociva v tom, Ze princip zachovani energie probiha v realném cCase
a vztahuje se na skutecny d¢j [5]. Princip virtualni prace lze aplikovat na télesa linearné
i nelinearné pruzna. Lze jej aplikovat na jakékoliv téleso (i plastické a viskoelastické). Jedna se
o obecny princip mechaniky, ktery slouzi jako zéklad pro variacni metody.
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Virtudlni prace vnéjSich sil je vykonana skuteCnymi vnéjSimi silami, které zpusobuji
zobecnéné posuvy. Zavisi na liniovém zatiZeni, ploSném zatizeni, objemovém zatiZeni, silach
i silovych dvojicich. Tyto zpisoby zatizeni se oznac¢uji jako zobecnéné sily [6].

0A oyt :fq-c?u-dl+ffp-5u-d1“+fffo-6u-d[2+
! n T a (2.14)
+

m
F}' ) 6u] + Mi - 6‘91
j i=1

1 =

Pro piipad zatizeni zobecnénou konstantni silou Fy pii zméné zobecnéném poSuvu Uk, pfi
uvazovani nekone¢n¢ malého (virtualniho) ptirtstku duk, se celkova virtualni prace zatézujicich
sil spocita [5], [8]:

n
54 = ZFk-(Suk (2.15)
k=1

Virtudlni prace vnitinich sil vzniké pfi uvazovaném namahani elementarniho prvku, kdy
napéti zptsobi zménu pietvoreni [6]. Ziska se §A;p;:

S8Ame = f f f[ax - 8ex + 0y 88, + 0, 88, + Ty - 8y + Tyz * OVyz + Ty 8V - A2
o
(2.16)

Rozdil virtudlni prace vnéjSich sil a virtualni prace vnitinich sil je nulovy, vngjsi sily
virtualni praci vykonaji, zatimco vnitini sily ji spotiebuji. Pro Lagrangeiv princip virtualnich
praci tedy plati [5]:

6A€.X't = 6Aint (217)

Kdy?z je téleso zatizeno zobecnénou Silou §Fk a dochazi ke vzniku posuvu Uk, tak virtualni
prace, ktera se vykona pii takovém posuvu, se nazyva komplementarni virtualni prace [8].

n
5A* = ZSFk-uk (2.18)
k=1

| pro virtudlni komplementarni praci vnéjsich sil a virtualni komplementérni praci vnitinich sil
plati, Ze je jejich rozdil nulovy. Plati tedy vztah (2.19) [6]:

jjj[5ﬁx'€x+50y'€y+502'82+5Txy')/xy+5Tyz'Vyz+5sz')/zx]'dQ=
(0}

n m
:f6q-u-dl+ff6p-u-d1“+fff6o-u-d.(2+Z6Fj-uj+Z5Mi-<pi
0 j=1 i=1

l r
(2.19)
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2.4, Celkova potencialni energie

Necht’ je deformované pruzné téleso ptivedeno zvolna zpét do ptivodniho nedeformovaného
stavu pii konstantnim vnéjSim zatiZzeni, tak se ziska prace, kterd piredstavuje celkovou
potencialni energii 7 [5].

Pokud je uvazovana zména délkového a tihlového pietvoreni 0 hodnoty dea &y, tak pro
zménu energie napjatosti plati [6]:

oW = .ff J.[Ux'5£x+GJ/'5£y+GZ'582+Txy'5ny+Tyz'5)/yz+TZx'6yzx]-d.Q
)
(2.20)
Porovnanim rovnice (2.20) s rovnici (2.16) a (2.17) je zjisténo, Ze plati nasledujici rovnost:

6W = 6A€.X't = SAint (221)

Pii zapisu rovnice (2.15) v diferencialnim tvaru a nasledné integraci se A stava
potencidlovou funkeci. Potencidlni energie prace vnéjSich sil V se od potencidlové funkce 1isi
pouze znaménkem. Je patrné, Ze zavisi na posuvu duk. Plati tedy:

n
AV = —dA = — Z F, - du, 2.22)
k=1
Z principu virtudlnich praci plati, ze §W = — §V, tedy zména celkové potencialni energie 6711

je nulova. Tato rovnost plati pro elasticka télesa [5].
S = 6W + 6V = 0 (2.23)

Pokud je téleso ve stabilni rovnovaze zatizeno vnéj$imi silami, je deformovano tak, aby byla
zména celkové potencialni energie nulova [6]. Je-li uvazovano druhé piibliZeni, tak pro energii
napjatosti a potencialni energii vnéjsich sil musi platit:

8211 = 8°W + 82V >0 (2.24)

Stabilni rovnovaha je tedy stav, kdy je celkova potencidlni energie minimalni pii vSech
kinematicky pfipustnych deformacich.
Celkova potencialni energie zatizeného télesa se spocita:

I=wW+V (2.25)

Pokud je virtualni prace vykonana vnéjSimi silami zavisla na zmeéng sily Fy, tak se celkova
potencialni energie nazyva komplementarni. Celkova komplementérni potencialni energie IT*
se ziskd souctem komplementarni energie napjatosti W* a komplementarni potencialni energie
vnéjsich sil V*.

= w+ v (2.26)
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Stejn¢ jako pro zménu celkové potencidlni energie plati, Ze zména celkové
komplementarni potencialni energie je nulovd. Jedna se o podminku minima celkové
komplementarni potencialni energie. Jsou—li splnény okrajové podminky, rovnost plati i pro
nelinearné pruzna télesa.

SI* = SW* + 6V* = 0 (2.27)

Minimum komplementarni energie napjatosti nastava pravé tehdy, kdyz §W* = 0. Tato
véta se nazyva Ménabréova (téz tfeti Castiglianova véta). Z podminky minima celkové
komplementarni potencialni energie vyplyva, ze §V* = 0. Vétu Ize pouzit pro feSeni staticky
neurcitych uloh.

Upravou rovnice (2.22) lze vyjadit silu Fx zavislou na potencialni energii vnéjsich sil do
vztahu (2.28), pfipadné analogicky posuv Uk zavisly na komplementarni potencialni energii
vnéjsich sil do vztahu (2.29) [5].

v

F, = —— 2.28

¢ = 5 (2:28)
v

W=~ g0 (2.29)

Rozdil mezi principem virtudlnich posuvii a principem minima celkové potencialni
energie spociva v tom, ze princip virtualnich posuvii udava rovnice rovnovahy pro napéti
a princip minima celkové potencialni energie udava rovnice rovnovahy pro posuvy [8].
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3. Bettiho véta

Pokud na linearné pruzné téleso pusobi silové soustavy m; = {F,}am, = {F,}, tak plati,
7e prace obou soustav na slozkach deformace se rovnaji (prace soustavy m; byla vyvolana
soustavou ir, a prace soustavy 1, byla vyvolana soustavou ;) [1].

Obr. 4 —téleso zatizené silami F1 a F2 — superpozice [6]

Uvazované téleso na obrazku 4 je ve statické rovnovaze. Deformacni posuv v disledku
jednotlivych sil je uvazovan samostatné — princip superpozice. Tato ivaha je mozna pouze pro
linearné elasticky materidl. SloZka posuvu U1 plsobi v bodé€ 1, ve sméru sily F1 zpisobené
silou F1. Slozka posuvu uz1 pusobi v bod¢ 2, ve sméru sily F2 zptsobené silou Fi. Slozka
posuvu U2 pasobi v bod¢€ 1, ve sméru sily F1 zplisobené silou F.. SloZka posuvu Uz, ptsobi
V bod¢ 2, ve sméru sily F2 zptisobené silou F [6].

Necht’ je uvazovano zatizeni pouze silou Fi. Po nabiti jeji kone¢né hodnoty je téleso
zatizeno silou F», pfi¢emz hodnota sily F1 se neméni. Celkova prace pii takovém zatézovanti je:

1 1
Al=E-F1-u11+E'F2'u22+F1'u12 (31)

Pii zatizeni nejprve silou F2 a naslednym zatizeni silou F1 pii neménné hodnoté sily F2 je
celkova préce:

1 1
AZ =E'F2'u22+E'F1'u11+F2'u21 (32)

Jelikoz je zatiZzeni v obou piipadech stejné a napjatost ani deformace nezavisi na historii
zatézovani, tak plati [1]:

A1 = AZ (33)

atedy:
Fi-upp, = Fyruy (3.4)

Prace vykonana silami prvni silové soustavy pfi posuvu zpiisobenym druhou soustavou
se rovna praci druhé soustavy pii posuvu zpusobenym prvni soustavou [6].
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4. Maxwelliv teorém reciprocity

Vyplyva z Bettiho véty. Je zavedena veli€ina posuv v bodé na jednotkovou zatéz yij (pti¢inkovy
soucinitel [1]). Nutnou podminkou je, Ze zatizeni musi byt jednotkova (F1 = F2 = 1). Jelikoz je
uvazovano téleso z linearn¢ elastického materialu, tak plati:

Uy = Fi M Uy = FarMay Wi = Forpp Uy = Fronpyy

tedy:
u;j = Fjmy; (4.1)

Protoze jsou sily jednotkové, tak ze vztahu (3.4) vyplyva, ze:

N2 = M21 (4.2)

Pokud jsou na télese (obrazek 5) dva body | a J a pusobi v nich sily Fi a Fj, tak plati [6]:
F Nij = Njir L#]

Obr. 5 — posuvy v bodech podle Maxwellova teorému reciprocity [8]
V linearné elastickém télese je posuv bodu | pisobenim jednotkové sily plsobici v bod¢ J
ve sméru Fi roven posuvu bodu J piisobenim jednotkové sily ptisobici v bod¢ | ve sméru F;j [8].
Necht je téleso zatizeno n silami v n bodech, pak se celkovy posuv v bod¢ I diky linearni
vlastnosti materialu vyjadii jako [6]:
u=F g+ gt HEny 4+ By
tedy:

n
u; = ZF] "1Nij (4.3)
=
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5. Prvni Castigliantav teorém

Pokud je téleso zatéZovano silovou soustavou 7 obsahujici sily Fi za vzniku posuva ui, tak
dochazi k vykonani prace. Energie zlstava zachovana, tudiz je celkova prace preménéna na
energii napjatosti. Plati tedy A =W [2].

n
i=1

Pfi zméné pusobici sily o hodnotu dF se rovnice (5.1) upravi do tvaru [6]:

ow

dw = Fi-dui - Fi = E™
i

(5.2)

v >
du u

Obr. 6 — zavislost pusobici sily F na posuvu u [6]

Pro moment sily a uhel natoceni stfednice prutu (u ohybu), nebo tthel nato€eni pti¢ného priiezu
okolo stfednice prutu (U krutu) analogicky plati [8]:

M; = ow (5.3)
Y dg; '
Prvni Castigliantiv teorém je mozné také odvodit z principu virtualnich praci. Jelikoz je
energie napjatosti funkéni hodnotou zobecnénych posuvi, tak pro zménu energie napjatosti
plati:

5W—iaw 10) 54

i=1

Dosazenim rovnice (5.4) do vztahu (2.21) a naslednym porovnanim se vztahem (2.15) se dojde
k ziskani hledaného vztahu (5.2) definujiciho prvni Castigliantiv teorém [5].

Pusobi-li na elastické t€leso, které je ve statické rovnovaze, zatizeni silou F a jeho energie
napjatosti W je zavisla na posuvu u, tak parcialni derivace energie napjatosti W podle posuvu u
se rovna sile, ktera posuv zptisobuje. Plati pro t€lesa, ktera jsou vyrobena z materialu s linearné
i nelinearn¢ elastickou strukturou [6].
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6. Druhy Castiglianiiv teorém

Jestlize ptsobi na linedrn¢ elastické téleso soustava osamélych sil 7 S rliznymi piisobisti, tak se
prace soustavy sil ur¢i podle vztahu [1]:

1 1 1 1 (<
A = E-Fl-ul + EF2u2++ E-Fn-un = E ZFi-ui (61)

Jelikoz je prace soustavy sil dokonale pfeménéna na energii napjatosti, tak plati:

1 n

dosazenim rovnice (4.3) se ziska tvar:
n n
A S EE 63)
i=1j=1

Energie napjatosti je zavisla na vSech silach silové soustavy . Po provedeni parcialni
derivace energie napjatosti podle sily Fk se ziska:

n n n n
ZZOFL 'F + 1 ZZF 6.4
aFk aF, M| T, ‘ aF Nji (6.4)

i=1j=1 i=1j=1

Pokud se i = k a soucasné j =Kk, tak jsou parcialni derivace v sumé rovny jedné. Z toho vyplyva
feSeni:

1 [~ 1 |x
E)Fk ZF Njk +§'<;Fi'nki) =5 ;Fj'(mk+nkj) (6.5)
ze vztahu (4.2) plyne:
tedy:
- 6.7

Pusobi-li na linearné elastické téleso silova soustava, pak posuv pusobisté sily po jeji nositelce
se ziska parcialni derivaci energie napjatosti zatézovaného télesa podle sily, v jejimz sméru je
posuv zjistovan [6].
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Pro zjisténi uhlu natoCeni stiednice linearn¢ elastického télesa ve sméru pisobeni dvojice
sil, jehoz puisobisté je pevné spojeno se stiednici, Se energie napjatosti télesa parcialné derivuje
podle momentu, ktery lezi ve stejné roviné jako sttednice [1]:

ow
oM

®i (6.8)

Druhy Castiglianiv teorém lze odvodit také skrze komplementarni energii napjatosti.
Z obrazku 6 je patrné, Ze tuto energii lze urcit jako:

n
i=1

Pfi zméné posuvu o hodnotu du se rovnice (6.9) upravi do tvaru:

ow*
i

Tento vztah je platny pro linearné i nelinearné elasticka télesa. Pokud je vSak material linearné
elasticky, tak se vztah (6.10) rovna vztahu (6.7) [6].

Druhy Castigliantiv teorém je mozné odvodit i z principu virtualnich praci. Jelikoz je
komplementarni energie napjatosti funkéni hodnotou zobecnénych sil, tak pro zménu
komplementarni energie napjatosti plati:

SW* = Y —68F, (6.11)

Pii dosazeni vztahu (6.11) do vztahu §W* = §A* a naslednym porovnanim se vztahem (2.18)
se ziska opét vztah (6.7) — za podminky, Ze se jedna o linearné elasticky material [5].

Druhy Castigliantv teorém se také vyuziva pfi feSeni staticky neurcitych uloh [10]. Prut
se CasteCn¢ uvolni na Uroven nepohyblivosti prutu bez omezeni jeho deformace, misto
odebranych vazeb se zavedou stykové sily a sestavi se vazbové deformacni podminky takové,
aby se zajistila funkce odebrané vazby. Stupei statické neurcCitosti uloZeni prutu se musi rovnat
mnozstvi vazbovych deformac¢nich podminek. Druhy Castigliantv teorém vyjadiuje vazbovou
deformacni podminku.

Maxwell-Mohrova varianta je postup na uréeni posuvu (nebo natoceni) ve sméru sily
(nebo momentu). Varianta je pouZzitelna, pokud jsou geometrické a materidlové charakteristiky
nezavislé na zatizeni, v jehoZ plisobisti je posuv vysetiovan. Slozky VVU jsou linearné zavislé
na tomto zatizeni. Princip je zaloZen na vztazich (6.7) a (6.8), kdy se parcidlné derivuje energie
napjatosti daného namahéni podle zatizeni, které zpisobuje vychylku. Naptiklad pro posuv pii
tahu, nebo ohybu (ve sméru osy y) za konstantniho Youngova modulu pruznosti plati: [1]

u:f N(x) _BN(x)_

E-S(x) OF dx, nebo vzf
0 0

M,(x) OM,(x)
E-J],(x) oF

dx (6.12,6.13)

Pti uréeni posuvu (nebo natoceni) v misté, kde téleso neni zatizeno silou ani momentem,
je vyuzivano tzv. doplikové sily (momentu) Q. Sila je umisténa do mista, kde je vySetfovan
posuv. Nasledné je urcena komplementarni energie napjatosti a po parcialni derivaci podle
doplnkové sily je doplikova sila poloZena nule [8].

= ow- kd =0 (6.14)
u = 30 eQ = .
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7. Aplikace teorie na priklady

Uvedené teorie budou aplikovany na piiklady. Pouzit bude princip virtudlni prace, prvni
Castigliantiv teorém a druhy Castigliantiv teorém. Bude vytesSen jak staticky urcity piiklad, tak
staticky neurcity ptiklad.

7.1.  Staticky urcita uloha

Ve staticky urcité uloze bude zjistovan posuv v horizontalnim a vertikalnim sméru. Posuv bude
spocitan pomoci principu virtudlnich praci, prvniho Castiglianova teorému a druhého
Castiglianova teorému.

Zadani: U ptikladu dle obrazku urcete posuv mista pusobisté sily F Vv horizontalnim
I vertikalnim sméru. Pramér prutt je d1 a dz, pruty jsou vyrobeny ze stejného materialu (linearné
elastického) — Youngtiv modul pruznosti je stejny. Praméry prutt, Youngtv modul pruznosti,
délky prutti a zatizeni F jsou znamy.

X
Obr. 7 — zadani staticky urcité ulohy
7.1.1. ReSeni pomoci principu virtualnich praci
Nejprve se v obrazku vyznaci sméry virtualnich posuvit a poté se vychazi ze vztahu (2.15).
F
X
Obr. 8 — posuvy vysetfovaného bodu
0

24



Rozepsanim obecného vztahu pro zadany ptiklad se ziska:

2:L V5L
fffT£'5Ts'd.Q = f 0-1'681'51'61141 + J 0-2'682'52'(1[42 (72)
0 0 0
Pro pticné pratezy pruth plati vztahy:
- d? - d3
= = 73,74
S, Z S, 7 ( )

Material je linearné elasticky, tudiz plati Hooktv zakon:
o = Eig o, = E,¢g (7.5a, 7.5b)
Jelikoz jsou pruty vyrobeny ze stejného materialu, tak plati:
E, = E, =E (7.6)

Z obrazku 8 lze ur¢it délkové pretvoreni. Vyraz lze zjednodusit za predpokladu, ze uz = 0,
vZ = 0a piiuvazovani L2 > L -uy ataké L2 > L - v, lze soudiny délky a prodlouZeni
polozit rovny nule:

AL @ LAu)?+vi-2-L oy @7
8= T 21 ~ 2L '

AL, J@ L +u)t+ (L —v)? - V5L 2huy — v
& = L, = N ~ 5. (7.8)

Pti zapsani délkového pretvoreni v diferencidlnim tvaru se ziska tvar:

ou
681 = ﬁ (79)
28uy, — ov
Se, = —;_L 0 (7.10)

Po dosazeni do rovnice (7.2) a spojenim se vztahem (7.1):

ou
0'6‘“,0 + F'6U0 =2-L- 510'1(—0) + \/§L520-2(

2'61/.0 - 5170)
2L

5-L

) 5 (1)

ou
C 2150 (2) VB Ly

2'6U.O
5-L
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2V5 —/5
== 6uO'<Sl'O-1 + ?'52'0_2) + 6170'(?'52'02) (711)

Necht’ je uvazovano éu, = 1 A Sy, = 0:

2v/5
Sl *0q + ?' Sz ‘0, = O (712)
uo 2\/§ (2 " u,o - Uo) _ (7 13)
kit s 5L =0
Nyni je uvazovano duy, = 0 A Sy, = 1
—V5 (7.14)
T.SZ.O—Z — F .
_\/§ 2 'uO - UO
Lo L. (20 T Po) (7.15)
g2k ( 5-L ) F

Po vyjadteni vo z rovnice (7.15) a jeho dosazeni do rovnice (7.13) se ziskaji hledané hodnoty
posuvi Uo a Vo.

4-F-L
F-L {8 5V5

- (222 7.17

Vo = 7F <51+ 52> (7.17)

7.1.2. ReSeni pomoci prvniho Castiglianova teorému
Pro vyjadteni energie napjatosti se vyjde z rovnice (2.3), do které se dosadi vztah (2.5).

2
1
i=1 i

Jelikoz jsou pruty vyrobeny ze stejného materialu, tak opét plati vztah (7.6):

Upravou vztahu (7.18) se ziska:

" 2-L \/_'L
w =§ fE Sl 81 dL1 J ESZE%dLZ =

0

_E 0 Z'HO—UOZ
=7 [2 L5 () +V5eLs (e

(7.19)
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Energie napjatosti je zavisla na posuvech Uo a Vo. Nasleduji parcialni derivace energie napjatosti
podle posuvil v jednotlivych smérech — vztah (5.2).

oW E [S;- 8V5-S, - 4/5-8, -
I Uy n 2 U 2" Vo -0 (7.20)
du, 2 L 25-L 25-L
ow E | —4v5-S,- 2V5-S, -
_ =, \/_ 2 u0+ \/_ A = F (721)
av, 2 25-L 25-L

Po vyjadieni vo z rovnice (7.21) a jeho dosazeni do rovnice (7.20) se ziska hledany vztah pro
posuvy Uo a Vo. Jedna se o totozné vztahy jako (7.16) a (7.17).

_4-F-L
u'O_ SIE
_F-L 8+5\/§
Vo = T s, TS,

7.1.3.  Reseni pomoci druhého Castiglianova teorému

Jelikoz ze zadani je material linearné elasticky, tak plati, ze energie napjatosti se rovna
komplementarni energii napjatosti. Pro vyjadieni komplementarni energie napjatosti je proto
opét mozné vychazet z rovnice (2.12), do které se dosadi vztah (2.5).

.1 2 of
W= z JE-in (7.22)
i=1 i L

Pro jisténi posuvu v horizontalnim sméru je nutné zavést doplitkovou silu Q, ktera je v tomto
ptipadé feSeni nezbytna.

Obr. 9 — piiklad s pfidanou doplitkovou silou
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F
R,
/Rzk/
Obr. 10 — uvolnény sty¢nik
Po sestaveni rovnice silové rovnovahy ve sty¢niku se ziskaji sily v prutech.

R, =0Q+ 2F R, = —V5-F (7.23a, 7.23b)

Pro napéti v prutech plati:
Fi R

S5 S

R, R

=3 =3 (7.24a, 7.24b)

01 %)

Jelikoz jsou pruty vyrobeny ze stejného materialu, tak opét plati vztah (7.6):

E1 = EZ = E
Po dosazeni do rovnice (7.22) se ziska:
2-L \/E'L
we = X fsl (Q+2'F)2 dL +]SZ _\/gledL (7.25)
T2 E S, 1 E S, 2 '
0 0

w* (7.26)

L 2-(Q+2-F)2+\/§'(—\/§-F)2
- 2 - E Sl SZ
Komplementarni energie napjatosti je zavisla na silach F a Q. Nasleduji parcialni derivace

komplementarni energie napjatosti podle sil v jednotlivych smérech — vzorec (6.10). Po
derivovani je dopliikova sila Q poloZena nule. Jedna se o totozné vztahy jako (7.16) a (7.17).

oaw™ L 8-F 4Q] 4-F-L
Uy =

30 2Els, T 5 1T FES,

W™ L [16-F 8-Q 10vV5-F] F-L (8 55
ZE + + —_ E -

— +
51 51 S2 5105
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7.2 Staticky neurcita aloha

Ve staticky neurcité tloze bude zjist'ovana sila, kterou jsou natahovany pruty. Sila se spocita
pomoci prvniho Castiglianova teorému (pro linearné 1 nelinearné elasticky material) a druhého
Castiglianova teorému.

Zadani: U piikladu dle obrazku urcete jednotlivé sily, kterymi jsou natahovany pruty. Pro
napéti linearn€ elastického materidlu plati Hooktiv zékon (materialové charakteristiky ptevzaty
z [2]), pro nelinearné elasticky material plati vztah:

o1 = El &1 — Kl ) 812 o, = EZ €y — KZ - 8% (727, 728)

% Znamé hodnoty:
F=9,5kN =9500 N,
E; =210 GPa=2,1-10" Pa,
E, = 205 GPa = 2,05-10! Pa,
@ L1=05m,
@ ® a = 20°> L, = 0,532m,
di = 5mm = 0,005 m
d, = 6 mm = 0,006 m
K1 =70 000 GPa = 7-10% Pa,

e K2 = 65 000 GPa = 6,5:10'3 Pa
Podle vztahu (7.3, 7.4):
S; = 1,9635-1075 m?,
F S, = 2,8274-107° m?,

Obr. 11 — zadani staticky neurcité tilohy

7.2.1.  ReSeni sil v linearné elastickém materialu prvnim Castiglianovym

teorémem
Energie napjatosti se vyjadii z rovnice (5.1).

n
W=ZfFl--dui=fF1-du1+2-fF2-du2 (7.29)
i=1

Sila, ktera natahuje prut, se vyjadii ze vztahu (7.24a) a z Hookova zakona:

Fi Uu; Ei 'Si
o’i = S_ = Ei-gi = ElL_ 4 Fi = L
l l l

‘y (7.30)

Dosazenim vztahu (7.30) do vztahu (7.29) se ziska:

El'Sl EZISZ Ell'Sl u% EZISZ
=j Ly 'ul'du1+2'J L Werdw =g m e (13

Pro posuvy prutt 1 a 2 plati:
u, = u, - cos(a) (7.32)



Dosazenim vztahu (7.32) do (7.31) se vztah pro energii napjatosti upravi do tvaru:

_El'Sl u% EZISZ

w
L, 2 L,

u? - cos?(a) (7.33)

Energie napjatosti je zavisla na posuvu U;. Nasleduje parcialni derivace energie napjatosti podle
posuvu ve sméru sily F — vztah (5.2).

6W El '51 EZ " 52
o - L ‘uy + L +2-u, - cos®(a) = F (7.34)
F
u = . . =
E -S; N 2-E, Sz-cosz(a) (7.35)
Ly L,
B 9500 B
©21-1011-1,9635-10"5> 2-2,05-1011-2,8274-10-° D ronoy
0.5 + 0532 - cos2(20°)
= 3,456-10"*m

Po dosazeni hodnot do vztahu (7.30) a (7.32) se ziskaji hledané sily.

_Ei- S _2,1-10M-1,9635-107°
1= 7 T 0,5

-3,456-107* = 2850 N

U, = uy-cos(a) = 3,456-10"*- cos(20°) = 3,248-10"*m

E,-S, 2,05-101-2,8274-107° i
F, = U = 0532 -3,248-10"* = 3538 N
2 )

7.2.2.  ReSeni sil v linearné elastickém materialu druhym Castiglianovym

teorémem

Jelikoz je material linearné elasticky, tak plati, Ze energie napjatosti se rovna komplementarni
energii napjatosti. Pro vyjadieni komplementarni energie napjatosti je proto mozné vychazet
z rovnice (2.5), ktera se dosadi do vztahu (2.12).

Ly

L
W*—lijaizdn . fsl 2dL+ZfSZ 2. dL,
B 2 i=1 \n; Ei i - 2 0 El o ' 0 E2 72 2 (736)

Pro napéti v prutech plati (7.24a, 7.24b):

R F,
T, =S,
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Dosazenim vztahu (7.24a) a (7.24b) do vztahu (7.36) a naslednou integraci se ziska vztah pro
komplementarni energii napjatosti ve tvaru:

2 2 L1 2 L2 2
we= LS ([ an )| = 2[5 B e [S(5) ) e
2 - E; HIf T2 E, \S, 1 E, \S, 2 '
i= 0, 0 0

F12'L1 F22'L2

_ (7.38)
2 " E1 " 51 E2 - SZ

W*

Po sestaveni rovnice silové rovnovahy v misté piisobenti sily se ziskaji jednotlivé sily ptisobici
na pruty.

F1 F =F + 2-F,-cos(a)
F2 I\ F Pro jednotlivé sily tedy plati:
2
a F, = F — 2-F,-cos(a) (7.39)
F F;
F, (7.40)

- 2-cos(a) 2-cos(a)

V

Obr. 12 — uvolnéni sil v misté zatizeni soustavy

Dosazenim vztahti (7.39) a (7.40) do (7.38) bude komplementarni energie napjatosti zavisla na
sile F2 (7.41) a vdruhém ptipadé na sile F1 (7.42). Poté nasleduji parcialni derivace
komplementarni energie napjatosti podle sil F1 a F2 — vzorec (6.10).

F?- L, 4:-F-F, L, cos(a) N 4-F? Ly - cos?(a) N F?- L,

W*(F,) = — 7.41
(F2) 2-E - S, 2-E - S, 2-E - S, E,-S, (7.41)
F2-L F?2-L F-F L
W*(Fy) = 1 1 N 2 _ 1" Ly N
2-E;,-S, 4-cos?(a)-E,-S, 2-cos?(a)-E,-S,
N F?- L, (7.42)
4-cos?(a)-E,"S,
u _ aW*(Fz) _ 2'F'L1 'COS(C!) + 4"F2 'L1 'COSZ(OZ) + 2'F2 " Lz (7 43)
2 an El - Sl El - Sl EZ " SZ .
OW*(F. F,-L F-L F, - L
u, = ( 1) — 1 1 _ 2 + 1 2 (744)
0F; E -S; 2-cos?(a)-E,-S, 2-cos?(a)-E,-S,
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Stejné jako pii feSeni pomoci prvniho Castiglianova teorému plati pro posuvy
vztah (7.32):
u, = u, - cos(a)

Dosazenim rovnosti (7.43) a (7.44) do vztahu (7.32) se ziska rovnice:

2:F-Ly-cos(@) 4-F-Li-cos®(a)  2-F, L, _

El.Sl + El'Sl + EZISZ
FllLl FLZ Fl.LZ
— . — + 7.45
E -S; cos(a) 2-cos(a)"E,-S, 2-cos(a) E,-S, (7.45)
Po dosazeni (7.39) do (7.45) 1ze vyjadtit hodnotu hledané sily Fo:
2-F-L; cos(a) N 4-F,- L, cos?*(a) N 2-F- L,
Ei -8 Ei -5 E; S, B
F'Ll 2'F2'L1 2 Fz'Lz
— . R — 7.46
E S cos(a) E S, cos“(a) L, s, (7.46)
3-F-L;-cos(a)
_ Ei -5
F =4 Ly - cos?(a) ER (7.:47)
Ei-5; Ey- S,

3-9500- 0,5 - cos(20°)
2,1-1011-1,9635-10-5
605 cos2(20°) 30,532
2,1-1011-1,9635-10-5 ' 2,05-1011-2,8274-10-5

F, = = 3538N

Dosazenim sily F2 do vztahu (7.39) se ziska hodnota hledané sily F.
F, = F — 2-F,-cos(a) = 9500 — 2- 3538-cos(20°) = 2850 N

Dal$im moznym feSeni této ulohy pomoci druhého
Castiglianova teorému je vyziti c¢aste€ného uvolnéni.
Po casteném uvolnéni se sestavi rovnice statické rovnovahy
(7.40), nasleduje stanoveni komplementarni energie napjatosti
Vv zavislosti na sile F1 (7.42). Poté se sestavi vazbova deformacni
podminka v bod¢ B:

_ oW (Fy) _ Fi- Ly
uB B aFl - El.Sl

(7.48)
F " L2 F1 " LZ

_ =0
2-cos*(a)-E,-S, + 2-cos*(a)-E,-S,

F

Obr. 13 — ¢aste¢né uvolnéni zadaného prikladu
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Z rovnice (7.48) se vyjadii velikost sily Fi:

F'Lz'El'Sl

F, =
172 L, E, S, cos2(a) + Ly - Ey - S5

(7.49)

_ 9500-0,532-2,1-10'1-1,9635-107°
~2-0,5-2,05-1011-2,8274-1075 - cos2(20°) + 0,532 - 2,1 - 1011 - 1,9635 - 10~5

Fy

F, =2850N
Dosazenim sily F1 do vztahu (7.40) se ziska hodnota sily F».

F F, 9500 2850

F = —_— ol —
2 7 2-cos(a) 2-cos(a) 2-cos(20°) 2-cos(20°)

= 3538N

Tuto tlohu lze vyftesit i pomoci Maxwell-Mohrovy varianty, podminky jejiho pouziti jsou
splnény. Vyjde se ze vztahu (6.12), ktery se rozepise:

3
N;-L; ON;
up = z#_l (7.50)
— Ei 'Si OFl
1=

Jelikoz plati, ze N1 = F1 a N2 = N3 = F», tak vztah (7.50) za vyuziti vztahu (7.40) lze upravit:

Fl-Ll FLZ n FIILZ _
E, S, 2-cos?(a) E,*S, 2-cos?(a) E,-S,

up = 0 (7.51)

Z rovnice (7.51) se opét vyjadii sila F1 a jejim naslednym dosazenim do (7.40) se ziska velikost
sily F2, postup je analogicky jako v ptipad¢ ¢astecného uvolnéni.

7.2.3. Refeni sil v nelinearné elastickém materialu  prvnim
Castiglianovym teorémem
Stejné jako u linearné elastického materialu plati pro energii napjatosti vztah (7.29).

n
W = ZfFldul = JFl'dul + ZJdeUZ
i=1

Sila, ktera natahuje prut, se vyjadii ze vztahu (7.24 a), ovSem pro nelinearné elasticky material
JiZ neplati Hooklv zakon:

ai=_l,=Ei'£i—Ki'€i2=Ei'i_Ki'(J) - F=——u;— lel'uiZ (7.52)
i l i
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Dosazenim vztahu (7.52) do (7.29) se ziska:

Ei-S K-S E,-S K,-S
W=.f< 1L 1-u1—%-uf>-du1+2-f< ZL Z-uz—%-@)-duz (7.53)

1 1 2 2

_ES W KCS wt BS, 20 K0S w’

w
L, 2 1?2 3 L, 1> 3

(7.54)

Pro posuvy pruti 1 a 2 opét plati vztah (7.32):
u, = u, - cos(a)
Dosazenim vztahu (7.32) do (7.54) se vztah pro energii napjatosti upravi do tvaru:

B 5 uf Ki-S1 uw’® E;-S,

n 2'K2'SZ
L, 2 > 3 L,

w
312

u? - cos?(a) — ud - cos3(a) (7.55)

Energie napjatosti je zavisla na posuvu ui. Nasleduje parcialni derivace energie napjatosti podle
posuvu uz ve sméru sily F — vztah (5.2).
aW _ E1 " Sl

Kl'Sl 2'E2'SZ

u » U; — L—12 u? + L Uy * cos?(a) —
DKo (7.56)
2-K;- 5 2 3 —
- ——— uj-cos’(a) = F
L,
Vztah (7.56) se upravi do tvaru kvadratické rovnice a - u? + b-u; + ¢ = 0, kde:
K-S 2-K,-S
a=— 2 21 — LZZ 2. cos3(a) (7.57)
1 2
7-10'%-1,9635-10"°  2-6,5-10"-2,8274-107°>
“= T 0,52 - 0,5322 " cos™(20%)
a = —16273978850 N - m™?
E,-S 2-E,-S
b=—"14 2 2. cos?(a) (7.58)
Ly L,
2,1-10"-1,9635-107> 2-2,05-10'"-2,8274-10"°
b = + cos“(20°)

0,5 * 0,532
b = 27487853,8 N-m™!

c = —F = —9500N

Nasleduje urceni kotenti kvadratické rovnice.

_—=b+ Vb2 —4-a-c

a 2-a

Uy = 4847-10"*m
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—b —+Vb? —4-a-c 3
uy, = o = 1,204-10%m

Z vypoctenych hodnot je hledanou a nadale uvazovanou ta mensi, jelikoZ nastane pfi namahani
jako prvni (viz. obrazky 14 a 15). Mensi hodnota je dosazena do vztahu (7.52).

_51'51_ K1'51_ 2
1 = L, Uy, — T ui,
p,o 21107 19635107 | ) qg-e 710719635107 (4,847 - 10~4)2
1= 0,5 ’ 0,52 ’
F, = 2706 N

u, = uy,-cos(a) = 4,847-107*-cos(20°) = 4,555-10"*m

_ E;- S, K; -5, 2
2 = T, "Uz T T'uz
P 2,05-10%-2,8274-107° 4555 . 10-4 6,5-1013-2,8274-107° (4,555 - 10-4)2
2 0,532 ’ 0,5322 '
F, = 3615N

Z vysledku ptikladu nelinedrné elastického materialu 1ze pozorovat, ze se od vysledka
Vv ptipad¢ linedrné elastického materidlu 1iSi velikost sily F1 0 144 N, zatimco velikost sily
F2077 N. Z obrazku 14 a 15 je patrné, Ze pro zvétSujici se norméalové napéti (a tedy 1 vétsi
zatizeni F) se zvétsuje i rozdil velikosti sil F1 a F2 v linearné a nelinearné elastickém materialu.
Pokud by zatizeni F bylo fadoveé mensi, tak by rozdil velikosti sil byl t¢émét zanedbatelny.

V bod¢ A je soustava zatizena

o silou F = 100 N, rozdil sil F1 mezi
[Mpa] linearné a nelinearné elastickym
150 D materidlem je 0,007 N. V bodé B je

c soustava zatizena silou F = 2000 N,

100 rozdil sil F1 mezi linearné

anelinearn¢ elastickym materidlem

50 je 3,5 N. Vbodé¢ C je soustava

B zatizena silou F = 7000 N, rozdil sil

/ A Fi1 mezi linearné a nelinearné

) 0,0005 0,001 0,0015 0,002 elastickym materidlem je 60 N. Bod

Linearné el. mat. c [_] D odpovidd vySe uvedenému
O Nelinearné el. mat. vypodtu.

Obr. 14 — graf zavislost o(g) pro prut 1
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[MPa] 150 /’;\
100 / C

50
B

/ A

0
0 0,0005 0,001  0,0015 0,002
Linearné el. mat.

O Nelinearné el. mat. € [']

Obr. 15 — graf zavislost o(g) pro prut 2

V bodé A je soustava zatizena silou F = 100 N, rozdil sil F; mezi linearn¢ a nelinearné
elastickym materialem je 0,001 N. V bod¢ B je soustava zatiZzena silou F = 2000 N, rozdil sil F2> mezi
linedrné a nelinearné elastickym materidlem je 1,9 N. V bodé¢ C je soustava zatizena silou F = 7000 N,
rozdil sil F2 mezi linedrné a nelinearné elastickym materidlem je 33 N. Bod D odpovida vyse
uvedenému vypoctu.

Rozdil F,[N]
150

100

50

0
0 2000 4000 6000 8000 10000

Zatizeni soustavy F [N]

Obr. 16 — rozdil velikosti sily F1 v linearné a nelinearn¢ elastickém materialu v zavislosti na
velikosti zatizeni soustavy silou F

Rozdil F,[N]
80
" 60
40
20

0
0 2000 4000 6000 8000 10000

Zatizeni soustavy F [N]

Obr. 17 — rozdil velikosti sily F2 v linearné a nelinearn¢ elastickém materialu v zavislosti na
velikosti zatizeni soustavy silou F

36



Z.aveér

Tato bakalarska prace popsala zakladni energetické principy v pruznosti a pevnosti a jejich
souvislost se silovym plisobenim na soustavu a posuvy zpusobené silovym zatizenim. Byly
objasnény terminy jako energie napjatosti, celkova potencialni energie, komplementarni
energie napjatosti atd. Duraz byl kladen na rozliSeni situaci, kdy vztahy plati pro linearné
elasticky a nelinedrn¢ elasticky material. Dale byly objasnény zéklady principu virtualni prace.
Nasledoval popis Bettiho véty a Maxwellova teorému reciprocity.

Vsechny objasnéné pojmy byly nésledné pouzity k odvozeni prvniho a druhého
Castiglianova teorému. Prvni Castiglianiiv teorém plati pro linearné i nelinearné elasticky
materidl. Druhy Castiglianiv teorém se pouziva pouze pro linedrn¢ elasticka télesa, kdy je
energie napjatosti rovna komplementarni energii napjatosti. Posledni ¢ast prace obsahuje
aplikaci popsanych teorémt na praktickych piikladech.

U staticky urcité lohy byl uren posuv v horizontalnim i vertikalnim sméru pro lineérné
elasticky material. Bylo ukazano, ze princip virtualnich praci i oba Castiglianovy teorémy
vedou ke stejnému vysledku.

U staticky neurcité ulohy byly spocitany sily v prutech. Prvni a druhy Castiglianv teorém
vedou ke stejnému vysledku pii feSeni linearné elastického materialu. Vysledné sily a posuvy
jsou pfi feseni nelinedrné elastického materidlu pomoci prvniho Castiglianova teorému jiné nez
u linearné elastického materiadlu. Rozdil ve vysledcich vysetfovanych sil v prutech je pro
dostatecné velké zatiZzeni i pfes sto Newtonll. Pro maléd zatizeni je rozdil znatelné¢ mensi.
Rozdilnost vysledki v linearné a nelinearné elastickém materidlu je patrna z kiivky o(e), ktera
charakterizuje pouzity material.
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Seznam pouzitych symboli

Symbol Rozmér Veli¢ina
) a [°] uhel, ktery sviraji pruty v uloze 7.2
A [J] prace
oA [J] celkova virtualni prace zatézujicich sil
6A* [J] komplementarni virtualni prace
S Aint [J] virtualni prace vnitinich sil
O Aext [J] virtualni prace vnéjsich sil
Yy [-] uhlové pietvofeni V roviné xy
Yyz [-] uhlové pietvofeni V roving yz
Vax [-] uhlové pietvoreni V roving zx
r [m?] plocha ptisobeni plosného zatizeni
d [m] pramér prutu
E [Pa] Y oungtiv modul pruznosti
T, [-] tenzor pietvoreni
€ [-] délkové pretvoreni
&x [-] délkové pretvoieni ve sméru osy X
&y [-] délkové pretvoieni ve sméru osy y
&2 [-] délkové pretvoreni ve sméru osy z
F [N] sila
n [m.NY] posuv v bodé na jednotkovou zatéz
G [Pa] modul pruznosti ve smyku
Jy [mm*] kvadraticky moment plochy pii¢ného prufezu
k osey
Jz [mm?] kvadraticky moment plochy piicného prifezu

k ose z
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To

Ox

Oy

[mm‘]

[Pa]
[m]
[m]

[3.m™]

[3.m™]
[N.m]
[N.m]
[N.m]
[N.m]
[N]
[N.m]

[N.m?]

[J]
[J]
[N.m™]
[N]
[N]
[m?]
[Pa]
[Pa]
[Pa]

[Pa]

polarni kvadraticky moment plochy pti¢ného
prafezu

modul pruznosti

délka ptisobeni liniového zatizeni

délka prutu

meérna energie napjatosti (v literatuie
oznacovana i jako objemova hustota deformacni
energie)

mérna komplementarni energie napjatosti
ohybovy moment

kroutici moment

ohybovy moment kolem osy y

ohybovy moment kolem osy z
normalova sila

objemov¢ zatizeni

plosné zatizeni

silova soustava

celkova potencialni energie

celkova komplementarni potencialni energie
liniové zatizeni

dopliikova sila

sila v prutu

plocha pti¢ného prifezu

tenzor napéti

normalové napéti

normalové napéti ve sméru osy x

normalové napéti ve sméru osy y
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(94

Txy

Tyz

Tzx

W*

[Pa]
[Pa]
[Pa]
[Pa]
[Pa]
[m]
[m]
[J]
[J]
[m]
[rad]

[J]

normalové napéti ve sméru osy z
smykové napéti

smykové napéti V roving xy
smykové napéti V roving yz
smykové napéti vV rovin€ zx
posuv ve sméru osy x

posuv ve sméru 0sy y
potencialni energie vnéjsich sil
komplementarni potencidlni energie vnéjsich sil
posuv ve sméru 0sy z

uhel natoceni stiednice prutu

energie napjatosti (v literatufe oznac¢ovana i jako
deformacni energie)

komplementarni energie napjatosti
uhel natoc€eni stiednice prutu/pti¢ného prarezu

objem elementarniho prvku
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Seznam pouzitych zkratek

Zkratka Vyznam

vvU vysledné vnitini ucinky
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