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ABSTRAKT

Tato prace se zaméfuje na resersi dostupné literatury v oblasti mapovani magnetického pole a
na rozklad tohoto pole na gradienty. Zpoc¢atku jde o seznameni se zakladnimi pojmy v oblasti
magnetické rezonance, které jsou dtlezité pro pochopeni dané problematiky a pro seznameni
S principy métfeni magnetickych poli na vybraném povrchu. Dale jsou zde popsany dvé
zakladni méfici techniky magnetické rezonance a je proveden rozbor zplsobid rozkladu
magnetického pole na gradienty pomoci Taylorovy fady a sférickych funkci. V druhé ¢asti
prace je popsan zpusob ziskani namétenych hodnot v tomografu, které jsou spolu s predeslym
rozkladem pole nasledné vyuzity K popisu numerického vypoctu magnetické indukce na
povrchu koule. Hodnoty naméfenych a vypocitanych hodnot jsou v zavéru porovnany.

KLICOVA SLOVA

Magnetické pole, magnetickd rezonance (MR), relaxa¢ni doba, FID/echo signal, rozklad pole,
aproximacni koeficienty, magneticka indukce

ABSTRACT

This work focuses on a search of available literature in the field of mapping the magnetic field
and the degradation of the field gradients. Initially on introduction to basic concepts in the
field of magnetic resonance imaging, which are important for understanding the problems and
become familiar with the principles of measurement of magnetic fields on the selected
surface. Furthermore, there are described two basic measurement techniques, magnetic
resonance imaging. The work is analyzed the degradation patterns of magnetic field gradients
using the Taylor series and spherical functions. The second part describes how to obtain
readings in the tomograph, which together with the previous decomposition of the field then
used to describe a numerical calculation of magnetic induction on the surface of a sphere.
Values measured and calculated values are compared at the end.
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UvVOoD

Nasledujici text je rozdelen do 7 hlavnich ¢asti, které seznamuji s problematikou magnetické
rezonance, S praktickym méfenim pomoci NMR tomografu a numerickym vypoctem
magnetického pole na povrchu koule. V prvni ¢asti je vysvétlen pojem elektromagnetismus,
Ktery je zakladem pro magnetickou rezonanci. V dalsi ¢asti je popsano elektromagnetické
pole, tzn. jeho zékladni veli¢iny jako elektromagneticka sila, intenzita elektromagnetického
pole, magnetickd indukce atd. V této ¢asti jsou také uvedeny Maxwellovy rovnice
V integralnim i diferencialnim tvaru, které jsou dale pouzity v rozkladu magnetického pole na
gradienty. Ve tieti Casti je Ctendf seznamen se samotnou magnetickou rezonanci a jejimi
zakladnimi parametry, kterymi jsou magneticky moment, precesni pohyb a relaxaéni
mechanismy. Toto seznameni je dualezité z hlediska ziskavani hodnot magnetického pole
pomoci NMR tomografu. Jsou zde popsany také dvé zakladni méfici metody magnetické
rezonance a to metoda spinového echa a gradientniho echa. Ve ¢tvrté Casti je vysvétlen a
rozepsan rozklad elektromagnetického pole pomoci Taylorova rozvoje a sférickych funkci,
ktery je dilezity pro nasledujici numerické vypocty. Pata ¢ast seznamuje ¢tenate s praktickym
méfenim v NMR tomografu, kterym jsou ziskdna data potfebna k naslednému numerickému
vypoc¢tu magnetické indukce na povrchu koule, coz je popsano v Sesté kapitole této prace.
V zavéreCné Casti jsou srovnany naméfené hodnoty tomografu s hodnotami vypocitanymi
pomoci programu Matlab, které vychazeji z predchazejici teorie.



1 TEORETICKY UVOD

1.1 Historie elektromagnetismu

Védy o elektfiné a magnetismu se rozvijely po staleti oddélené az do roku 1820, kdy mezi
nimi Hans Christian Oersted nasel spojitost. V tu dobu zjistil, ze elektricky proud protékajici
vodi¢em vychyluje stielku kompasu. Elektromagnetismus dale rozvijela spousta védct, mezi
které pattil i Michael Faraday. Az v poloving 19. stoleti shrnul v§echny ptedeslé poznatky do
jednotné teorie James Clerk Maxwell a objevil elektromagnetickou povahu svétla. V
klasickém elektromagnetismu se elektromagnetické pole tidi sadou rovnic znamych jako
Maxwellovy rovnice a elektromagneticka sila je dana Lorentzovym silovym zakonem [6].

Klasicky elektromagnetismus je (sadou svych transformacnich vztahli) neslucitelny s
klasickou mechanikou a podle Maxwellovych rovnic je rychlost svétla univerzalni konstanta,
kterd je prisluSnym vztahem propojena s elektrickou permitivitou a magnetickou
permeabilitou vakua. Problém vyftesil az vroce 1905 Albert Einstein uvedenim specialni
teorie relativity. Tato teorie nahradila klasickou kinematiku novou teorii kompatibilni s
klasickym elektromagnetismem. V této teorii vystupuji magnetické a elektrické pole jako
formy obecného elektromagnetického pole a mohou na sebe navzajem piechazet [6].

Ve stejném roce vSak Einstein zpochybnil samotné zaklady klasického
elektromagnetismu. Jeho teorie fotoelektrického jevu ptredpoklédala, Ze svétlo se nesiti jako
vinéni elektromagnetického pole, ale mize existovat ve formé castic, diskrétnich kvant,
pozdéji nazyvanych fotony. Einsteinova teorie fotoelektrického jevu byla v souladu s
predstavami, které se objevily v navrZzeném feseni tzv. ultrafialové katastrofy, které predstavil
Max Planck v roce 1900. Spojeni Einsteinovy a Planckovy teorie nasledné vedlo ke kvantové
mechanice, kterd byla formulovana v roce 1925. Na jejim zéklad¢ byla kolem roku 1940
dokoncena nova kvantové mechanicka teorie elektromagnetismu; tato teorie se oznacuje jako
kvantova elektrodynamika (,,QED*) a je jednou z nejptesnéjSich fyzikalnich teorii.

1.2 Elektromagnetismus

Elektromagnetismem se muze rozumét soubor fyzikalnich jevl, ve kterém se projevuje
vzajemna souvislost mezi elektfinou a magnetismem. Dale se elektromagnetismem mize
myslet taky oblast fyziky, ktera tyto jevy zkouma, ptipadné piimo teorie elektromagnetického
pole, ktera elektromagnetické jevy vysvétluje. Elektromagnetismus je projevem jedné ze Ctyt
zakladnich interakci a to elektromagnetické interakce. Mezi dal$i interakce patii gravitace,
ktera ma nevétsi dosah a pusobi na vSechny latky a energie, dale pak slabé interakce a silna
interakce.



2 POPIS ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

2.1 Elektromagneticka sila

Télesa se skladaji z ¢astic, jejichz elektromagnetické vlastnosti podminuji elektromagnetické
déje a elektromagnetické vlastnosti téchto téles. Na tyto Céstice plisobi v okoli jinych
podobnych ¢astic, kromé sily gravitacni, jesté sily elektromagnetické, které jsou projevem
elektromagnetické interakce. Skoro vSechny interakce mezi atomy jsou zplsobeny
ektromagnetickou silou pusobici na elektricky nabité protony a elektrony v atomech. Sem
patii i sila, kterou libovolné pevné téleso klade odpor proti vniknuti jiného télesa (a kterou
¢lovek vnima dotykem), ale také vSechny formy chemickych jevi, které vznikaji z interakei
mezi elektronovymi orbitaly. Sila F, kterd plisobi na &astici C; , pohybujici se rychlosti v,

(Obr. 1) se vysvétluje tim, Ze na ni ptisobi elektromagnetické pole ¢astice Cy. Castice s témito
vlastnostmi jsou elektricky nabité a nesou tzv. elektricky naboj Q, jednotka je 1coulomb = 1C

[5].

Obr. 1: Elektromagneticka interakce mezi ¢asticemi [5].

2.2 Elektromagnetické pole

Elektromagnetické pole vznika pohybujicimi se nabitymi ¢asticemi. Neprojevuje se jen svymi
silovymi u¢inky na elektricky nabité ¢astice, ale m4 1 jiné vlastnosti:

- hybnost (fotonové rakety)
- energii (ohtev Zemée Sluncem)

Klasicky se toto pole popisuje slozenim dvou slozek: elektrické a magnetické.
Elektricka slozka ptisobi na elektricky nabité objekty — Castice, télesa — silou, nezavislou na
jejich pohybu. Magnetické slozka se zase piisobi na nabité objekty, pouze kdyz se pohybuji.
Na nabitou castici v klidu magnetické pole nepusobi [5][6]. Vysledna sila F, ptasobici v
libovolném bodé¢ P na nabitou ¢astici, pohybujici se rychlosti v v elektromagnetickém poli
(Obr. 2), je rovna

F=F +F, . 2.1)



elmag. pole

Obr. 2: Rozlozeni sily F ndaboje Q v elektromagnetickém poli [5].

Ob¢ slozky (elektricka i magneticka) se v prostoru prekryvaji a jsou na sobé zavislé:
zména jedné znich zpisobi zménu druhé. Ve zvlastnich piipadech lze vSak vytvofit
elektromagnetické pole obsahujici jen elektrickou slozku (tzv. elektrostatické pole), nebo jen
magnetickou slozku (tzv. magnetostatické pole). Elektrostatické pole je buzeno (v dané
inercialni s.s.) naboji v klidu. Toto pole plsobi na elektricky nabita téles silou nezavislou na
jejich pohybu, ale neptsobi na permanentni magnety ani proudovodiée (nejsou-li elektricky
nabity). Magnetostatické pole je buzeno klidnymi permanentnimi magnety nebo proudovodici
se stalym proudem. Plsobi na permanentni magnety a na pohybujici se elektricky nabité
Castice (elektrické proudy). Elektrostatické i magnetostatické pole jsou stalé v ¢ase [5].

Elektromagnetické pole, vytvotené elektricky nabitymi ¢asticemi, které jsou vici sobé
v klidu, se nazyva elektrostatické. Veli¢ina, kterd je pfimo umérna velikosti sily, kterd na ni
pusobi v tomto elektrostatickém poli, se nazyva elektricky ndboj castice Q. Tyto Castice
mohou byt nabité¢ kladné (protony), zaporné (elektrony) anebo na né elektrostatické pole
neputisobi, potom hovofime o tzv. neutronech.

Naboj Q libovolné kladné nabité ¢astice je dan vztahem
—=—_, (2.2)

kde F, je velikost sily plsobici v libovoln¢ zvoleném bod€ P elektrostatického pole na

proton, F velikost sily piisobici v tomtéZ bode na uvazovanou &astici C a € je elementarni
naboj o velikosti e = 1,602 19- 10% . Néboj télesa nezavisi na jeho rychlosti, s rychlosti se
neméni, je invariantni. Tento vysledek se nazyva zakon invariance elektrického naboje [5].

2.3 Intenzita elektrického pole, magneticka indukce a Lorentzova sila

Kromé toho, Ze pohybem elektrického naboje vznikd magnetické pole, také zména
magnetického pole generuje pole elektrické. Mohutnost elektrického pole se z hlediska jeho
silovych ucinkii na elektrické naboje charakterizuje velicinou E, zvanou intenzita
elektrického pole. Tato je v bod¢ P definovana vztahem (definice vektoru E):

E =g [volt.metr™ = newton.coulomb™], (2.3)



kde Q je bodovy naboj v Klidu nebo v pohybu, na ktery ptisobi v bodé P elektricka sila F.Pro
elektrické pole buzené libovolnym poctem zdroju plati

E=E+E,+...+E_, (2.4)

coz je tzv. zakon superpozice elektrickych poli.

U magnetického pole charakterizuje jeho vlastnosti vektorova veli¢ina zvana
magneticka indukce B . Tato je v bodé P definovana vztahem (definice vektoruB ):

|Fm| _ -1
B=——"—— [T=N/(C.ms7)], 2.5
Qv 29

kde F, je magneticka sila, kterd plsobi na bodovy naboj Q, letici magnetickym polem
rychlosti v,. Tato sila se nazyva Lorentzova sila F_(nebo F ). Je-li magnetické pole
vytvofeno n zdroji Zy, Z,, . Z,a je-li B, magneticka indukce pole vytvotreného k-tym zdrojem,
pak je magnetickd indukce vysledného pole déna vztahem

B=B,+B,+...+B,. (2.6)

Tento vztah vyjadiuje zdkon superpozice magnetickych poli.

2.4 Maxwellovy rovnice

J. C. Maxwell ukézal, ze vSechny zakony a vysledky teorie elektromagnetického pole lze
odvodit jako dusledek né€kolika zakladnich obecnych zakonu. Tyto obecné zdkony, spolecné
se vSemi teoretickymi disledky z nich plynoucimi, tvofi tzv. Maxvellovu teorii
elektromagnetického pole. Vztahy, pomoci kterych je Maxwellova teorie matematicky
formulovana, se nazyvaji Maxwellovy rovnice. Tyto rovnice pouzivame ve dvou zakladnich
tvarech - diferencialnim (pro polni veli¢iny ve tvaru hustot, tedy diferencidlni polni velic¢iny)
a integralnim nebo také bilanénim tvaru pro veli¢iny integralni. Maxwellovy rovnice v
diferencialnim tvaru maji platnost omezenou pouze na oblast, v niz jsou materidlové
parametry &, i, 7 konstantni, nebo kde se tyto parametry spojit¢ meéni. Neplati tedy na ostrém

rozhrani dvou prostiedi (napf. slida - vzduch, vodi¢ - vzduch apod.) [5].



Necht elektromagnetické pole, vytvoiené naboji Q a proudy | v libovolném prostiedi,
je v inercialni vztazné soustavé Oyy, charakterizovano vektory E (X, y, z; t), D, B, H. Necht' S;
je libovolna uzaviena plocha orientovand vné€jsi normalou a necht C je libovolnd pevna
uzaviena orientovana kiivka (Obr. 3).

.Q.
,---')?'5_5‘_ — I, //! .
s y gt
N, 0
Q ;;"T_-_FC_

e

F

Obr. 3: Elektromagnetické pole vytvorené naboji Q [5].
Potom mizeme definovat 4 zakladni Maxwellovy rovnice takto:

Prvni Maxwellovu rovnici také nazyvame Ampériv pratokovy zakon nebo zakon
celkového proudu.

Plati: CfH.dr=dd—Vt/+Zl, (2.7
C

kde v je elektricky indukéni tok plochou S, ktera ma kiivku C za okraj. Integralem na levé
strang je definovano magnetomotorické napéti. Soucet ZI je algebraicky soucet proudu,
které prochazeji plochou S; . Fyzikalni interpretace: Cirkulace vektoru intenzity magnetického
pole se rovna celkovému proudu, ktery tece plochou S, jejiz okraj tvoti cirkulaéni draha C [5].

Druha Maxwellova rovnice se nazyva zakon elektromagnetické indukce nebo taky
indukéni zakon.

Plati: SﬁE.dr = —%—f , 2.8)
C

kde ¢ je magneticky indukéni tok kiivkou C. Integralem na levé strané je definovano
indukované elektromotorické napéti ¢;. Fyzikalni interpretace: Cirkulace vektoru intenzity

elektrického pole se rovnd zaporné¢ vzaté Casové zmeéné magnetického toku, tekouciho
plochou S, jejiz okraj tvori uzaviena kiivka C [5].

Tteti Maxwellovu rovnici se nej€astéji pouziva ve tvaru, ktery je zndm pod nazvem
Gaussova véta elektrostatiky:

Plati: |[Dnds=3>"Q, (2.9)
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kde Z'Q je algebraicky soucet ,,pravych (tj. nikoliv polarizaci vzniklych) naboji uvniti

plochy S;. Fyzikalni interpretace: Elektricky indukéni tok uzavienou (obalovou) plochou se
rovna volnému naboji uvnitf této plochy [5].

Ctvrta Maxwellova rovnice je znama taky pod nazvem Gaussiiv zakon pro magnetické
pole.

Plati: | Sj B.ndS =0, (2.10)

Fyzikalni interpretace: Magneticky indukéni tok uzavienou (obalovou) plochou se rovna nule.

Vyse uvedené vztahy jsou v integralnim tvaru. Z tohoto tvaru lze uzitim vektorové
analyzy ziskat rovnice v diferencialnim tvaru, které vypadaji nasledovné:

I. Maxwellova rovnice

oD
rotH=J,+— 2.11
0t (211)

Magnetické pole intenzity H v oblasti s proudy je virové a je pruvodnim jevem elektrického
proudu. Tento proud muze byt vedeny s hustotou Jo nebo posuvny s hustotou ¢ D/ 0t. Mimo
oblast s proudy je rotH = 0 a pole je nevirové [7].

1. Maxwellova rovnice

rotk = L (2.12)
ot

Casovou zménou magnetického pole vznika virové elektrické pole. Vztah oB/dt jako
posuvny magneticky proud. Tyto prvni dvé Maxwellovy rovnice jsou navzajem nezavislé [7].

I11. Maxwellova rovnice

divE = L (, —divP) nebo divD = p 2.13)

&y

Tento vztah tikd, Ze existuje 1 elektrické pole zfidlove, jako privodni jev elektrického naboje

[7].

IV. Maxwellova rovnice

divB=0 (2.14)

Tento vztah tik4, Ze magnetické pole B je neziidlové.



3 UVOD DO NMR

3.1 Magneticka rezonance

Magnetickou rezonanci, jinak nazyvanou také nuklearni magnetickou rezonanci NMR, se
rozumi fyzikalni jev, pfi kterém reaguji jadra atomu urcitych latek ve statickém magnetickém
poli (homogenni magnetické pole Bg) na vf elektromagnetické vinéni. Bez ptsobeni vnéjsiho
magnetického pole je orientace os jednotlivych protoni v jadie zcela ndhodnd. Podnét
k vybuzeni rezonance dodava generovany radiofrekvenéni signal (RF) z vysilace na vhodné
frekvenci.

Tento signal excituje rezonujici jadra (protony) atomil, které vykazuji spin (rotacni
pohyb ¢astice), do vyssiho energetického stavu (opacna orientace nezli Bp). Tento stav se
projevuje precesnim pohybem spinujicich protonti, které byly vybuzeny do rezonance. Pokud
jsou magnetické dipoly orientovany ve sméru vnéjsiho magnetického pole, jadra atomi
s jadernym spinem piechézeji do nizsiho energetického stavu.

Jadra atomut tedy méni smér vektorti magnetizace [3]. Jakmile ptestane pusobit budici
RF signal, tak se vlivem relaxacnich mechanismu, popsanych relaxa¢nimi casy T1 resp. T2,
vraceji jadra atomt do stavu termodynamické rovnovahy. Soucasné se emituje rotujici, rychle
slabnouci signal odezvy NMR, jinak zvany jako FID/echo signal resp. voln¢ indukovany
signal, ktery 1ze méfit. Velikost tohoto signalu je imérné poctu rezonujicich jader vybuzenych
atomd.

VysSe popsany zplusob uvede do rezonance cely objem snimané scény umisténé v
homogennim magnetickém poli Bpa v poli RF civek. Aby byla rezonance vybuzena pouze ve
zvolené tomografické roviné (v 0se z), vyuziva se gradientni magnetické pole. Do vyssiho
energetického stavu budou RF impulsem vybuzeny pouze elektrony, které¢ jsou na vhodné
pozici ve sméru-z gradientniho pole G,. Spektrum FID/echo signalu lze ziskat pomoci dalSich
gradientnich magnetickych poli (Gx, Gy), orientovanych ve spravném sméru roviny (X, Y).
Toto spektrum reprezentuje jednu projekci ve vybraném sméru. Dalsi projekce lze ziskat
nato¢enim gradientniho magnetického pole ve vybraném sméru [3].

Kvysvétleni jevu MR se pouzivaji dva modely: kvantové mechanicky a
makroskopicky fyzikalni (Blochliv) model. Z pohledu kvantové fyziky je NMR vysvétlovana
jako roz§té€peni energetickych hladin atomového jadra vlivem okolniho magnetického pole.
Zménou magnetického pole se emituji fotony s energii, kterd je dana pravé rozdilem téchto
energetickych hladin. Makroskopicky fyzikalni model uz umoziiuje objasnit vznik vektoru
magnetizace M, , jeho libovolnou orientaci a vytvofeni FID/echo signalu, coz je pro popis
NMR lepsi. Magneticky moment urcité latky dany vektorem magnetizace, je urcen
vektorovym sou¢tem magnetickych momenti vSech jader [1][3]. Bez pusobeni magnetického
pole na jadra je vektor magnetického pole nulovy, ale bude-li na jadra pusobit silné vné&;jsi
homogenni magnetické pole, vektory magnetizace Mse orientuji ve sméru indukce B,
tohoto pole a nastane ustaleny stav.



3.1.1 Magneticky moment

Zakladem MR je tedy existence nenulového jaderného magnetického momentu. Ten vznika
v dasledku nesymetrického rozlozeni naboje jadra a spinu [3]. Jinak fe¢eno: mechanickym
momentem hybnosti (rotaénim impulzem) — tzv. spinem p (J) elementarniho naboje (protonu)
+e je generovan magneticky moment £ (m) ve sméru rotace (Obr. 4). Plati

H=y.p, (3.1)

kde y je gyromagneticky pomér, pro ktery plati

%€

y = om, . (3.2
Z pohledu kvantové teorie potom plati
P =Mh & g =M.g.Ly, (3.2),(3.3)

kde m je kvantové ¢islo rezonujici Castice, h je Planckova konstanta, # je redukovana

Planckova konstanta hzzl, g je tzv. Landého faktor, jehoz hodnota se zjistuje
V4

experimentalné a y, charakterizuje jaderny magneton.

Obr. 4: Naznaceni spinu a magnetického momentu elementdrniho ndaboje [5].



3.1.2 Precesni pohyb a Larmorova frekvence

Precesni pohyb je charakterizovan rotatnim pohybem vektoru magnetizace v jednom bodé
fixované osy Castice vyklonéné do osy rotace o nenulovy uhel (pohyb po plasti pomysiného
kuzele) (Obr. 5) [2].

& 7

130

Wy

s

X

Obr. 5: Rotacni pohyb vektoru magnetizace [2].

Frekvence precesniho pohybu (tzv. Larmorova frekvence) zavisi jednak na intenzité
vngjStho magnetického pole By a jednak na typu atomového jadra, vyjadieném
gyromagnetickym pomérem [1][2]. Pokud je toto magnetické pole statické napf.
B, = (0, 0, By), dojde Kk rozstépeni energetickych hladin jaderného magnetického momentu
(tzv. Zeemanuv jev) a vzniknou hladiny s energiemi odpovidajicimi jadernému spinovému
kvantovému ¢islu m

E = —ymhB, . (3.4)

Hodnota m mize nabyvat hodnot + 1/2, které udavaji tzv. Zeemanovy energetické hladiny
(Obr. 6). Tyto hladiny jsou urCeny orientaci osy rotace protonového jadra vzhledem
k vnéjsimu magnetickému poli By. Muzou tedy nastat dva stavy jaderného magnetického
momentu:

— niz§i energeticky stav- pfi m=1/2 , osa orientovana ve sméru B ;
—vy$§i energeticky stav- pfi m=-1/2 , osa orientovana v protisméru B ;

Rozdil téchto dvou energetickych hladin je dan rovnici

AE =h.y.B, = h.w, (3.5)
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m=-1/2

HIA/m]

Obr. 6: Energetické stavy protonu ve vnéjsim magnetickém poli, osa x vyjadiuje intenzitu
magnetického pole a osa y energii.

Piechod protonu na jinou energetickou hladinu je tedy mozny doddnim nebo emisi
ptfislusného kvanta energie. Pfi pfechodu na vyssi energetickou hladinu je tato energie
dodavana pomoci RF signalu. Obsazovani energetickych hladin urcuje Boltzmaniv zakon.

Porovnanim rovnic (3.4) a (3.5) dostaneme vztah

1
f, =—.B, nebo w, =y.B,, (3.6)
27

ktery je nazvan Larmorovou podminkou.

Pokud pii M; = My (stav termodynamické rovnovahy) aplikujeme 90° RF impuls, ktery
bude mit kmitocet co nejblizsi Larmorové kmitoctu fo, pieklopi se vektor magnetizace M, do
roviny (x ,y) (Obr. 7). Tim padem vymizi z-slozka a vektor magnetizace M, =M, . Pokud
umistime do této roviny (X, Y) snimaci civku, indukuje se v ni stfidavy proud na Larmorové
frekvenci ,, ktery odpovida velikosti M, [3]. Pfijimany signal se nazyva zkratkou FID

(Free Induction Decay), signal volné precese nebo také volné indukovany signal a ma
exponencialné klesajici prubeh.

Obr. 7: Sklopeni vektoru magnetizace po aplikaci 90° RF impuls [2].

11



3.1.3 Relaxa¢ni mechanismy

Vektorovym souctem vSech magnetickych momentt, které jsou obsazeny v celém objemu
zkoumaného vzorku, je urCena jadernd magnetizace M. Zavisi na vn¢j$im magnetickém poli
tak, ze pfi B,=0 je M=0. Pokud je vnéjsi magnetické pole pfitomné, vznikd na zakladé

Bolzmanova zédkona nenulova magnetizace M, ve sméru B, dana vztahem

212

Py h
M, =22 — B, 3.7
© g1 7 3.7

kde k je Boltzmanova konstanta (k=1,38.10%”W.s/K) a T je absolutni teplota. Nadbytek
protont, jejichz magnetické momenty jsou orientovany ve sméru magnetického pole B,,

urcuje smér vektoru magnetizace M,

M, =M,c——2", (3.8)

kde c=0,001K/T a je to konstanta pro protony, N, reprezentuje celkovy pocet protoni. Tato
rovnice plati pro kvantovy model MR.

Aby se dosahlo stavu termodynamické rovnovahy (M; = Mg a My, = 0), existuji dva
typy interakci: spin-miizkova a spin-spinova interakce. Pro tyto interakce existuji tzv.
relaxacni ¢asy T1 a To, za které se jadra po ukonceni pisobeni vf magnetického pole vrati do
svého zakladniho stavu [1]. Pro makroskopicky (Blochiiv) model plati vztah

M, (t) = Mo[l—e;lJ , (3.9)

kde konstanta T; vyjadiuje tzv. podélnou relaxac¢ni dobu [1]. Tato relaxace je zpusobena
preklopenim spinujicich protonl z antiparalelni do paralelni orientace. Rychlost relaxace
urcuje velikost relaxacniho ¢asu Ti. Pribéh navratu vektoru magnetizace M, zpét do sméru
0sy z piedstavuje Tj relaxaéni kiivka [4](Obr. 8). Spin-miizkovy relaxa¢ni ¢as T udava cas,
pii kterém dosahne vektor magnetizace M, na 63% své plivodni velikosti.
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Obr. 8: Priibeh navratu vektoru magnetizace M, po aplikaci 90°RF impulzu do
termodynamické rovnovahy.

Spin-spinova interakce vznika v disledku nehomogenity statického By nebo pomalu se
ménicich nehomegenit pole vnitiniho ptisobenim poli okolnich jader a vyménou spinti mezi
jadry. Tyto dvé skuteCnosti zpusobuji, ze sfazované elementarni dipoly, které vznikly pii
aplikaci 90°RF pulzu, ztraceji svou fazovou koherenci a vznikd tzv. pficna relaxace [4].
Casova konstanta, kterd popisuje navrat vektoru pfi¢né magnetizace M,, do rovnovahy
(M,y=0), je tzv. spin-spinovy, pficny relaxacni ¢as T,. Tento ¢as urCuje dobu, kdy poklesne
vektor magnetizace M, na hodnotu 35% (Obr. 9). Velikost T ur¢uje rychlost relaxace a plati

-t

M, (®)=M,e". (3.10)

0,37 Mo

Y

=0 =T2 t
Obr. 9: Casovy priibéh vektoru magnetizace M,, po aplikaci 90°RF impulzu.
Kromé relaxacni doby T, byla zavedena taky efektivni relaxacni doba T, , ktera hodnoti vliv

vnitinich a vnéjsich nehomogenit. Ob¢ relaxace probihaji soucasné, T, mlze probihat i bez
T ale s jednou podminkou, ze T, je vzdy mensinez T;( Obr. 10).
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Obr. 10: Casoveé priibéhy relaxaci Tl , T2 a FID signalu [2].

3.2 Mérici techniky MR

3.2.1 Metoda spinového echa (SE)

Tato metoda je velmi rozsitenou zobrazovaci technikou, ktera vyuziva sledu (90°+180°) RF
impulzt nasledujicich za sebou (fadové milisekundy). Aplikaci 90° RF impulsu se vektor
magnetizace My pieklopi do transverzalni roviny xy (Myy =Mp a FID je maximalni). Zde se
zacne projevovat T2 relaxace a dochazi k rozfazovani. V ¢asovém okamziku t=TE/2 (time
echo) se aplikuje 180° RF impuls, tzv. refokuzaéni impuls, ktery pieklopi elementarni dipoly
v rovin¢ xy o 180° kolem osy x ( Obr. 11, Obr. 12). Dojde k opétovnému sfazovani
jednotlivych spinti a v pfijimaci civce je detekovan spin echo (SE) signal (vektor M, bude
orientovan opanym smérem neZ na zaCatku buzeni). Amplituda SE signalu je zavislad na
prubéhu relaxaéni kitivky T, (T2* se neuplatni) [1][2].
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Obr. 11: Popsani principu spinového echa [2].
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Obr. 12: Zdkladni impulzni sekvence pro metodu spinového echa (SE), GX = GR je tzv. cteci
gradient ve sméru x (kmitoctové kodovani polohy), Gy =GP je fazovy gradient (fazové
kédovani polohy) a Gz = GS je vymezovaci gradient (vymezuje excitovanou vrstvu) [2].

3.2.2 Metoda gradientniho echa (GE)

Jedna se o velmi rychlou zobrazovaci techniku, ve které se pracuje s mensimi ¢asy nez u SE,
tzn. krat§i TR (Time Reppetition). Na zacatku je, stejné jako u metody SE, pomoci 90°RF
impulzu sklopen vektor magnetizace My do transverzalni roviny (jaderné spiny sfazovany).
Misto 180°RF impulzu, ktery se pouziva u SE metody, slouzi k vyvolani echo signélu
gradient magnetického pole. Pii excitaci se aktivuje vymezovaci gradient Gs=Gz, za nim
nasleduje kmitoétové koédovani pomoci gradientu Gp=Gy a fazové kdédovani pomoci
fazovaciho gradientu Gr=Gy (Obr. 13) [1][2].
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Obr. 13: Zdkladni impulzni sekvence metody gradientniho echa (GE) [2].

Sousedici protony za¢nou precedovat s mirné odlisnou Larmorovou frekvenci a dojde
K rozfazovani jednotlivych spini. Pomoci inverze amplitudy c¢teciho gradientu Gr se
jednotlivé spiny znovu sfazuji a tim se vyvola echo signal (Obr. 14). Pokles amplitudy echo
signalu oproti amplitudé FID signalu je zde zavisly na relaxa¢nim cCase T,*.

sfazovani

. rozfazovani
gradient

faze

Mxy | "=

90 RF I
puls n
|

Obr. 14: Princip metody gradientni echa [2].
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4. ROZKLAD ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

4.1 Princip korekce nehomogenity

Homogenita hlavniho magnetického pole je definovdna jako maximélni odchylka pole na
daném objemu, tedy podle vztahu

B B

ABOI O,méx_ 0,min . (41)

0,mean

Kde Bo max resp. Bomin jsou maximalni, resp. minimalni hodnoty magnetické indukce a By mean
je aritmeticky prumér hodnot indukce na daném objemu. Nehomogenitu magnetického pole
udavame v jednotkach ppm. Napiiklad mdme magnet s homogenitou pole 20 ppm, znamena
to, Ze pole magnetu magnetu se 1iSi 20 milionkrat od primérné hodnoty na uvaZzovaném
objemu. Ppm je tedy relativni hodnota (1ppm z veli¢iny x odpovida hodnoté x=1/1.10% z x).
Porovname-li naptiklad magnet s polem 1.0 T a homogenitou 10 ppm s magnetem 10.0T a
homogenitou 10 ppm, bude mit siln€j$i magnet zhruba desetkrat vetsi rozdil v homogenité
statického pole. To zpiisobi vétsi problémy se zkreslenim obrazu. Uvadi se, ze pro klinické
NMR ucely je vhodné, aby magnet mél homogenitu kolem 5 ppm na objemu o praméru 50
cm[zel.k.]. Pro ziskani kvalitnich a ostrych MR obrazu je dulezité, aby magnet mé¢l dostate¢né
homogenni pole na celém méfeném objemu. V praxi vétS§inou neni mozné, aby samotny
hlavni magnet tomografu dokazal generovat takto vysoce homogenni pole. Pfi feSeni tohoto
problému je v zdsadé mozné zvolit dva pfistupy. Bud’ nehomogenitu magnetu korigovat ve
vyslednych naméfenych obrazech, nebo se snazit o korekci zakladniho magnetického pole jiz
Vv prib&éhu méfeni. Princip korekee je ziejmy z Obr. 15.

Obr. 15: K principu korekce nehomogenity

V idedlnim piipadé dojde pii superpozici dvou navzdjem opacnych prubc¢hli pole
k vytvoteni naprosto homogenniho vysledného pole. Naprosto homogenni pole uvedenym
postupem V praxi samoziejm& nevytvoiime, nebot jiz pifi mapovani pole urceného
k optimalizaci pouzivame méfici metody k zachyceni FID signalu, které maji jistou toleranci,
jednak vzhledem k ovlivnéni pole sondou urc¢enou k mapovani prubéhu pole a nemtizeme ani
vylouc€it nepfesnost umisténi sondy v uvazovaném objemu. Problémy vznikaji také pii
generaci korekéniho pole korekénimi civkami. Pfi homogenizaci pole pfedpokladame, Ze
korek¢ni civky generuji vzdy ¢isté gradientni pole pozadovaného typu, coz vsak v praxi nelze
docilit. Vzdy se projevi vliv postrannich slozek daného gradientu, pfedevsim u gradientl
vysSich tadi.
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Obecny prubéh magnetického pole je mozné popsat gradienty. Teoretické prub&hy
jednotlivych gradientt, které se pouzivaji pti korekcich magnetického pole je mozné vykreslit
V matlabu nasledovné:

Z X Y
02

4 3B s

¥ 05 05 5

Obr. 16: Teoretické pribéhy nékolika zdkladnich gradientii pouzivanych pri korekci pole v
NMR

Kazdy zméteny pribéh magnetického pole je mozné rozlozZit na vhodnou kombinaci
téchto gradientd. Toho 1ze dosahnout bud’ pomoci Tailorovy tady a nebo s Legendrovymi
polynomy. Jak uvidime dale, pro nase ucely je vhodné&;si pouzit Legendrovy polynomy a to
nejen vzhledem k symetrii méfené¢ho objemu. Rozklady vyuzijeme pro urceni koeficientd C a
D, které urcuji vliv odpovidajiciho gradientu na pribéh mapy pole a tim i davaji zdkladni
pfedstavu pro nastaveni korek¢nich civek pii ladéni nehomogenity zédkladniho magnetického
pole Bo.

4.2 Rozklad pole pomoci Taylorova rozvoje

Jestlize je znama hodnota magnetického pole v urcitém bod€, napt. v pocatku B[0,0,0],
mizeme pomoci Taylorovy véty urcit jeho hodnoty Vv libovolném bodé prostoru [X,y,z].
Magnetické pole se dale rozlozi pouze na slozky ve sméru os a soutradny systém se orientuje
tak, Ze zakladni pole lezi v ose z. V této ose leZi také slozka hlavniho magnetického pole B,

ktera je stild a homogenni (Obr. 17). Slozka B'(B;,B,B) popisuje nehomogenitu pole
v osach X, y, z [8].
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E“

Bx’
Obr. 17: Rozlozeni slozek B, a B'magnetického pole.

Pro velikost vysledného vektoru magnetického pole plati vztah

B=B,+B'. (4.2)

Z absolutni velikosti tohoto vektoru danou vztahem

|BO+B’|:\f(BO+B;)2+(BZ’)2+(B;)2 (4.3)
1ze vyjadrit vztah
B'(B') B (B
B,+B'|=B,+B +=>| = |+=| =% 4.4
| ’ | i ’ 2 (BOJ 2 (BOJ ( )

ze kterého vyplyva, Ze po dosazeni ¢iselnych poméri

B, =B, =B, =107°.B, (4.5)

lze tfeti a Ctvrty Clen oproti druhému zanedbat, protoze jejich velikost siln€é poklesla. Tim
padem je tedy nehomogenita magnetického pole uréena pouze z-tovou slozkou B!, poruchové

slozky magnetického pole B'. Pro Tayloriv rozvoj tedy staci aplikovat pouze na z-tovou
slozku pole. Nize jsou uvedeny jednotlivé ¢leny Taylorova rozvoje v bodé X, Y a Z [8].
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Tab. 1: Cleny Taylorova rozvoje v bodé X, Y a Z.

RAD Jednotlivé ¢leny rozvoje
0 B, 1
B B
. 0B, X 0B, y 0B, 7 1
OX oy 0z il
’B ’B ’B
0 =X 2 o8B, YX o8B, ZX
OX OYyOoX 0Z0X
2 6sz XY asz YZ 8282 YZ
dyox ay? oyoz 2!
2 2 0°B
a BZ XZ 6 Bz YZ 22 Z 2
oxez oyéz oz

z

B, . : oB
kde %, je gradient a L
OX I ox

vyznacen vzdy pouze jedenkrat pro celou skupinu).

X je ¢len Taylorovy fady (¢initel — jeu jednotlivych ¢leni
ni

I11. ¥4d se sklada z 27 ¢lend, IV. ¥ad z 81 a n-ty ¥ad z 3" ¢lend. Tyto ¢leny, stejné jako ¢leny
dalsich tadd, se daji pomoci Maxwellovych rovnic zjednodusit. Pokud v pracovnim prostoru

neteCou proudy budici pole Bp, nabudou rovnice vyraz

divB =0,

coZ lze napsat jako rovnici

oB, dB, 0B,
+ + =0
ox oy oz
a vyraz
rotB =0,
ktery lze napsat jako
oB, B, _ @_%_0 @_GBX
oz x| oy o1 ©ox oy

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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Vyraz divB se derivuje aﬁ :
z

o (oB o (0B 0°B
S e P e A (4.10)
oz \ oX oz\ oy oz
a protoze lze poradi derivaci zaménit, dosazenim ze vztahu (4.9) vznikne vztah
B B ’B 0°B, 0°B, 0°B
0B, ), 0[B, ), 0 2 =0 ¢ili — ) +—+—-=0, (4.11)
OX \_ Ox oy\ oy oz OX oy oz

ze kterého si vyjadiime

0’B, __0°B, 0°B, . 9B, ,__0°B,,, 0B,

Y2, 4.12
ayZ aXZ 822 8y2 aXZ aZZ ( )

Stejnym zplsobem se miiZe provést ditkaz pro slozky By a By. Pro jiz zminénou redukci ¢leni,
napf. ¢lent II. fadu, se dosazenim vztahu (4.11) pocet ¢lentt zmensi z 9 na 5 (Tab. 2).
Ptiklad upravy ¢lena II. fadu:

do ptivodnich 7 ¢lent Taylorova rozvoje

4

0°B, », 0°B,\ 2 OB

o + Y. po Z%+

se, dosazenim rovnice (4.11)

0°B 0°B 0°B 0°B
EXP Y- ——EY 7%+ a
OX OX 0z 0z
pomoci vytykani
0°B 0°B 0°B
Z(X?2-Y¥)——ry?4 7% 4.,
ox? ( ) 0z° 0z°

dojde ke zmensSeni celkového poctu ¢lend. Stejnym zpiisobem se redukuji ¢leny III. fadu z 10
¢lent na 7 atd.
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Tab. 2: Rozvoj pole s minimalnim poctem clenii (B, je hodnota slozky B, Vv pocatku a pro
jednoduchost B,=B)do 3. Fadu Taylorova rozvoje.

RAD GRADIENTY MAGNETICKEHO POLE
0 | B, 1
OX oy 0z il
2 2 2
alf(xz—\(z) OB ovz OB H7x
OX 0yoz OX0Z
2 2 2 —
OB Hxy 0 If’(zz—\(z) 21
OXoy oz
3 3 3
a—§X(x2—3\(2) o8 (6XYZ) @2(22—3\(2)
OX OXoyoz oz
3 3
3 azB Y(3X?-Y?) azB Y(32%-Y?) 1
ox2oy oz%oy 3l
OB 37(x2_y1 OB 3y (z2 -y
ox*oz 070X

4.3 Rozklad pole pomoci sférickych funkci

V magneticky homogenni oblasti lze celkovou magnetickou indukci popsat Laplaceovou
diferencialni rovnici [8]. Tato rovnice ma v kartézské soustavé stejny tvar jak pro vlastni
vektor, tak i pro jeho jednotlivé slozky B,,B,,B, [8]. Pro NMR experimenty (u NMR

spektrometru nebo MR tomografu) je dilezita pouze hlavni sloZka magnetické indukce B,

zakladniho magnetického pole, kterd ma paralelni smér s osou symetrie a rovnéz vyhovuje
rovnici

VB, =0. (4.13)

Reseni uvedené diferencialni rovnice ve sférické souradné soustave 1ze vyjadrit rozvojem
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B,(X,y,2) = i Zn:r“.m P, (cos®).[C, , cos(me) + D, , sin(mg)] (4.14)

n  m=0

kde r, 8, ¢ jsou soufadnice ve sférické soustavé, C = a D, jsou koeficienty, a "P,(cos )

jsou piidruzené¢ Legendrovy ortogonalni polynomy prvniho druhu, stupné n a tadu m.
Legendrovym polynomem stupné n rozumime polynom

1 d°

o O D" (4.15)

Pn (X) =

Tvar napt. prvnich tfi Legendrovych polynomt je
P (n)=1,
R(X)=xa

P,(x) = %(3X2 —1) atd.

Dosazenim téchto polynomt do kulové €ili sférické funkce

P"(x) = j(1— x2)" % (4.16)

se ziskaji ¢leny Legendrova pfidruzeného polynomu [9]. Tvar napf. prvnich ¢tyt pfidruzenych
Legendrovych polynomt je

P’(n) =1,

PP (x) =x,

P =—(1-x) 2,

P(x) = %(3x2 —1)atd,
Ptiklad vypoctu pro m=0, n=2:

d 0[; (3x* =1)]

0(vy V1 2 odOPz(X)_ _l 2
PP (X) =) (1-x?) ~ =1 =53¢ -0,
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Souvislost s kartézskymi a cylindrickymi soufadnicemi uréuji vztahy

X =r.sin(@).cos(p), y =r.sin(@).sin(p), z=r.cos(@), r’ =z> +x*+y?,

p=r.sin@), p>=x*+y* atg(p) =¥, 4.17)

které vyplivaji z Obr.18 [8].

-~

¥

Obr. 18: Bod v magnetickém poli, kde r je vzdalenost bodu od pocatku (r<1), 6 je polovina
vrcholového uhlu a ¢ je azimut.

Sférické soufadnice v rozvoji mohou byt tedy jednoduSe vyjadieny v pravouhlé kartézské
soustave [8].

2 2
BZ(X| yl Z) = CO,O +C0’1.Z + CO,Z{ZZ _%j + COB'Z(ZZ _ 3,; J +“.

+C,,.X +C,,.3xz +C1,3.X(622 _3%2J +..
+D,y  +D,,3yz + D1,3.y(622 —3%} +..
+C,,.3(x* —y?)  +C,,;.152(x* —y?) +..

+ D, ,.6xy + D, 5.30xyz +...
+C, 5. 15x(x* =3y*)  *..

+D,,15y(3x* —y?)  *..
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Prvni Clen tohoto rozvoje C,, piedstavuje magnetickou indukci idedln€¢ homogenniho

magnetického pole. Ptiklad vypoctu pro m=0 a n=2 :

r?.P; (cos 0).[C, , cos(0) + D, sin(0)] = rz.[% (3x* -1].C,,.

Dosadi-li se cos @ za x vznikne rovnice

§r2_0052g_1r2_
2 2

Daéle se pomoci vztahti (4.17) ziska rovnice

gzz —%(x2 +y? +22)

a po vykraceni

Pti srovnani obou rozvoju je vidét, ze n¢které gradienty napt. X, y, a z jsou v obou
rozvojich identické a nékteré napt. 3xz nebo 6xy jsou jiné. Z tohoto divodu mazeme potom

v Matlabu oc¢ekavat rozdilné koeficienty praveé u téchto ¢lend.
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5. ZPUSOBY MERENI MAGNETICKEHO POLE POMOCI
NMR

Metody zaloZzené na NMR se pouzivaji pfi méteni slozky B; silného zédkladniho magnetického
pole By a jeji zmény, kdyZ potfebujeme dosahnout vysledkli s dostate¢nou piesnosti [10].
Me¢éieni prostorové konfigurace magnetického pole je mozné provadét nékterymi
zZ nasledujicich zptsobi:

Klasickym postupem nékterou z NMR technik

Sondou s nékolika NMR civkami pfipojenymi pies multiplexer k RF piijimaci
N¢kterou z 2D MRI metod

RF a gradientni civkou se specidlni konfiguraci na dlouhé valcové plose

5.1 Ziskani naméfenych dat

M¢ieni bylo provedeno sondou s NMR civkou (Obr. 19), ktera byla umisténa na obdelnikové
podlozce prichycené k valcové trubce. Ta se na zacatku méfeni umistila do ptesné polohy na
posuv tomografu (Obr. 20) a po zasunuti do tomografu jsme ziskali spektralni ¢ary, ze kterych
se odecetla stiedni hodnota frekvence a zni se vypocitala hodnota magnetické indukce
vV daném bodg.

Obr. 20: Tomograf a detail posuvu, na ktery se umistuje sonda.
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Pro méfeni byla zvolena metoda gradientniho echa. Dale je nutno vhodné zvolit
rozlozeni a stim spojeny pocet bodii v mapovaném prostoru tohoto pole. Z Laplaceovy
rovnice je zndmo, ze jeji feSeni v uzaviené oblasti je jednoznacné urceno hodnotami na jeji
hranici. Na této hranici také dosahuje feSeni extrémnich hodnot (Dirichtertiv vnitini problém a
véta 0 maximu) - tzn., Ze méfici body jsou situovany na povrchu koule, i kdyz je z hlediska
konstrukce méficich ptipravkli podstatné jednodussi métit B, slozku magnetické indukce na
povrchu valce, ktery je vepsan do pomysiné koule. V této kouli ovSem nesmi byt pfitomny
zadné zdroje magnetického pole.

Rozlozeni a pocet mé&fenych bodl je znazornéno na Obr. 19. Ap znadi piirtstek uhlu a
Az krok mezi kruznicemi Vv o0se z. Pfi naSem meéfeni byly méfené body rovnomeérné
rozmistény na kruznich na povrchu koule a to s pfirGstkem Ag@ =30°. Krok Az nebyl
rovnomérny, jelikoz byl uréeny thlem @ a nabyval hodnot -32; -30,05; -23,24; -11,14; 0;
11,14; 23,24; 30,05 a 32 (mm). Tyto dvé veli¢iny ptedurcuji volbu maximalniho fadu a stupné
rozvoje pole, kterym se budou naméfené hodnoty prokladat. Na vSech méticich kruznicich
obepinajicich kouli (nebo valec) musi byt splnéna podminka

Az=05t,, (5.1)

kde t; je perioda funkce u koeficientu C nebo D, , pro rozvoj pole n-tého stupné a fadu a

Az je méfici krok thlu nebo posunu z. Tento vztah udava tzv. Kotélnik-Shannoniv teorém,
ktery fiké, Zze vSechny vzorky je nutno odebirat nejméné dvakrat za periodu funkce nejvyssiho
stupné¢ a fadu t,. Tento teorém plati pii vzorkovani pro vSechny funkce prokladaného

rozvoje.

y

Obr.21: Rozlozeni mérenych bodit M na povrchu koule
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6. VYPOCET A ZPRACOVANI DAT

Na zaklad¢ vyse uvedenych poznatkli a souvislosti byl sestaven pocitatovy program, ktery
pomoci rekurentnich vztaht uvedenych v kapitole 3. a 4. a pouzitim metody nejmensich
¢tvercti LSQ (Least mean SQuares) umoznil vypocet aproximacnich koeficientii C,,a D

m,n
VvV rozvoji magnetického pole Legendrovymi polynomy a taky koeficienti v rozvoji pole
Taylorovou fadou. Pro matematické vyjadieni rozvoje naméfeného magnetického pole je tedy
nutné aproximovat naméfené hodnoty magnetické indukce Legendrovym polynomem.

Metoda LSQ vede na feSeni pomérné rozsahlych systému linearnich rovnic (pfi
aproximaci do 11 stupné a fadu polynomu tj. n=11, to znamena fesit soustavu 144 rovnic o
144 neznamych). Aby bylo programovani algoritmu jednodussi, lze vyuzit nésleduji
podminky:

e Pocatek souradné soustavy zvolime ve stfedu koule, na jejimz povrchu métime.

e Jednotlivé métici body volime systematicky uspofadané vzhledem k rovinam
x=0, y=0, z=0 a s konstantnim ptirastkem thlu A¢ a krokem Az podle (Obr.
21)

e Nezavisle proménné se normalizuji-tzn., Ze se polomér méfici koule a
vzdalenost mezi méfenymi kruznicemi piirovnd ke standardni hodnoté — tou
miZze byt polomér opsané koule nebo u valce jeho polovi¢ni vyska. Tato
normalizace totiz umozni srovnavat magneticka pole rizné velkych objekt

Pti analyze konkretizuji nalezené hodnoty koeficienti u jednotlivych funkei rozvoje
pole do urcitého fadu a stupn€ matematicky model pole a tedy urCuji potiebné typy
korekénich poli a jejich velikost [10]. Tento model avsak velmi dobfe reprezentuje
konfiguraci méfeného pole, i kdyZ je pocet jeho parametrii o hodné niZsi nez poc¢et métenych
hodnot B,. Pomoci n¢ho 1ze také uréit hodnoty magnetického pole i v téch mistech, kde
nebyly méfeny a to v celém objemu méfici koule.

6.1 Vypocet aproximacnich koeficientii pomoci Legendrovych polynomii

Pti vypoctu aproximacnich koeficientll za pomoci Legendrovych polynomt budeme vychézet
ze vztahu (4.14), pomoci kterého byl proveden rozklad magnetické pole ve sférickych
soufadnicich (kapitola 4.3). Z ptedchozi teorie je znamo, Ze souvislost mezi kartézskymi a
sférickymi soufadnicemi je dana vztahy (4.14). Podle téchto vztaht plati, ze slozka B, v bod¢
méfeni (vypocétu) i o soufadnicich (p;,9,,z;) je aproximovana fadou, ktera je slozena
z funkei f,  cos(me,) a f, , sin(mg). Tyto funkce je mozné porovnat s ¢leny Taylorova

I,mn
rozvoje. Kviili ptehlednosti je dobré ji zapsat ve tvaru aproximacéniho trojihelnika tak, aby
byly v jednotlivych fadcich pouze ¢leny s totoznou trigonometrickou funkci a tedy:

i,mn
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B.i(0,0,,2)=[Coofico +Cofios  +Cofiss +Cusfios +Coufios ]. cos(0) +
+[C, f,,  +C,f,, +Cu i, +C, 1, ].cos(e,) +
+[Dy, i,y +D, T, +Dygf; +Dy,fiy ]-sin(p,) +

+Cy fipy  +Chfis +Cyfiny ].cos(2¢.) +

+D,, fi,, +Dyfis +D,, 1o ].sin(2¢p,) +

+Cyifiss +Cy 1y ].cos(3¢p,) +

+D,; fi3s + Dy, 1 1-sin(3p,) +

+Cyy i a ].cos(4¢.) +

+Dy, 4 ].sin(4¢,) +

+P(p, ¢.,2)

Toto je tedy obecny tvar slozek aproximacni fady, ze které se vychazi pii vyjadieni
sférickych soufadnic v pravothlé kartézské soustavé (viz kap. 4.3). Funkce f;  jsou souciny

Legendrovych polynomt P,"(cos ) a n-té mocniny vzdalenosti r méteného bodu i od pocatku
soufadné soustavy. Z duvodu piehlednosti zde bylo pouzito indexovani funkci, které
odpovida parametrim fadu m a stupni n Legendrova polynomu. Index i souvisi s polohou
konkrétniho métené¢ho bodu (p;, ¢;, ;) v objemu méfené koule. Obecné se fadky a sloupce
toho aproximacniho trojihelniku oznacuji indexy p a g. Sloupcovy index p (potadi sloupce) je
o fad vyssi nez stupen polynomu n tzn. g=n+1 a fadkovy index (potadi fadku) souvisi s fddem
derivace piidruzeného Legendrova polynomu tedy stadem m, ktery také urCuje nasobek
azimutu ¢@u funkci cos(me) a sin(me). P(o., @, z)zde reprezentuje gradienty vysSich
fada, které vzniknou zvysenim stupné polynomu. Koeficienty C_ a D, jsou zde hledanymi
aproximacnimi koeficienty.

Pro nalezeni téchto koeficientti postupujeme nasledovné. Po roznasobeni funkci f,

trigonometrickymi funkcemi (cos(m¢g) a sin(me)) a nasledném pievedeni do kartézskych

soufadnic je mozné tento rozvoj porovnavat s predchozim Taylorovym rozvojem (viz kap.
4.2). Ze c¢lenu vzniklého rozvoje se vytvoii matice P, ktera bude obsahovat Legendrovy
polynomy ptislusného fadu a stupné.

POO P]_ 0 P20 P3 0 P 0

0 RLl P21 P3l Pnl

Poy=| 0 0 B} P} P’ (6.1)
0 0 0 F)33 Pn3
0 0 0 0o P

Rozmér této matice je obecné m+1 fadkt a n+1 sloupcti, kde m a n predstavuji rad a
stupent polynomu coZ znamend, Ze rozmér matice Uzce zavisi na stupni zvolené aproximace
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(stupni  polynomu). Proto zavedeme parametr Q, ktery bude mit velikost
Q=n+1.Vygenerovana matice P bude mit potom rozmér Q x Q a pod hlavni diagonalou jen
nulové prvky, které nam vsak Vv tuto chvili nevadi. Hodnoty prvka matice P zavisi na pozici
kruznice, ktera nese body, ve kterych je nasledné zjistovana hodnota magneticka indukce.
Pozice téchto kruznic je dana thlem 6.

Tato matice je tedy zakladem pro dalsi vypocty, pfi kterych soucet jejich jednotlivych
prvki fadek po fadku vytvori fadu gradientt, které po roznasobeni piislusnymi koeficienty ze
vztahu (4.14) a po nasledném celkovém souctu ur¢i hodnotu magnetické indukce v daném
bod¢ souradného systému.

Matice R, ktera je znadzornéna nize, je naplnéna prvky r',, které udavaji vzdalenost

méteného bodu v objemu nebo na povrchu koule od po¢atku souradné soustavy. Indexy s at
zde ur€uji umisténi prvku v matici. S kazdym stupném polynomu n a s kazdou zménou r
vzdalenosti bodu od poc¢atku soutadné soustavy se vytvoii nova matice R.

n n

hh Nz N3 lo
Ly ha G o Lo
R”(QXQ) = r3r,]l r3|r,]2 r.;s rsr,]Q (62)
S A
e Toz Tos Tos Too

Velikost matice R musi mit stejny rozmér jako ma matice P a to Q x Q, protoze se
tyto matice mezi sebou nasobi. Proto byla zavedena matice f, ktera odpovida funkci f, . Tyto
funkce jsou homogenni polynomy, stfidavé sudého a lichého stupné, které nezaviseji na
azimutu ¢ . Nékolik prvnich funkci je uvedeno nize:

2 2 2
_ _ P P P
fo=1 fo=12 fOZZZZ_7 f03=z(22—7j f04:z4—322p2+7
_ — 2 P’ s 152p°
fu=p f,, =3zp fio=62°p-37-  f,,=102°p+
4
f,, =3p° f,, =152p° f 45722 15p
22 23 20 =452°p° + 5
f., =15p° f,, =105zp°
f,, =105p"
Matice f ma nasledujici tvar:
fee =R %P (6.3)

Rozmér matice f je tedy obecné Q x Q. Pokud je vzdalenost méfeného budu od
pocatku soufadné soustavy rovna jedné (r=1), lezi tento bod na povrchu koule (méfeného
télesa) a matice R obsahuje jen jednicky. Potom plati, ze
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fo0 =Poa- (6.4)

Pro vypocet je dale dilezité definovat matice Co a Si, které obsahuji goniometrické
funkce sin(meg) a cos(mg). Tyto funkce méni sviij argument podle fadu polynomu m, ktery
urc¢uje nasobek prislusného uhlu ¢. Tento thel méni svou velikost podle pozice méteného

(pocitaného) bodu v objemu koule (méfeného télesa). Rozmér matic Co a Si opét zavisi na
stupni aproximace Q.

cos(0),, cos(0),, cos(0), cos(0), o
cos(@),,  C0S(¢),,  COS(4),; €os(#),q
COg.q) =| COS(24);;  COS(24);,  COS(24)s €os(2¢), (6.5)
c0s(3¢), o
cos(mg@),, cos(mg),, cos(mg),, cos(mg),, cos(mg),,
sin(0), , sin(0), , sin(0),, sin(0),0
sin(g),,  sin(g),,  sin(4),, sin(¢),,q
Siigu) =| SIN(28);;  SIN(24);,  sin(2¢),, sin(24), (6.6)
sin(3¢), o
sin(mg),, sin(mg),, sin(mg),, sin(mg),, sin(mg),

Pomoci ptedeslych matic vypocitame matice Hc a Hd, které osahuji dostatek hodnot
potiebnych pro vypocet aproximacnich koeficientl. Tyto matice vzniknou vynasobenim matic
Coa Si matici f ¢len po ¢lenu a maji nulové prvky pod hlavni diagonalou:

Hc = Co.*f (6.7)

Aby méla aproximace smysl, provadi se tento vypocet pro vSechny body, jejichZ pocet
je dan poc¢tem méfenych (poéitanych) hodnot, které jsou k dispozici. Matice Hc a Hd se poté
ukladaji do maticového pole Lc a Ld (Obr. 22) pro dalsi vypocty.

(1,3,3) (1.475)

“T1,1,3) (1.2.3)
(2,1,3) (2,2,3) (2,3+3) (2,4,3)
)

[%,4,8) [8,2.89°(5,9,3) (94,3}

TT(11,2) (1.2,2) (1.3,2) (1.479)| 3) (4,3.3) (4.4.3)
(2,1.2) (2,2,2) (2,3:2] (2.4.2)
______ " He3, Hd3
(3,1,2) (3,227 (3,3,2) (3,4,2) .-
(1.1.1) (1.2,1) (1,3.1) (1.4. 1)} 2) (4.3.2) (4.4.2)|
(2,1,1) (2,2,1) (2,3,1) (2.4,1) — s it
(3,1,1) (3,2,1) (3,3,1) (3,4,1) e
(4.1,1) (4.2,1) (4,3,1) (4,4,1)]
Hc1, Hd1

Obr. 22: Pole matic Lc a Ld
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Aby se tyto matice mohly pouZit pfi vypoctu aproximacnich koeficientd C, a D

nm?
musime je upravit do ur€itého tvaru. Z vychoziho vztahu (4.14) je zfejmé, Zze prvky matic Hc
a Hd predstavuji ¢leny souctu fady. Tyto prvky se tedy piepiSou ¢len po ¢lenu do matic Sc a
Sd a to nasledovné:

Z matice
hc,, hc, he, .. hcva
0 hc,, hc,; ... hc,,
HC, 0.y =| O 0 heg, ... hegg (6.9)
0 0 0o .. hc4’Q
0 0 0O O th‘Q

se vezme prvnim fadek a vlozi se do prvniho fadku matice Sc, potom se vezme druhy fadek a
vlozi se opét do prvniho fadku matice Sc atd. az budou vSechny fadky matice Hc piepsané do
fadku matice Sc.

hcm - hcvay1 hCZ,l,l - hcQO’1 - th’le
hCl,l,Z - thQ’2 hce,,, — hc2va2 - hc(m2
_ he,;, — hcgo; he,,; — he,os — hegg,
Sc(gXQz) = (6.10)
hC1,1,4 - thQA he,,, — hczyQ' A hCQ,Q, .
b - I = 1 5
hc,, — hcgy, hc,,, — he,o, — hego,

Prvni fadek matice Sc je tedy tvofen prvky prvni matice Hc z maticového pole Lc.
Rozmér matic Sc a Sd je zde g x Q2 Index g zde piedstavuje podet m&fenych (pocitanych)
bodi, tzn. pofadi matice HC v maticovém poli Lc a index Q zna¢i stupen aproximace.
Analogickym zplisobem se piepisuji i dal§i matice Hc. Stejnym zplsobem vznikne i matice
Sd , ktera je vSak sloZena z prvkt matice Hd. ProtoZze mély matice Hc a Hd nulové prvky pod
hlavni diagonalou, objevi se tyto prvky i v maticich Sc a Sd. Pokud métime napt. 7 bodt na
12 kruznicich a stupen aproximace Q=4, celkovy pocet bodii g=84 a matice Sc a Sd budou
mit rozmér 84 x 16.

Pokud vynasobime tyto matice s vektory C a D, dostaneme jednotlivé ¢leny rozvoje
pro dany méteny bod. Vektory C a D maji obecné rozmér Q%:

C, D,
C, D,
SCipqn x| Cs |2 Sd x| Ds (6.11),(6.12)
\ !
C(Qz) Q%)
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Protoze je ale potteba v kazdém méfeném bod¢ pocitat s prispévky obou koeficientii C
I D, provede se slouceni matic Sc a Sd do jedné matice, kterou nazveme matici S. Timto
zpusobem tedy Vznikne nasledujici systém matic

s C K B,
hcl,l,l hc1,2,1 - hCQ,Q,l hdl,l,l - th,Q,l 1 B ml
hCl,l,Z hC1,2,2 - hCQ,Q,Z hdl,l,z - th,Q,Z ‘L B m2
hC1,1,3 hc1,2,3 - hCQ,Q,3 hdl,l,3 - th,Q,?) % CQZ — B m3 (6 13)
hCl,l,4 hc1,2,4 - hCQ,Q,4 hdl,l,4 - th,Q,4 D]_ B mé4 ’
2 L4l R RN 2 2
ey hCLg = NCoq, Ndig = dogs )go | Por (20%) " /(g)

kde matice K obsahuje hledané aproximacni koeficienty C i D a vektor By naméfené hodnoty
magnetické indukce v danych bodech.

Tuto maticovou rovnici uz je mozné numericky fesit metodou nejmensich Etverct
LSQ napt. s vyuZitim programu Matlab. Tato metoda obecné vyzaduje velky pocet rovnic.
Jelikoz obsahuje vétSina matic, se kterymi pocitame, nadbyte¢né nulové prvky pod hlavni
diagonalou, jsou tyto nuly obsazeny i vV nékterych sloupcich matic Sc a Sd a tudiz v celkové
maticové rovnici. Tyto sloupce odstranime, ¢imz se zmensi rozmér téchto matic a tedy rozmér
rozvoje do matice a také pribéhem trigonometrickych funkei v urcitych bodech. Tento pribeh
urCuje parametr m (fad Legendrova polynomu), ktery nabyva pro kazdy méfeny bod praveé
jednou nulové hodnoty. Pro koeficient D, ktery se nasobi funkci sin(me) potom plati, ze
prvnich Q koeficientli nema smysl poditat, protoze nabyvaji nulové hodnoty a ve vysledném
piispévku se tedy v daném bod¢ stejné neprojevi. Obecny rozmér maticové rovnice je

S(g><2Q2) X K(ZQZ) = Bm(g) ' (6.14)

Po optimalizaci matic se rozmér Sc respektive Sd zmensi z 84x16 na 84x10
respektive 84x6 — tim je tedy dan celkovy rozmér matice S 84x16. Matice Sd tim padem
bude mit potom mensi rozmér nez matice SC, protoze obsahovala vétSi pocet nulovych
sloupcti. Z toho diivodu ma i mensi podil piispévkid v matici S a tedy v celkové maticové
rovnici. Rozmér maticové rovnice po tprave bude obecné nasledujici

S(ngz) xK gt =B (6.15)

Z diivodu transformace fady rozvoje magnetického pole do maticového systému, ktery
je pro numerické feseni jednodussi, uz matice S neobsahuje 2Q° sloupct, ale jen polovinu,
tedy pouze Q. Pro napi. Q=4 (stupeii polynomu je 3) bude mit maticova rovnice rozmér

S gaasy X Kasy = Binsa) - (6.16)
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Protoze byla v maticich provedena optimalizace prvki, je nutno s tim pocitat pii
interpretaci vysledku. Napt. pro Q=4 je podil aproxima¢nich koeficientd C/D ve vysledném
vektoru K 10/6, protoze matice S obsahovala vétsi piispévek prvki matice Sc nez matice Sd.
To znamena, ze prvnich 10 prvkl vektoru jsou aproximacni koeficienty C a zbylych 6 prvka
jsou aproximacni koeficienty D. S rostoucim Q se tedy méni podil aproximacnich koeficienti
ve vysledném vektoru K; napi. pro Q=5 je podil 15/10, pro Q=6 je podil 21/15 atd. z toho
plyne, ze pocet koeficienti C se pfi zvySeni aproximace Q o jeden stupenn zvétsi o hodnotu
stupn¢ aproximace a pocet koeficientd D bude stejny, jako piedchozi pocet koeficienti C.
Obecné tedy ziskame Q° koeficientii, které se lisi svym podilem na celkové hodnoté
magnetické indukce v daném bodé.

Optimalizace se v dnes$ni dobé vysoce vykonnych pocitact mize zdat jako zbytecna,
ale pti vétSich stupnich Legendrovych polynomi a tedy vétSich rozmérech pocitanych matic,
muze byt na béznych pocitacich vypocet znacné zpomalen.

6.2 Vypocet hodnot magnetické indukce pomoci Legendreovych polynomii

Pro vypocet hodnoty magnetické indukce Vv kterémkoliv misté uzaviené oblasti (koule), jsou
nyni k dispozici hodnoty aproximacnich koeficientti C,ma Dnm, které se ziskaly predchozimi
vypocty.

Pfi popisu zpé&tného vypoctu se vychazi opét ze vztahu (4.14). Hodnoty Legendrovych
polynomu jsou dany thlem &, azimutem ¢ ovliviiuje hodnoty goniometrickych funkci Si a
Co. Znamé koeficienty C,m @ Dy maji nyni podobu dvou vektorti. Abychom mohli dale
s témito koeficienty pocitat, musime je pievést z vektori do matic a to nasledujicim
zpusobem:

Cl
c C, C, C, C,
C= c2 = 0 G & G (6.17)
f 0 0 C, C, '
0 0 0 C,
CP
Dl
0 0 0 O
D2
D=|D, |= 0D D D (6.18)
0 0 D, D}
0 0 0 D
D

q
kde index p znaci podil koeficienti C a index q podil koeficientii D ve vysledném vektoru K.
V matici D vSak oproti matici C naplnime prvni fadek nulovymi prvky, protoZze je stejné
nasoben funkci sin(0). Po téchto upravach maji obé matice rozmér Q x Q.

Nyni miiZzeme pfejit k popisu zpé&tného vypoctu hodnoty magnetické indukce
v danych bodech. Hodnoty Legendrovych polynomt vlozené do matice P, jiz zname
z ptedchoziho vypoctu. Podle polohy pocitanych bodl urc¢ime jejich vzdalenost r od stiedu
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soufadné soustavy a naplnime tak matici R. Stejnym zplsobem jako v piedeslé Casti se
vytvori matice f, ktera se rovna sou¢inu matice P S matici R ¢len po ¢lenu a tedy

f R

@@ = R XPoq: (6.19)

kde maji vSechny matice rozmér Q x Q. Timto zplsobem se vypocitala nasledujici cast
vztahu

i r"."P (cos@)=ft. (6.20)

n m=0

Nyni se vytvoii novd matice Ha, kterd se rovna souctu souini vypocitanych
aproximacnich koeficientti C, @ Dy S goniometrickymi funkcemi. Matice s témito funkcemi
sin(mg) a cos(me ), které méni sviij argument podle fadu Legendrova polynomu, jsou znaimé
z ptedchozich vypocta a jsou to tedy matice Si a Co. Matice Ha potom odpovida ¢asti vztahu
(4.14)ato

o0

> Zn:[Cn’m cos(mg) + D, , sin(mg)] = Ha g, (6.21)

n

a vypada nasledovné

¢c, C C C, 0O 0 O 0
0 C5 CG C7 0 D5 Ds D7 .

Ha(QxQ) 0 0 Cs Cg x CO(QXQ) + 0 0 D8 D9 X S'(QxQ) (6-22)
0o 0 0 C, 0 0 0 Db,

Jeji rozmér je stejny jako rozméry matic, ze kterych byla vypocitana.

Aby byl vypocet vychoziho vztahu (4.14) kompletni, musi se vynasobit matice Ha
¢len po ¢lenu s matici f. Tim se vytvofi nova matice

H o) = Haq.q) XFiouq» (6.23)

ktera ma tento tvar
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hy h, hs .. hy
0 hy, hy .. hy
Hiop=| 0 0 My o hyg (6.24)
0 0 0 .. h,
0 0 0 0 hy,

kde index b znaci pocet pocitanych bodu na kazdé kruznici. Tato matice jiZ tvoii ¢leny souétu
fady. Jelikoz se hodnoty jejich prvki méni se stupném a fadem Legendrova polynomu n a m,
ukladaji se sumy jednotlivych matic H do maticového pole B. Sumou se zde rozumi soucet
jednotlivych prvki vkazdé vytvorené matici H. Tato suma se tedy ulozi na pozici
Vv maticovém poli B, ktera je dana poctem pocitanych bodii a poctem kruznic, na kterych tyto
body leZi. Pro napft. 12 pocitanych bodd na 7 kruznicich bude pocet matic v maticovém poli B
7 (coz odpovida i poctu Fadka kazdé matice) a pocet sloupcti v kazdé matici bude 12. Zde se
neberou v uvahu vrcholové body koule. Po¢et méfenych bodu v soutadné soustavé zavisi na
azimutu ¢ a pocet kruznic na uhlu mezi rovinou xy a pomyslnym vektorem vedoucim od

pocatku soufadné soustavy do méfeného bodu, tzn. thlem . Prvni fadek v maticovém poli

B:
>H, >H, >H, > > H,
0 0 0 0 0
By =| 0 0 o 0 0 |, (6.25)
\2 J !5l
0 0 0 0 0
druhy tadek v maticovém poli
0 0 0 0 0
>H, >H, >H, > > H,
By =| 0 0 0 0 0 (6.26)

N N T -
o o0 0 o0 O

atd. Oznaceni pole B je zde B ., kde index k urCuje umisténi sum jednotlivych matic H

v poli B a je dany poétem kruznic koule, na kterych jsou umistény méfené body.
Aby bylo mozné maticové pole pouzit, musime z n¢j vytvorit jednu matici Bv, ktera
jiz nebude obsahovat nulové prvky.

Z H,, Z H,, Z H,,

zHl,z sz,z sz,z

Bv(kxb) = Z H1,3 Z H2,3 z H3,3
J J \2

Z Hy Z Hy z Ha

Z Hb,k

Z Hb,k

D Hy, (6.27)
J

ZHb,k

A
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Rozmér této matice je K x b coz znamena, Ze jeji fadky se naplni nenulovymi prvky
z matic H umisténych v maticovém poli B, tak jak jdou za sebou.

Protoze nejsou do ptedeslych vypocta brany v ivahu hodnoty magnetické indukce v
bodech, které lezi na vrcholech koule, musi se tyto hodnoty dopocitat. Vrcholové body na
horni strané koule pfedstavuji prvni fadek matice Bv a vrcholové body na spodni strané koule
predstavuji posledni fadek. Aby bylo mozné tyto body dopoditat, ptida se do matice Bv
posledni sloupec, ktery bude obsahovat stejné hodnoty jako sloupec prvni. Je to proto, ze
pocatecni body, ve kterych se zjistuje hodnota magnetické indukce, jsou na vSech kruznicich
zaroven i body koncovymi. Tyto body se vypoditaji nasledujicim zpisobem a to tak, ze se
zpriméruje prvni a posledni fadek matice Bv. Hodnota ziskand zprimérovanim prvniho fadku
predstavuje prvky nového tadku, kterym bude matice Bv zalinat a hodnota ziskana
zprimérovanim posledniho fadku naopak vytvoii novy tadek na konci matice Bv. Timto
zpusobem se zvetsi index k (pocet fadkl matice Bv) o dva tzn., Ze nyni bude tato matice
obsahovat vSechny hodnoty magnetické indukce v danych bodech ze vSech kruznic a je
mozno ji tedy graficky vykreslit a porovnat s hodnotami ziskanymi praktickym métenim.

6.3 Vypocet aproximacnich koeficientii pomoci Taylorovy iFady

Postup vypoctu aproximacnich koeficientdi pomoci Taylorovy tady je velice podobny jako
Vv ptedchozim piipadé. Rozdil je ve vypoétu prvki pocateénich matic Hc a Hd. Hodnoty
téchto prvka odpovidaji ¢lenim (gradientim) Taylorova rozvoje vypocitanym v kapitole 4.2
(Tab. 1). Gradienty z této tabulky je dobré piepsat kvuli piehlednosti do tvaru rovnice.
Nesmime zde ale zapomenout na nasobeni jednotlivych gradientd pfislusnymi faktorialy.
Aproximacni trojuhelnik do 3. fadu Taylorova polynomu ma potom nasledujici podobu:

Ba(x,y,2)= Cop  +CoiZ ., %(z2 ~y?)  +Cg, %(Z(z2 ~3y?)) o
+CpiX +C,xz +C113%3X(22 —y?) +...
+D,y  +Dp,yz +D,, % y(322 — y?) +...

1.2 2 1o w2\ +
+Cz,2-§(x -y°) +C2,3E3Z(X -y°)
+D,,xy + D, 5 Xyz +...

1 2 2

+C3'3EX(X -3y°) +...
1 2 2

+ D3’3 g y(3x -y ) +...
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Tuto rovnici obsahujici gradienty Taylorova rozvoje lze porovnavat s rovnici, ktera
obsahuje Legendrovy polynomy (viz. kapitola 4.3). Piiklad srovnani pro n=1 a m=1 vypada

nisledovné - vychdzime z funkce f;  cos(me;), kterd tvoii spolu s aproximacnimi

koeficienty Cnn Cleny Legendrovy rovnice. Po dosazeni stupné a fadu polynomu n a m se
funkce

ficos(@) =x, (6.28)

kde f;,, na levé stran¢ rovnice je funkce homogenniho polynomu, kterd je rovna p a pravou
stranu tvoii gradient X z Taylorovy rovnice. Celkové potom plati, ze

0 Cos(p) = r.sin(d) cos(p) = X, (6.29)

coz vyplyva z Obr. 16 a ze vztahu (4.14).

Gradienty u koeficienti Cnma Dpm se potom zvlast’ rozepisi do matic Hc a Hd, jejichz
podoba pro napt. Q=4 je

1 z 0,5(z2-y?) %(z(zz—3y2)) hc

1Q
1 2 2
0 x Xz g3x(z -y?) hc,,
oo =0 0 0,5(x2-y?) %3z(x2 ~y?) he, | @ (6.30)
00 0 %x(x2 -3y?)  hc,,
0 0 0 0 hcg o
0 0 O 0 0
1
0y yz A y(3z*-y?) hd,,
Hdgq =0 0 Xy Xyz hd,, |, (6.31)
1
0 0 O A y(3x*—y?*) hd,,
0 0 O 0 hdg

kde Q predstavuje fad Taylorova polynomu zvétseny o jedni¢ku. Podobné jako v pifedchozim
ptipadé, kde je rozmér matic Hc a Hd zavisly na stupni Legendrova polynomu, zde tedy
zavisi rozmér matic na volb¢ fadu Taylorova polynomu.

Dale se postupuje stejnym zptisobem jako v predchozim ptipadé€, kdy se vytvori pole
matic Lc a Ld, a z nich potom matice Sc a Sd. Nasledné se z téchto matic vytvoii matice S a
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za pomoci naméfenych hodnot se opét metodou nejmensSich Ctvercii vypocitaji hodnoty
aproximacnich koeficienti Cpm @ Dym V danych bodech koule, jejichz pocet je dan podilem
ptispévki matic Sc a Sd v matici S.

6.4 Vypocet hodnot magnetické indukce pomoci Taylorovy rady

Pti zpétném vypoctu hodnot magnetické indukce v danych bodech soufadné soustavy se ze
ziskanych aproximacnich koeficient vytvoii matice C a D. Tyto matice se nasledné vynasobi
maticemi Hc a Hd, jejichz prvky jsou tvofeny gradienty magnetického pole a sectou se.
Ziskame tak matice H

H C +D

b = Cra) X HCoxq) + Digug) X Hd(guq) » (6.32)

kde index b znaci pocet pocitanych bodi na kazdé kruznici. Sumy prvki jednotlivych matic
se opét ukladaji do maticového pole B (zptisobem popsanym vyse), ze kterého se poté ziska
matice Bv. Tato matice uz obsahuje hodnoty magnetické indukce v jednotlivych bodech
soufadného systému ziskané vypoctem z gradientii Taylorova rozvoje a je uz proto mozné ji
vykreslit a porovnat shodnotami magnetické indukce ziskané vypocty z Legendrovych
polynom.
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7. SROVNANI NAMERENYCH A VYPOCTENYCH HODNOT

7.1 Naméiené hodnoty

Pfi méfteni, které bylo provedeno pro 12 bodi na 9 kruznicich (viz kapitola 5.) v objemu koule
pomoci NMR tomografu, byly ziskany hodnoty magnetické indukce v méfenych bodech
(Tab. 3 a Obr. 23). Z téchto naméfenych hodnot se vychazelo pti vypoctech koeficientd a to
pomoci dvou metod. Prvni metoda vyuziva pfi vypoctech matici naplnénou Legendrovymi
polynomy a druhd zase matici s prvky, které odpovidaji gradientim magnetického pole
vypocitané Taylorovym rozvojem.

Tab. 3: Tabulka s namérenymi hodnotami magnetické indukce pro 12 bodi leZicich na 9
kruznicich v objemu koule.

S
o

1
2
3
4
5
6
7
8
9

S
o

9 10

12,0175 12,0175

10,5515 13,2540

-4,7000 -2,7960

-16,3090 -20,9150

-10,6455 -18,2125

-3,5485 -12,2435

7,8730 3,3130

10,0580 9,2120

O |0 |IN |o |un | |[Ww |IN |-

8,3752 8,3752
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Obr. 23: Mapa namérenych hodnot magnetické indukce.

Tato mapa vychazi z hodnot v (Tab. 3), ziskanych méfenim 9 x 12 bodt na povrchu
koule, tedy celkové méfenim 108 bodiu. Hodnoty se zde pohybuji v rozmezi od -20,9150 do
17,2960 uT . Na ose X je znazornéna velikost azimutu ¢ od 0 do 360° a osa y znazoriuje

vzdalenosti na ose z sméfujici od po€atku soufadné soustavy smérem k 1 a -1. Jinak feceno
tato mapa zobrazuje rozbaleny povrch koule do obdélnikového tvaru, ktery predstavuje
rozloZeni magnetické indukce na povrchu této koule. Velikost magnetické indukce je zde
znazornéna pomoci riznych barev. Tmaveé modra barva predstavuje nejmensi a naopak tmave
cervend barva nejvétsi hodnotu indukce. Vrcholové body rozlozené koule, kdy z=1 mm a -
1mm (r=1), maji jen jedinou hodnotu magnetické indukce a to pro vS§echny azimuty ¢ .

7.2 Porovnani koeficienti Legendrova a Taylorova rozvoje

Pfi vypoctu aproximacnich koeficientli Cpma Dy a tedy 1 pfi nasledném vypoctu magnetické
indukce se vychazelo z namétenych hodnot. Hodnoty téchto koeficientt se lisi v zavislosti na
pouzit¢ metodé¢ vypocltu. Vypocet aproximacnich koeficienti s pouzitim Legendrovych
polynomi byl proveden pro stupent aproximace Q=4, ktery je ureny stupném Legendrova
polynomu zvétSenym o jedniCku. Koeficienty ziskané¢ druhou metodou byly vypoclitany za
pomoci gradientil Taylorova rozvoje do tietiho fadu. Tabulky s hodnotami koeficientd C,n a
Dn.m obou metod pro Q=4 vypadaji nasledovng:
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Tab. 4: Tabulka hodnot aproximacnich koeficientit Cyma Dnm V [ 4T Jmodelu (rozvoje) do 3.
stupné a radu Legendrova polynomu.

Tab. 5: Tabulka hodnot aproximacnich koeficientii Cyma Dy V [ 4T Jmodelu (rozvoje) do 3.
radu Taylorova rozvoje.

Tab. 6: Tabulka podilii hodnot aproximacnich koeficientii Cyma Dym vV [ 4T ] Tab. 3a Tab. 2
modelu (rozvoje) pro Q=4 .
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Hodnoty aproximacnich koeficienti v Tab. 6 odpovidaji pfedchozi teorii tzn.,
Legendrovym a Taylorovym rovnicim. Hodnoty v Tab. 4. a Tab. 5. byly vypocitany pro body,
jejichz vzdalenost od pocatku soufadné soustavy byla rovna jedné (r=1) tzn., ze tyto body
tedy lezi na povrchu koule, jejiz polomér je jedna.

7.3 Porovnani namérenych a vypocitanych hodnot

Pomoci vypocitanych aproximacnich koeficientd C,m a Dy Se zpétnym vypoctem u
obou metod ur¢ily hodnoty magnetické indukce ve vSech méfenych bodech koule. Tabulky
s hodnotami magnetické indukce, vypocitané pro 12 bodi na 9 kruznicich pro obé metody
vypadaji nasledovné:

Tab. 7: Tabulka s hodnotami magnetické indukce vypocitanymi pomoci Taylorova rozvoje i
Legendrovych polynomii pro 12 bodii lezicich na 9 kruznicich v objemu koule.
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Index k zna¢i pocet kruznic, na kterych se nachazi b meéfenych bodt soufadné
soustavy. Z tabulky je zfejmé, Ze hodnoty magnetické indukce se tedy shoduji jak pii vypocétu
z Legendrovych polynomd, tak i z Taylorova rozvoje, i kdyz ma kazdd metoda jiné hodnoty
aproximacnich koeficientt. To muzZe byt zptisobeno odliSnym zptsobem stanoveni hodnot
nékterych gradientll pouzitych pii vypoctu rozvoje, pripadné vlivem gradientd vysSich rada.
Z vykreslenych map pro oba rozvoje (Obr. 24, 25 a 26) je vSak vidét, ze odlisnosti u
koeficientii gradientli vy$Sich tadi se ve vysledné mapé v podstaté neprojevi. To také
potvrzuje fakt, ze nema smysl pouzivat pro vypocet nesmyslné¢ vysoké stupné aproximace.
Mapy znézornujici naméfené i vypocitané hodnoty magnetické indukce vypadaji nasledovne:
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Obr. 24: Mapa namérenych hodnot magnetické indukce.
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Obr. 25: Mapa hodnot magnetické indukce vypocitanych pomoci Legendrovych polynomii.
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z [mm]
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Obr. 26: Mapa hodnot magnetické indukce vypocitanych pomoci Taylorova rozvoje.

Rozdily hodnot magnetické indukce v jednotlivych bodech mezi naméfenymi a
vypoéitanymi hodnotami jsou uvedeny v Tab. 8; nazorn¢ jsou vykresleny na Obr. 27.

Tab. 8: Tabulka rozdilu mezi hodnotami namérenymi v tomografu a hodnotami vypocitanymi.
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Obr. 27:Mapa rozdilu mezi namérenymi a vypocitanymi hodnotami magnetické indukce.

Maximalni chyba vzhledem k hodnoté rozdilu mezi minimem a maximem souboru
métenych dat je asi 8,8 %, coz odpovida odchylce 3,3532 4T . Odchylky jsou zplisobeny
nepfesnym urcenim polohy sondy pii méfeni, z cehoz plyne nepresné stanoveni soutradnice
pro vypocet atd.. Muze byt taky nepiesné odecteni naméiené frekvence ze spektra NMR
signalu a ovlivnéni pole tomografu sondou.
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Srovnani namétenych a vypoctenych hodnot ve 3D modelech vypada nasledovné:

B [uT]

fi[?]

Obr. 28: 3D model namerenych hodnot

B [uT]

Z [mm] fi [o]

Obr. 29: 3D model vypocztanych hodnot

Z [mm] fi [°]

Obr. 30: 3D model rozdilovych hodnot magnetické indukce
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7.4 Stupen aproximace

Srostoucim stupném aproximace (stupném polynomu) se zpiesni vypocty hodnot
aproximacnich koeficientti a celkové tedy i vysledné pole. Je to zptsobeno tim, Ze se pocita
S vétsim poctem hodnot, tzn. s vétSimi maticemi, jejichz rozméry jsou zavislé na stupni
polynomu a po¢tu méfenych (pocitanych) bodt. S kazdym nartGstem stupné polynomu se vSak
zvySuje naro¢nost vypoctl a tedy i doba, za kterou je program schopny zobrazit vysledek.
Podoby map znazoriujici rozlozeni magnetické indukce na povrchu koule pro razné stupné
polynomu Q jsou uvedené na Obr. 31 a 32.
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Obr. 31: Mapy vypocitanych hodnot magnetické indukce a)a rozdil mezi namérenymi a
vypocitanymi hodnotami b) pro Q=2.

Pro stupen aproximace Q=2 se zvysily odchylky oproti Q=4 o vice jak Ctyfnasobek.
Naopak pro Q=7 se odchylky asi 0 ¢tyinasobek zmensily.

z [mm]

Obr. 32: Mapy vypocitanych hodnot magnetické indukce a)a rozdil mezi namérenymi a
vypocitanymi hodnotami b) pro Q=7.

Pro napt. Q=10 je maximalni odchylka uz jen 0,19 4T atd., coz potvrzuje piedchozi
poznatky. ZvySovanim stupné polynomu se sice zvétSuje presnost vypocta (Obr. 33), ale to
nejde do nekonecna, protoZze potom uz jsou koeficienty u gradientu tak malé, ze se ve
vysledné map¢ stejné neprojevi. Pii teoretickém popisu obou modelu pole jsme pouzivali
Q=4, protoZe pii tomto stupni je jiZ pfesnost aproximace dostatecna a na rozvoji pole lze jasné
demonstrovat souvislost mezi Legendre a Taylorem.
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Obr. 33: Zavislost maximalni odchylky mezi namérenymi a vypocitanymi hodnotami na stupni
aproximace Q.
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8. ZAVER

V této praci byl ¢tenaf sezndmen s problematikou magnetické rezonance a jejimi zakladnimi
veli¢inami. Dale je zde popsan rozklad elektromagnetického pole a to dvéma zpusoby.
Prvnim zptsobem je vypocet gradientll tohoto pole pomoci Taylorova rozvoje. Pocet ¢lent
rozvoje je mozno redukovat s vyuzitim Maxwellovych rovnic. Déle byl proveden teoreticky
rozbor rozkladu magnetického pole pomoci Legendrovych polynomili a demonstrovana
analogie mezi ¢leny tohoto rozvoje a ¢leny rozvoje Tailorovy fady. V dalsi ¢asti bylo popsano
mapovani pole na kulovém povrchu v tomografu pomoci NMR technik, pfi kterém se ziskaly
data potfebna k nasledujicim numerickym vypoctim. Pro feSeni soustavy rovnic, které byly
zpracovany S vyuzitim systému Matlab, byla pouzita metoda nejmensich ¢tverct. Touto
metodou se ziskaly hodnoty aproximacnich koeficientli a to za pouziti obou zpisobii rozkladu
magnetického pole. Z téchto koeficientli se ndslednym zpétnym vypoctem urcily hodnoty
magnetické indukce na povrchu meétfené koule a byla tak ovéfena piesnost a vhodnost
pouzitych metod k rozkladu. Ziskané hodnoty byly v zavéru porovnany a vykresleny do map
znazorijici rozlozeny povrch méfené koule. Z vysledku prace je vidét, Ze vypoclty
magnetické indukce jsou pii pouziti rozkladu Taylorovym rozvojem prakticky stejné jako pti
pouziti Legendrovych polynomi. Z principu korekce nehomogenity zadkladniho magnetického
pole By v NMR systémech lze vyvodit, ze hodnoty ziskanych aproximacnich koeficientii C a
D lze vyuzit pro urceni napdjecich proudii korekcnich civek tomografu, ptipadné pro
simulované ladéni nehomogenity v Matlabu. Gradienty v uvedenych rozvojich pole
odpovidaji gradientiim generovanych korekénimi civkami. Uvedend metoda rozkladu pole ma
tedy vyuziti pro homogenizaci pole v NMR systémech bez nutnosti experimentovani
s nastavenim korekci pouze dle zkresleni spektralnich Car ¢i empirickych zkuSenosti obsluhy.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

Zkratky
NMR nukledrni magnetické rezonance
FID signal volné precese (Free Induction Decay)
SE technika MR zobrazovani (Spin Echo)
GE technika MR zobrazovani (Gradient Echo)
TE ¢asové echo (Time echo)
TR Casové opakovani (Time Reppetition)
LSQ Metoda nejmensich ¢tverci (Least mean SQuares)
RF radiofrekvencni
Symboly a veli¢iny
F vektor elektromagnetické sily
% vektor rychlosti pohybujici se ¢astice
F, vektor elektrické sily
F, vektor magnetické sily
Q elektricky naboj
e elementarni naboj, e = 1,602 19-10™*
E vektor intenzity elektrického pole
B vektor magnetické indukce
Fm vektor magnetické sily
I vektor proudu
7% elektricky induk¢ni tok
@ magneticky indukéni tok
& indukované elektromotorické napéti
H intenzita magnetického pole
Tl1aT2 relaxacni doby
T, efektivni spin-spinova relaxacni doba
M, vektor magnetizace
Bo homogenni magnetické pole
p rotacni impuls elementarni castice
y gyromagneticky pomér
m kvantové ¢islo
h Planckova konstanta (h =6,626-10"**)
h
h redukovana Planckova konstanta (7 = > )
V4

. , en 27

z jaderny magneton (x; = o 5,051-10")

p

(A'm™)
(T

(rad-st T

(J-s)
(J-s)

(A'm?)
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Landého faktor

Larmorova frekvence
Boltzmanova konstanta (k=1,38.10
absolutni teplota

pocet protonil

vektor indukce zakladniho magnetického pole
vektor poruchové slozky magnetického pole
hlavni slozka magnetické indukce

moment hybnosti jadra
magneticky moment atomu nebo molekuly

-23)

relativni permeabilita

soufadnice ve sférické soustaveé
soufadnice v Kartézské soustave

stupeil polynomu

fad polynomu

aproximacni koeficienty stupné n a fadu m

Ptidruzeny Legendriv polynom stupné n a fadu m

Legendrtiv polynom stupné n
Ptirtistek thlu

Krok mezi kruznicemi

Perioda funkce

Funkce homogennich polynomt
Stupen aproximace

soucet kruznic koule

pocet metenych bodi na jedné kruznici

)

(s
(W.s/K)
(K)

(M

(T)

(T
(kg-m?*-s™)
(A'm?)

(Sh)

(%)

(m)
(s)
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