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Abstrakt

Bakalaiska préace se zabyva vlastnostmi odhadt spektralni vykonové hustoty, v zavislosti
na pouzité metod¢ a parametrech signalu. V praci jsou stanoveny z pohledu spektralni
analyzy dulezité vlastnosti signalu a kritéria pro posouzeni kvality vysledného
spektralniho odhadu. Nasledné jsou na jejich zakladé popsany vlastnosti vybranych
neparametrickych a parametrickych metod. Jsou provedeny analyzy na simulovanych
signalech, na jejichz zakladé jsou stanovena doporuceni pro nalezeni odhadu vhodnou
metodou. Doporuceni jsou nasledné ovérovana a diskutovéana pti odhadech PSD redlnych
signalti. Soucasti prace je také aplikace v MATLAB App Designeru pro generovani
odhada PSD a sbirka pouzitych signali.

Klicova slova

spektralni analyza, odhad PSD, stochastické signaly, neparametrické metody,
parametrické metody, Welch, Burg, Multitaper, MATLAB App Designer

Abstract

The subject of this bachelor’s thesis are the properties of power spectral density estimates,
mainly how their properties depend on the analyzed signal’s parameters and the method
being used. Important signal properties from the perspective of spectral analysis are
defined, as well as measures for judging the estimate. Based on those, a choice of
nonparametric and parametric spectral estimation methods is described. Analysis is
performed on simulated signals and the results generalized into a set of recommendations
for finding an estimate via an optimal method. These recommendations are then
scrutinized and further discussed through estimation of real signal PSDs. Included is an
application in MATLAB App Designer for generating spectral estimates and a collection
of signals used.
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spectral analysis, PSD estimation, stochastic signals, nonparametric methods, parametric
methods, Welch, Burg, Multitaper, MATLAB App Designer
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Uvob

Tato bakalarskd prace se zabyva problematikou vlastnosti odhadi vykonové
spektralni hustoty nahodnych signalii. Rozlozeni vykonu signalu ve spektru je predmétem
zajmu v fadé technickych ¢i védnich odvétvich. Je proto dilezité¢, aby odhady
nevykazovaly chybu zptsobenou naptiklad pro danou situaci nevhodné pouzitou
metodou. Hlavnim cilem prace je tedy zhodnotit dopad kombinace parametri signalu a
pouzité metody na vlastnosti vysledného spektralniho odhadu.

Teoreticka Cast prace je obsazena v prvnich tfech kapitolach. Prvni kapitola je
uvodem do problematiky analyzy stochastickych signali a zabyva se popisem
statistickych veli¢in vyuzivanych pfi jejich clenéni. Navazéano je problematikou odhadu
vykonovych spektralnich hustot téchto signali. Kapitola je uzaviena popisem
sledovanych vlastnosti signalu a vyctem kritérii, dle kterych budou odhady posuzovany.
Druha kapitola se vénuje popisu principu vybranych neparametrickych metod odhadu,
treti kapitola je zaméfena na parametrické metody.

Navazujici kapitoly spadaji do praktické &asti prace. Ctvrtd kapitola se vénuje
vlastnim analyzam spektralnich odhadd simulovanych signalt. V jejim zavéru jsou
zjisténé poznatky sumarizovany a jsou uvedena obecna doporuceni pro volbu metody a
jejiho nastaveni na zaklad¢ vlastnosti signalu. V paté kapitole jsou informace ze ¢tvrté
ovéfovany na zdznamech realnych signali. Metody vhodné pro danou kombinaci
parametra signalu jsou vzajemné porovnavany. Doporuceni jsou diskutovana a ptipadné
rozsifena. Sestou kapitolu tvoii popis v ramci prace vytvorené MATLAB aplikace pro
generovani spektralnich odhadi. Sedma kapitola je vyctem signald pouZzitych béhem
analyz, v¢etné kratkého popisu a pfipadné odkazu na dalsi zdroj informaci. V ptilohach
je obsazen navod k aplikaci a navod pro pocitacové cviceni, zaméfené na vlastnosti
odhadt spekter stochastickych signalii.
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1. SPEKTRALNI ANALYZA NAHODNYCH SIGNALU

Spektralni analyza je souhrnnym ndzvem pro celou fadu metod, jez se zabyvaji
transformaci kone¢né ¢asové posloupnosti dat do frekvencni oblasti za ticelem zobrazeni
distribuce vykonu v kmitoc¢tovych pasmech, ptipadné odhaleni periodicit, které v oblasti
casové nemuseji byt patrné. Takovéto informace o pozorovanych jevech jsou zadouci
Vv celé fad¢ rtiznorodych odvétvi lidského poznani. Se spektralni analyzou se miizeme
setkat napiiklad pifi analyze fecovych signalt, kdy lze ziskané poznatky vyuzit
Kk rozpoznavani, potazmo syntéze mluveného slova. Dale také uradarovych ¢i
sonarovych systémd, kdy rozlozeni spektra nese informace o poloze snimanych objektt,
nebo ve zdravotnictvi, kuptikladu obsah spektra EEG (elektroencefalografie) signalu
muze udavat udaje o stavu pacienta a napomoct tim spravné diagnoéze. Také lze zminit
oblasti jako ekonomie, meteorologie, astronomie, seismologie a dalsi. [1][2]

Obecné Ize zkoumané veli¢iny signalu uvazovat bud’ jako spojité nebo diskrétni. Tato
volba ovliviiuje, jakym zptisobem budou probihat vypocty. Jelikoz zpracovani signali
probihd nejbéznéji v digitalni formé a vystupem této prace je mimo jiné aplikace
vyuzivajici prosttedi MATLAB, budou pouzivané signdly diskretizované. Pro vypocty
budou také pouzity diskrétni formy vztahti a metod. [2]

1.1 Nahodné signaly

Definujici vlastnosti nahodnych (stochastickych) signald je fakt, Ze neni pfedem znamo,
jaka bude ptesna hodnota jejich amplitudy v ¢ase. Pfi jejich analyze a popisu tedy neni
vhodné se zaméfovat na konkrétni hodnoty, ale spise na statisticky popis procesu, ktery
generuje jednotlivé realizace signalu. Lze tedy tento proces popsat i jako mnozinu vSech
moznych realizaci, pokud jednotlivé realizace probéhly za stejnych podminek a jsou
na sobé nezavislé. Hledani vlastnosti procesu je potom otdzkou nalezeni vlastnosti
spole¢nych v§em realizacim. [3]

Pro popis nahodnych signald pouzivame nékolik zakladnich ukazatelt. Jestlize
nahodny proces Vv diskrétnim ¢ase ozna¢ime X[n], kde n piedstavuje diskrétni index,
muzeme ziskat stfedni hodnotu tohoto procesu jako [4][3]

N
%] = E{X[n]} ~ %Zx(i)[n], (1.1)

kde x[n] znaci posloupnost hodnot stiedni hodnoty (Ize pojmout jako aritmeticky pramér
hodnot amplitud uvazovanych realizaci) pro diskrétni indexy n, E{} je operator stfedni
hodnoty, N je pocet dostupnych realizaci a x;[n] piedstavuje i-tou realizaci procesu.

Analogickym ekvivalentem stfedni hodnoty pro deterministické procesy je stejnosmérna
slozka. [5]
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Dals§im vyznamnym ukazatelem je rozptyl. Ten, jak napovida nazev, urcuje rozptyl
hodnot moznych realizaci kolem stfedni hodnoty. Lze jej vypocitat nasledovné: [3]

N
o2n] = E(X[n] — 2%} = Y [xpln] — 2] (12)
i=1

Za jeho deterministicky ekvivalent 1ze povazovat vykon stiidavé slozky. [5]

Mimo to je tieba jesté zminit a definovat autokorelacni funkci, kterou 1ze pro diskrétni
posloupnost hodnot piedstavujici jednu realizaci x[n] nahodného procesu X [n], ptiblizné
vypocitat podle vztahu [2][6]

1
Tclk]l = E{x*[n]x[n + k]} = ——

N -k

N—k—1
x[n]x*[n + k], (1.3)

o

n

kde x*[n] je posloupnost hodnot komplexné sdruzenych K hodnotam puvodni
posloupnosti x[n] a k reprezentuje vzajemny posuv mezi x[n] a x*[n]. Vzorec v (1.3)
predstavuje nevychyleny odhad autokorelace; rozdilim mezi vychylenym a
nevychylenym odhadem je vénovan pocatek podkapitoly 2.4, kde ma tato volba vliv na
vlastnosti vysledného odhadu spektra.

Vyse zminéné ukazatele (stiedni hodnota, rozptyl a autokorelaéni funkce) napomahaji
pii rozliSeni raznych typd stochastickych procesu, jejichz ¢lenéni je znazornéno na
obrazku 1.1.

[ Mahodné signaly ]

|
' v

[ Stacionarni ] [ Mestacionami ]

|
v v

[ Ergodicke ] [Slabé stacionérni]

Obrazek 1.1 Zékladni ¢lenéni stochastickych signalt

Nestacionarni procesy je oznaceni pro kategorii nahodnych procesi, jejichZ stiedni
hodnota a rozptyl jsou proménné v Case a jejichZ autokorelacni funkce se taktéz vztahuje
pouze na dva dané ¢asové okamziky. To je pii pouziti metod spektralni analyzy znacna
prekazka, jelikoz presné odhady spektra lze tvotit pouze pro tyto kratké okamziky, kdy
pouze pro tento kratky usek lze proces povazovat za stacionarni (stacionarni proces
vysvétlen v dal§im odstavci). Pokud se pfi vytvareni odhadu nepiihlédne ke skutecnosti,
ze je zkoumany proces nestacionarni, vedou vypocty na chybné odhady. Je to proto, Ze
se okamziky procesu v riznych stavech (s odliSnymi hodnotami ukazateld), smisi do
jediného odhadu, ktery logicky neni schopen vérné reprezentovat proménlivou podstatu

17



zkoumaného procesu. Nestaciondrnimi procesy se tedy tato prace zabyvat nebude, jelikoz
jsou K jejich analyze vhodnéjsi Casové-frekvenéni metody. [3]

Stacionarni procesy definujeme jako procesy, u nichz nedojde ke zméné stfedni
hodnoty, rozptylu a autokorelacni funkce, pokud provedeme posun po casové ose. Tato
definice je velmi tézko ovétitelnd, a tak byla zavedena kategorie slabé stacionarnich
procesti (potazmo také stacionarnich v §irSim smyslu, wide-sense stationary). Slabé
stacionarni proces musi mit na ¢ase nezavislou, tedy konstantni stfedni hodnotu a jeho
autokorelacni funkce musi byt funkcei zavislou ¢isté na vzajemném posuvu posloupnosti
hodnot (toto zjednodusuje jeji vypocet, jelikoz misto autokorelaéni matice s rozméry N2
se uloha zredukuje na vektor 2N — 1 prvkd, kde N je délka/pocet vzorki konecného

useku signalu). Toto 1ze matematickym zapisem vyjadrit takto: [4][3]

X[n] = x[n+d] = %, (1.4)

Texlmn] = ny[m+d,n+d] = e [m —n] = . [k], (1.5)

kde d ptedstavuje posun vindexu (po Casové ose) a k je rozdil v hodnoté indexi
autokorelovanych posloupnosti, resp. jejich vzajemny posun. Z této podminky také
vyplyva skutecnost, ze autokorelacni funkce stacionarniho procesu je suda, pro jeji uplny
popis kone¢ného tseku signalu tedy sta¢i pouze N, namisto vSech 2N — 1 hodnot.
Pro autokorela¢ni funkci slabé stacionarniho procesu také plati, Ze jeji hodnota pro k = 0
reprezentuje pramérny vykon signalu x[n]. Definici slabé stacionarniho procesu muze
byt pro nékteré aplikace zaddouci ucinit robustnéjsi, casto napf. zahrnutim podminky
konstantniho rozptylu Vv Case, avSak nejcastéji byva postacujici pouze definice slabé
stacionarniho procesu ve své zakladni formé. [4][3]

Zvlastnim piipadem procesu stacionarnich vyhodnym pro praxi jsou procesy
ergodické. Vyhodnym proto, Ze napi. vypocet sttedni hodnoty uvedeny v rovnici (1.1)
je zalozeny na souborovém priméru, tj. na pramérovani hodnot jednotlivych realizaci,
coz muze predstavovat problém, jelikoz mnohdy je dostupna pouze jedina realizace.
V takovém ptipadé je moznost pouzit ¢asovy prumér, tedy zprimérovat hodnoty
amplitudy ziskané v Case. OvSem to, Ze je proces stacionarni nezaruc€uje, ze se vysledek
casového primeéru blizi realité, a v mnoha ptipadech toto vede na Spatny vysledek.
Ergodicky proces je potom takovy proces, jehoz popisyjici veliCiny lze urcit pouze
z jediné realizace, tedy je mozno si vystalit s Casovymi priméry za piedpokladu,
7e je dostupna dostatecna délka signalu. [2][3][4]

1.2 Odhad spekter nahodnych signalu

V ptipad¢ stochastickych signalti je dilezitda spravna forma reprezentace udajli
ve frekvenéni oblasti. V pfipadé konetné posloupnosti (napf. naméfenych) dat x[n]
spoctem vzorkli N, kterd predstavuje jednu realizaci slabé staciondrniho procesu
je mozno ji povazovat za deterministicky signal, jelikoz tato realizace se sklada
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ze znamych konkrétnich hodnot. Jelikoz je realizace kone¢na a ma tim padem konecnou
energii, lze pouzit Fourierovu transformaci v diskrétnim case (DTFT, Discrete-time
Fourier transform), pro niz je kone¢na hodnota energie podminkou konvergence. [2]
DTFT posloupnosti x[n] je dana jako [6]:

X(F)= ) xlnle 2, (1.6)

n=-—oo

kde f piedstavuje normovanou frekvenci, j je imaginarni jednotka vV—1 a e 727/ je
komplexni exponenciala. Spektrum X(f) je potom komplexni funkci. Toto spektrum
ovSem neni pfili§ vérnou reprezentaci samotného ndhodného procesu. Pokud by byla
vypoctena timto zplusobem spektra nékolika nezavislych realizaci, pii vzdjemném
porovnani se spole¢né rysy nachazeji obtizné.

Spojité vykonové spektrum nahodného procesu, reali 1 Spojité vykonové spektrum nahodného procesu, reali 2
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Obrazek 1.2 Spektra dvou nezavislych realizaci nahodného procesu

Primérovanim spekter realizaci tak, jak jsou na vystupu z DTFT nelze dosahnout
zlepSeni, jelikoZ pro ndhodny signal jsou komplexni argumenty, resp. faze spektralnich
sloZzek ndhodné, coz by vedlo s rostouci velikosti primérovaného souboru realizaci
na hodnoty bliZici se nule.[3]

Proto se pracuje pouze s moduly [X(f)|, nejastéji s jejich druhymi mocninami
|X(f)|?. To je dano tim, Ze druha mocnina amplitud ve spektru ma asto uZite¢ny vyznam
Vv fad¢ aplikaci. Dobrym ptikladem je praveé zpracovani signalii v elektrotechnice. Pokud
amplitudové spektrum piredstavuje hodnoty napéti ve voltech ptid€lené kmitoctim, pak
druha mocnina amplitudového spektra je vykon piipadajici na pfislusné kmitoéty, pokud
je impedance zatéze normovana jako 1 (). Je tieba neopomenout skutecnost, ze takto
vytvotrené spektrum pochazi z konecné realizace procesu a pro smysluplny vysledek je
tfeba normovat jeho hodnoty konstantou 1/N, kde N je pocet vzorki. VySe popsané lze
matematicky zapsat jako [3][2]
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N-1 2

1 . 1
S =5 | xolmle | = —IX(DOP, 17

kde vysledné Sy,;)(f) je odhadem vykonové spektralni hustoty (PSD, power spectral
density, tedy vykonu piipadajiciho na kmito¢tové pasmo) jedné realizace nahodného
signalu, ktery slouZi jako odhad vykonové spektralni hustoty ndhodného procesu Sy, (f).
Primérovanim PSD spekter jednotlivych realizaci:

M
Sxx(f) ~ %z Sxx(i) (f) (1-8)
i=1

Ize odhad za vhodnych podminek zpiesnit (viz obrazek 1.3, kde se primérovanim
zvyraznili dvé uzkopasmové slozky na 40 a 50 Hz), coz je potom zakladni myslenkou
nékolika standardizovanych metod pro nalézani PSD. [2]

Spojité vykonové spektrum nahodného procesu, prumér deseti realizaci
N = 300
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Obrazek 1.3 Odhad vykonové spektralni hustoty ziskany primérem deseti
realizaci procesu z obrazku 1.2

Existuje 1 dalsi definice PSD, na zadklad¢ Fourierovy transformace autokorelacni
funkce [6]
N-1
Sl = ) mlle k. (19)
k=—(N-1)

Tato forma odhadu je ptimym dasledkem Wiener-Chinéinova teorému, dle kterého tvofi
PSD a autokorelac¢ni funkce stacionarniho procesu Fourierovskou transformacni dvojici,
a je ekvivalentni varianté definované vztahem (1.8). [1]
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Tyto dva rizné piistupy k nalezeni odhadu spektra potom byvaji v literatuie ¢asto
oznacované jako pfistup pitimy, kdy PSD ziskdvame aplikaci DTFT pfimo na
analyzovana data, jak je tomu v rovnici (1.7), a nepiimy, tedy nejprve je tieba vypocitat
autokorelacni funkci signalu a na tu pak pouzit DTFT. Metoda piimé dala za vznik
kategorii odhadl zaloZzenych na periodogramu, coz je pro né jiné, historické, oznaceni a
na pristupu nepfimém je zalozena skupina metod oznaovanych jako korelogramy. [4]

Ze Siroka potom byvaji metody odhadu PSD ¢lenény do dvou skupin. Prvni jsou
metody neparametrické, které nevyzaduji ptedchozi znalost vlastnosti zkoumaného
nahodného procesu a zpravidla jsou zalozeny na aplikaci Fourierovy transformace.
Do této skupiny se fadi vyse zminény periodogram a korelogram. Druhou odnoz tvoii
metody parametrické, u nichz tieba vytvofit model ndhodného procesu na zakladé jeho
povétsinou predem znamych vlastnosti a pak odhadnout jeho parametry, s jejichz pomoci
se vypocita spektrum. [2][7]

1.3 Ovlivitujici parametry a kritéria kvality spektralniho
odhadu

1.3.1 Parametry signalu ovliviiujici vysledné spektrum

Vlastnosti samotného naméfeného signdlu maji samoziejmeé vliv na vysledny odhad jeho
spektra, taktéz rizné metody odhadu se Iépe ¢i hiife s danymi vlastnostmi vypotradavaji,
coz je detailngji diskutovano v sekci kazdé metody v kapitolach 2 a 3.

Dostupna délka zaznamu ma na vysledny odhad zésadni vliv, jelikoz piedstavuje ve
své podstaté¢ mnozstvi dat, které bude dostupné pro dals$i analyzu. V ptipadé, Ze je
k dispozici jen jedina realizace nahodného procesu, je Zadouci, aby byla délka zaznamu
co nejveétsi. S délkou zdznamu totiZ roste mnozstvi dostupnych informaci pro analyzu
nahodného procesu, ktery tuto zaznamenanou realizaci vytvaii. Obecné tedy lze fict, ze
¢im vétsi je délka posloupnosti navzorkovanych hodnot signalu, resp. pocet vzorkd, tim
veérngj$i vznikne odhad, byt jednotlivé metody maji v tomto ohledu pro né specifické
limitace. Mala délka zaznamu je omezeni, se kterym se Ize bézné setkat, jelikoz u
dlouhodobych déja, kdy se vzorek pofizuje napt. jednou za mésic, je ze samoziejmych
davodt zadouci schopnost vytvotit co nejpresnéjsi spektralni odhad z malého mnozstvi
dat, coz se mize tykat napf. ekonomickych ndhodnych procesti. Druhym problémem
muze byt skutecnost, Ze studovany proces je kvazistacionarni, tj. je stacionarni pouze
v kratkych omezenych intervalech, coz je zase piipad fecového signalu. [1][3]

Pocet dostupnych realizaci velmi Uizce souvisi s vySe zminénou délkou zdznamu,
nebot’ opét jde o mnozstvi dat, ze kterych lze tvofit odhad spektra. VEétsi mnozstvi
realizaci umoznuje zprumerovat vicero navzajem nezavislych odhadti PSD, coz vede na
pfesnéjsi odhad celkovy. Jak jiZ bylo né€kolikrat zminéno, v praxi milZe nastat situace,
kdy je kdispozici pouze jedina realizace zkoumaného procesu. V takovém piipad¢,
pokud je dany signdl stacionarni a dostate¢né délky, lze pribéh rozdé€lit na segmenty,
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které mizeme povazovat za oddélené realizace, a tyto segmenty, resp. z nich uréené
spektralni odhady, pak primérovat mezi sebou. [5]

Mira zaSuméni signalu ma vliv piedev§im na schopnost metody nalézt uzkopasmové
slozky ve spektru. Pokud totiz roste vykonova Groven Sumu, resp. se snizuje odstup mezi
signalem a Sumem (SNR, signal to noise ratio), tzkopasmové slozky se Sumovym
pozadim splyvaji a stavaji se té¢zko odlisitelnymi. U riznych metod se vysoka mira
zaSuméni projevuje i jinak, napt. v pfipad¢ odhadu autoregresnim modelovanim klesa
Snizkym odstupem signdlu a Sumu rozliSeni na frekvenéni ose. Toto je tieba
kompenzovat vys$sim fadem modelu, coz mize vyustit V nestabilni odhad. [8]

1.3.2 Kritéria kvality spektralniho odhadu

Uréeni kvality vzniklého odhadu neni p¥imoéarou zaleZitosti. Cast vlastnosti, které jsou
posuzovany totiz nelze snadno, pokud vubec, kvantifikovat. Kvalita je tedy uréovana
kombinaci empirického a statistického piistupu. Empirickym pfistupem je mysleno
srovnani odhadt jednotlivych metod (piipadné odhadi jedné metody), mezi sebou.
Pristup statisticky se tyka vlastnosti, které lze reprezentovat Ciselné, napfi. stiedni
kvadratickd chyba (viz nize) odhadi v zavislosti na konkrétnim parametru signalu.
Kvalita také zalezi na tom, co je vlastné tikolem spektralniho odhadu. Kuptikladu, jestlize
je odhad vytvofeny metodou, kterd spektrum vyhlazuje za ucelem piesnéjsi reprezentace
jeho celkového tvaru, a tedy piesnéjsiho odhadu PSD, nemusi byt tento odhad vhodny
pro nalézani kmitoétovée blizkych tzkopasmovych slozek. [7][4]

Vychyleni a rozptyl odhadu vyjadiuji, nakolik se odhad z kone¢ného poctu vzorku
ptiblizuje skuteénému spektru procesu. Jde 0 vlastnosti odhadu, které jsou vy¢islitelné,
ovSem pro vétSinu piipadl je to ptili§ komplikované. V takovém piipadé lze rozptyl a
vychyleni posoudit pomoci vicero odhadl z vicero realizaci, potazmo segmentli jedné
realizace. Odhady se prolozi pies sebe a lze vyvozovat zavéry, napi. v pasmech, ktera
vykazuji nizky rozptyl mozno ptikladat jejich obsahu vétsi vyznam nez obsahu pasem,
kde je hodnota rozptylu vysoka. Je nutné neopomenout skutecnost, Ze k jakymkoliv
zavérim je timto zpisobem dospéno vzajemnym porovnanim. Pokud je tedy dostupna
pouze jedind realizace natolik kratka, Ze ji segmentovat nelze, tento pfistup je
neuskutecnitelny. Jestlize maji posuzované odhady nizky rozptyl a vychyleni, které
s rostoucim poc¢tem vzorku klesaji, tak jde o statisticky stabilni odhad. [4][7]

Prosakovani spektra oznacuje piesun energie ve spektru z hlavnich lalokd slozek do
postrannich, tedy jakési jeji rozprostieni. Prosakovani je zptisobeno kone¢nou délkou
zaznamu v kombinaci s vahovanim spektra. Svym zptsobem uz kone¢nou délku signalu
lze povazovat za formu véhovani, jelikoz je zde vdhovany teoreticky nekonecny signal
pravouhlou okénkovou funkci w[n], jez ma hodnotu 1 na délce zaznamenaného signalu
a 0 vSude jinde. [2] Tedy: [2]

1, ne{01.. ,N—1}

wg[n] = {0’ jinde , (1.10)
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X(F) = ) welnlxlnle 2. (1.11)
n=—oo

V nejjednodussim piipadé€, kdy je zkoumanym signalem deterministicka sinusoida,
dochazi ve frekvencni doméné¢ ke konvoluci spektralniho obrazu sinusoidy, coz je
Diractiv jednotkovy impuls na ptislusné frekvenci, a spektralniho obrazu obdélnika, coz
je funkce sinc. Konvoluci téchto dvou spekter je potom sinc, jehoz stied lezi na kmitoctu
sinusoidy. [3]

Sitka pasma, kterou potom hlavni lalok funkce sinc zabira ve spektru, je neptimo
umérna délce okénkové funkce. Takze pro uzsi reprezentaci uzkopasmovych slozek je
tteba Vvetsi dostupné délky zdznamu. Opacéné lze ziskat vyhlazenéjsi odhad, pokud
zvolime délku okna kratSi nez délku namétené posloupnosti. Pro ptiklad vlivu délky
okénkové funkce viz obrazek 1.4. [7]

Amplitudové spektrum DTFT sinusoidy o frekvenci 30Hz, amplitudé 1V Amplitudové spektrum DTFT sinusoidy o frekvenci 30Hz, amplitudé 1V
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Obrazek 1.4 Prosakovani ve spektru sinusového pribehu

To vSe se tyka ptipadu, kdy je w[n] pravouhlou okénkovou funkci. Okénkovych
funkci existuje ovSem celé fada, S riznymi trovnémi potlaceni postrannich laloki (tedy
sniZzeni prosakovani), které ale zdrovenn znamend rozsifeni laloku hlavniho (rozmazani
spektralnich slozek, snizeni frekven¢niho rozliSeni). Pravouhlé okno ma ze vsech sice
nejuzsi hlavni lalok, ale tim padem také nejvyssi tirovné postrannich lalokd. Snaha omezit
prosakovani plyne pfedevsim ze skutecnosti, Ze neni Zadouci, aby prosakovani slozek
s vyssi amplitudou (vykonem) zamaskovalo sousedni slozky s amplitudou (vykonem)
niz§i. K vybranym druhlim okénkovych funkci a jejich dopadu na spektrum vice
v podkapitole 2.2. [4][5]

Frekven¢ni rozliSeni je oznaceni pro schopnost metody odlisit ve spektru kmitoctove
blizké uzkopasmové slozky se stejnymi vykonovymi urovnémi. Pro metody zaloZené na
Fourierové transformaci jde vlastn€ o vzdalenost na frekvencni ose mezi dvéma body
vytvofenymi diskrétni Fourierovou transformaci (DFT, Discrete Fourier transform).
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Vystupem DFT je navzorkované spektrum DTFT. Pouziva se pfi redlnych vypoctech,
kvuli koneénému poctu vystupnich hodnot a fidi se obecnym piedpisem [5]
N-1
X[k] = Z x[kJe=2m/N | k= 01,.. N —1. (1.12)

n=0

Casto pouzivanym odhadem frekvenéniho rozliseni Af v Hz je vtomto piipadd
prevracena hodnota délky zaznamu T, v sekundach, coz lze upravit i do tvaru:

1 1 fs
Af:T_Ozﬁ:N' (1.13)

kde N je pocet vzorku, T je vzorkovaci perioda a f; = 1/T je vzorkovaci kmitocet. Je
nutné si uvédomit, ze nelze zvysit rozliSeni pouze zvySenim vzorkovaciho kmitoctu,
jelikoz automaticky nartsta pocet vzorku, ¢imz se zachovava pomér v (1.13). Rozliseni
lze zvysit pouze potfizenim vétsi délky zdznamu. Takto vypocitand hodnota rozliseni je
maximalni dosazitelnou hodnotou rozliSeni pro odhad vytvofeny Fourierovou
transformaci. Pouziti okénkovych funkci za ucelem potlaceni prosakovani, jak bylo
zminéno vyse, vede k vétsi Sifce pasma hlavnich lalokt a tim 1 ku sniZeni rozliSeni, jelikoz
narok na kmito¢tovou separaci uzkopasmovych slozek je nyni logicky vyssi. Pravé
s obétovanim frekvenéniho rozlieni za cenu vyhlazeni odhadu okénkovou funkeci se 1ze
setkat velmi ¢asto. [3][7]

Nutno jest¢ zminit moznost namétenou posloupnost doplnit posloupnosti nul, tzv.
zero-padding, coZ sice vede na zdanlivé detailngjs$i spektrum, ale frekvenéni rozliSeni
presto zlstava stejné. Nezvysilo se totiz rozliSeni samotného odhadu, ale pouze jeho
zobrazeni, v podstaté bylo jen vykresleno vétsi mnoZzstvi bodtt DTFT stejné posloupnosti.
Ostatné takto byla vykreslena detailngjsi spektra z obrazku 1.4. [1][7]

Také je tieba si uvédomit, Ze informace vyse se netykaji parametrickych metod, jak
uz bylo zminéno, napf. odhady vytvofené pomoci modelovani autoregresnim procesem
maji frekvenéni rozliSeni zavislé misto na délce zaznamu na odstupu signalu a Sumu
(SNR). Jen pro predstavu se fidi touto rovnici: [4]

_ 1,03
" Tp[SNR(p + 1)]°31’

Af (1.14)

kde T je vzorkovaci perioda, p je nejvyssi hodnota zpozdéni autokorela¢ni funkce a SNR
je odstup signdlu a Sumu vyjadieny jako bezrozmérny pomer.

Stiredni kvadraticka chyba, téZ MSE (mean squared error), je bézné uzivanym
méfitkem presnosti odhadu. Vyjadtuje stfedni hodnotu &tvercii rozdilu hodnot odhadu X
dané veli¢iny a hodnot pravych X, coz lze zapsat jako [1][4]

MSE(X) = E {|)? - X|2}. (1.15)
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Dulezitou vlastnosti MSE je, Ze jej lze vyjadrit i jako soucet druhé mocniny vychyleni
B{X} arozptylu o [1][4]

MSE(X) = of + |B{X}|?, (1.16)

coz pak umoziuje lepsi pfedstavu o MSE zkoumané veli€iny, resp. ndhodného procesu.

Urcity problém piedstavuje pii odhadech PSD skutecnost, Ze pro vypocet MSE je
tieba pravé spektralni vykonové hustoty procesu (prava podoba odhadovaného PSD),
jejiz ziskani je u tady stochastickych signalti problematické (byt’ se nabizi kuptikladu
pramérovani odhadt, avsak by bylo tfeba zajistit Ze jednotlivé odhady jsou nevychylené)
a tim padem je problematicky i vypocet MSE (jde o stejny problém jako byl zminén
Vv Casti podkapitoly o rozptylu a vychyleni odhadii). To je ovSsem pomérné elegantné
feSeno pro piipad PSD autoregresniho procesu s pfedem zndmym fadem a parametry.
PSD ptinejmensim velmi blizké tomu pravému Ize ziskat pomoci odhadu autoregresnim
modelem nevychylenou metodou s odpovidajicim fadem a velkym dostupnym poétem
vzorki. Tento poznatek bude tedy uplatnén pfi posuzovani rozptylu a vychyleni odhadt
PSD jednotlivych metod.
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2. NEPARAMETRICKE METODY SPEKTRALNI
ANALYZY

Skupina neparametrickych metod odhadu spektra je charakterizovana jejich
uplatnitelnosti pfimo na zkoumana data, bez potieby pfedchozich znalosti o procesu, jez
je generuje. Jedinym pozadavkem je, aby proces spliioval podminky slabé stacionarity,
tak jak byla definovana v podkapitole 1.1. [2]

2.1 Metoda periodogramu

Zakladni, a také historicky prvni metodou pro odhad spektra nahodného signalu je
periodogram. Je zalozeny na ptimé aplikaci DTFT na posloupnost métenych hodnot, a
jeho definiéni vztah vychazi piimo z definice PSD, tedy rovnice (1.7), resp. (1.8) pokud
je uvazen prumér nékolika realizaci. [2] Pro ptehlednost:

1 M 1 N-1 2
Sper(f) = MZ N Z X(i) [n]e—/2m/m (2.1)
i=1 n=0

kde x(;)[n] pedstavuje i-tou realizaci procesu o N vzorcich a M je pocet realizaci.

Pokud je pro zacatek uvazovana situace, kdy je dostupna pouze jedna realizace,
tedy M = 1, ma odhad vlastnosti popsané nize. Jelikoz jde o okénkovymi funkcemi
nemodifikovany periodogram (pomijeje pravouhlé/obdélnikové okno), jeho frekvencéni
rozliSeni zavisi pouze na namétené délce signalu a fidi se tedy rovnici (1.13). [1]

Na délce zaznamu je také zavislé vychyleni hodnot periodogramu. Pro malou délku
signalu je odhad vlivem prosakovani ve spektru a vétsi Sitkou hlavnich lalokl slozek
znaéné vychylen a ma nizké rozliSeni, coZ neni vhodné pro piesné nachazeni
uzkopasmovych slozek. Na druhou stranu toto nepiedstavuje zasadni problém, pokud je
cilem zjistit celkovy tvar PSD signalu, kde nebude mit maskovani ¢asti spektra vlivem
prosakovani piilis velky vliv. Casto uvadénym piikladem je odhad vykonové spektralni
hustoty bilého Sumu, ktera je specificka tim, ze ma pro vSechny kmito¢ty konstantni
hodnotu. Pro bily Sum pfedstavuje periodogram nevychylenou metodu odhadu i pro
kone¢nou posloupnost hodnot. V obecném piipadé¢ potom plati, Ze vychyleni odhadu
klesa s rostouci délkou zaznamu, a Vv ptipade, kdy se délka zaznamu blizi nekone¢nu,

[1][4]
TLi_rgo E{SPER(f)} = Sxx(f) , (2.2)

je odhad nevychyleny. Periodogram je tedy asymptoticky nevychylenym odhadem pravé
vykonové spektralni hustoty.
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Mimo vychyleni je hlavni nevyhodou periodogramu jeho rozptyl. V literatufe byva
demonstrovan op€t na bilém Sumu (obecnéji na ndhodném procesu s normalnim
rozdélenim), kdy pro tento plati, Zze rozptyl jeho periodogramu je na kmitoc¢tu f [6][4]

: 2
sin (anTN)) l, 2.3)

0w {Sper(F)} = Sz (f) ll + (Nsin(ZﬂfT)

kde 02{Spgr(f)} ptedstavuje rozptyl hodnot periodogramu bilého Sumu, SZ.(f) je
druhou mocninou skute¢né vykonové spektralni hustoty, T je vzorkovaci interval a N je
pocet vzorkll. Potom v limité pro N blizici se nekone¢nu je umocnény ¢len uvniti zavorky
roven nule, a z toho plyne [6]

I\lll_l}c}o O-V%{SPER = SJ%x(f) ) (2.4)

tedy s rostouci délkou zaznamu rozptyl periodogramu neklesa a ustaluje se na hodnoté
druhé mocniny jeho pravého spektra. V obecném piipad¢ toto plati pouze pfiblizné, ale
skutecnost, Ze je rozptyl pro libovolnou délku zaznamu nenulovy, ziistava zachovana, viz
obr. 2.1. Coz tim padem znamena, Ze ani samotny periodogram nekonverguje k pravému
PSD. Ztohoto divodu je potom periodogram utvoieny z jedné realizace procesu
statisticky nestabilnim (nekonzistentnim) odhadem. [6][4][1]
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Obrazek 2.1 Rozptyl periodogramu v zavislosti na délce zaznamu

Jednim zplisobem, jak napravit nevhodné rozptylové vlastnosti periodogramu je
prumérovani vicero nezavislych realizaci, jinymi slovy, ve vztahu (2.1) je M > 1. Na
jedné stran€ je takto snizen rozptyl odhadu, pficemz frekvencni rozliSeni se neméni, coz
je idedlni stav. Na stran¢ druhé je ovSem nutné mit k dispozici potiebny pocet realizaci.
Jelikoz toto mnohdy neni pfi spektralni analyze mozné, potazmo velmi obtizné, v praxi
byva periodogram upozadén na tkor z n¢j odvozenych metod diskutovanych dale. [3]
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Co se tyCe schopnosti periodogramu rozlisit uzkopasmové slozky v zavislosti na
SNR, dle [9] pfi porovnani s ostatnimi metodami zaloZenymi na Fourierov¢ transformaci
si pfi konstantnim SNR periodogram vede ze vsech nejlépe, pokud jde o spektra
zaSuménych sinusoid.

2.2 Modifikovany periodogram a vahovaci okna

Ve snaze zlepsit vlastnosti periodogramu byla vytvoiena fada okénkovych funkci pro
nahrazeni zakladniho obdélnikového okna. RGzné varianty poskytuji rtizné arovné
potlaceni prosakovani ve spektru, taktéz dochazi ke snizeni rozptylu odhadu, a to za cenu
snizeni frekvencniho rozliSeni. NiZe jsou uvedeny defini¢ni vztahy pro vybér z nejcastéji
pouzivanych typh okénkovych funkci, spolecné s jejich reprezentaci v diskrétné Casové a
frekvenéni doméné (pro N = 53 vzorkt) na obrazcich 2.2 a 2.3. Obecné plati, ze mimo
n€ {0,1,..,N — 1} jew[n] = 0. [5][4][10]
Obdélnikové okno:

WrecraneLe[n] =1 ne{0,1,..,N—1}, (2.5)

Trojihelnikové okno:

2n € {0 1 N 1}
— n A, .., ——
w [n] = N 2 (2.6)
TRIANGLE mnm N vt .
5 ne
Hannovo okno:
1 2mn
WyannInl = E(l — cos T) ne {01,.. N—1} (2.7)
Hammingovo okno:
2mn
WHAMMING [n] = 0,54' - 0,46 COST ne {0,1, ,N - 1} (28)
Blackmanovo okno:
2mn 41tn
WBLACKMAN [n] = 0,42 - 0,5 COST - 05 COST (29)
ne€ {01,..,N—1}
Nuttallovo okno:
2mn 4ntn 6mn
WyorrawLInl = ag — a4 COST —a, COST — as COST (2.10)

ne {01,..,N—1}
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ao = 0,3635819,a, = 0,4891775,
a, = 0,1365995,a; = 0,0106411
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Obrazek 2.2 Reprezentace obdélnikového, trojihelnikového a Hannova okna
Vv diskrétni ¢asové a frekvencni doméné

Diskrétni €éasova doména Frekvenéni doména
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Index vzorku [n] Normovana frekvence

Obrazek 2.3 Reprezentace Hammingova, Blackmanova a Nuttallova okna
Vv diskrétni ¢asové a frekvencni doméné

Konkrétni hodnoty koeficientli u okénkovych funkei jsou voleny tak, aby dochazelo
K co nejvétsimu potlaceni nejvyssiho postranniho laloku.

Dulezité vlastnosti vykreslenych oken jsou ¢iselné vyjadieny v tabulce 2.1. K této
tabulce poznamenejme, ze ekvivalentni Sumova Sitka, t¢Z ENBW (equivalent noise
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bandwidth), predstavuje Sitku obdélnika, jehoz vyskou je druhd mocnina maxima
amplitudového spektra a jehoz plocha reprezentuje stejny celkovy vykon jako ma
okénkova funkce, tedy ji 1ze urcit jako podil téchto dvou hodnot: [11]

ENBW = Znlwinll® (2.11)

[Znwin]|?

V tabulce potom Af piedstavuje normalizaci pro konkrétni frekvenéni rozliSeni, resp.
krok na frekvenéni ose, piiblizné urcitelné podle rovnice (1.13).

Tabulka 2.1 Vlastnosti vybranych okénkovych funkci [5][4][11]

Okénkova Nejvyssi Asymptoticky pokles Ekvivalentni
funkce postranni lalok | postrannich laloki Sumova Sifka
Obdélnikova -13.3dB -6 dB/okt 1Af
Trojuhelnikova -26.5dB -12 dB/okt 1,33Af
Hannova -31.5dB -18 dB/okt 1,5Af
Hammingova -43 dB -6 dB/okt 1,36Af
Blackmanova -58 dB -18 dB/okt 1,73Af
Nuttallova -98 dB -6 dB/okt 1,8Af

Pokud jde o vhodnou volbu okénkové funkce, zalezi na vlastnostech konkrétniho
zkoumaného signalu. V ptipadé, Ze je snaha detekovat frekvencné blizké slozky signdlu,
je vhodné zvolit okno, které potlaci postranni laloky a tim padem prosakovéani. OvSem
zaroven je tfeba davat pozor, aby vlivem rozSifovani hlavnich laloki, tedy poklesu
rozliSeni, nedoslo k vizualnimu splynuti slozek, viz obrazek 2.4. JestliZe je cilem zjistit
pouze kmitocty nizkého poctu blizkych sloZek a je dostupna dostatecnd délka zaznamu,
tak za pfedpokladu, ze slozky nezanikaji v Sumu ¢i postrannich lalocich sousedni slozky,
muze byt vhodné spektrum neokénkovat viibec, aby se zachovalo maximalni frekvenéni
rozliSeni. Na druhou stranu lze zamérn¢ aplikovat okno, které snizi frekvenéni rozliseni,
¢imz se vyhladi odhad a tim poskytuje lepsi predstavu o tvaru spektra pro odecet PSD na
pasmu. V piipadé Ze jsou od sebe slozky frekvencné vzdalengjsi a jedna z nich je na niZsi
vykonové trovni, je zase vhodné volit okno tak, aby uroven postrannich lalokt klesla
na zanedbatelnou troven pred dosazenim kmitoétu druhé slozky. [4]

Pti vypoctu modifikovaného periodogramu je tieba brat v potaz, ze vdhovani oknem
zpusobuje vychyleni hodnot spektra, a tak je potfeba vypocet normalizovat [6]

N-1 2
1 .
Super(F) = g | D xlnlwnle 2 212)
n=0
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kde x[n] predstavuje hodnoty realizace nahodného procesu nasobené posloupnosti
hodnot okénkové funkce w[n] délky N vzorkt a U piedstavuje energii pouzité okénkové
funkce, dané jako [6]

PSD [dB/Hz]

PSD [dB/Hz]

-3

-3
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Periodogram s Hammingovym oknem
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Obrazek 2.4 Vliv okénkovych funkci na odhad pomoci periodogramu f; =
200 Hz; N =400; f; =49Hz, f, =51 Hz
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2.3 Welchova metoda

Jelikoz jsou vlastnosti metody periodogramu v mnoha ohledech neidealni, jak bylo
diskutovano vyse, Peter Welch navrhl metodu vypoctu PSD, ktera by zlepsila rozptylové
vlastnosti odhadu, a dale zarucila, Ze odhad bude konzistentni, a to za eliminace nutnosti
pouziti nékolika realizaci procesu.

Zakladem Welchovy metody je rozdéleni N vzorkd dostupného ¢asového prubéhu
na prekryvajici se segmenty délky M, s posunem o0 S vzorkd mezi jednotlivymi segmenty,
tak aby platilo S < M, viz obrazek 2.5. Pak pocet segmentt L je dan jako [4][5]

N-M
L=

+ 1J (2.14)

kde | | ptedstavuje celoCiselné zaokrouhleni doli. Tyto segmenty jsou potom kazdy
zvlast véhovany okénkovou funkci, viz obrazek 2.5, za ucelem potlaceni vlivu
postrannich laloki a snizeni vychyleni odhadu, byt toto zpisobi snizeni frekvenéniho
rozliSeni. Zde je tieba odhady ze segmenti vypocitat dle rovnice (2.12), aby pouziti
okénkové funkce nevychylilo hodnoty odhadu.

y| -Pro L segmentl

T n—

‘MWW‘ — MW W >~

Obrazek 2.5 Naznaceni principu Welchovy metody

Pro urceni bodu piipadajicich na i-ty vahovany segment lze pouzit vztah [6][4]

n=01..,M-1

i=01..,.L-1" (2.15)

xp[nl = wlnlx[n +iS];

kde iS predstavuje pocate¢ni index daného segmentu. Vysledny odhad se potom vytvofi
jako pramér z L odhadi jednotlivych segmentd [7]
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L— 2

Sw(f) = % Z Super@)(f) = % LZLM

i=0

Z"@ nlwln]e =2/

n=0

(2.16)

V situaci, kdy posun segmentti S roven délce segmentu M, ze vztahu (2.15) vyplyva,
7e¢ se segmenty nebudou piekryvat. Jde potom o0 specialni piipad Welchovy metody
(pokud segmenty nejsou vahovany okénkovou funkci), starsi Bartlettova metoda, na které
Welch zalozil tu svou. Moznost piekryvani segmentli je motivovana zvySenim poctu
dil¢ich odhadt k primérovani, coz vede na vyhlazené&jsi vysledny odhad. [1]

Nejcastéji pouzivanou variantou je S = M /2, tedy 50% piekryv, jehoz hodnotu takto
doporucil uz sam Welch. Divodem je, mimo jiné, ze takto jsou vSechny vzorky zahrnuty
do vypoctu PSD dvakrat (az na M vzorkt na okrajich). Toto vede na relativné vyrovnané
vahovani, nebot” vzorek na okraji jednoho segmentu s malou vahou je v segmentu
sousednim pobliz stiedu, kde je mu pfifazena vétsi vaha. Pokud je ovSem snaha
minimalizovat rozptyl odhadu, je tieba uvazit i jakym oknem byla data vahovéna, kdy
napiiklad pro Welchem uvedené Hannovo (béZzné pouzivané je také Hammingovo) okno
je nejvhodnéjsi pouzit prekryv 65 %. [5][4]

Co se tyce vychyleni Welchovy metody, podobné jako pro periodogram plati, Ze je
odhad asymptoticky nevychyleny, avsak pro neokénkovanou kone¢nou sekvenci dat je
jeho vychyleni hor$i nez u periodogramu. Je to dano tim, Ze se nasledné primérované
odhady pocitaji pouze z M vzorkd, namisto vSech N.

Ze stejné priciny je i frekvencni rozliSeni Welchova odhadu niz$i nez u periodogramu,
krok na frekvenéni ose Af je zde, Vv teoretickém ptipadé obdélnikového okna, nepfimo
umérny délce trvani jednoho segmentu, oproti délce celého signalu u periodogramu. Ve
skutec¢nosti bude rozlieni jesté nizsi, kvili vahovani segment. Coz s sebou ale nese
zadouci zlepSeni vychyleni a snizeni rozptylu.

Rozptyl Welchovy metody zavisi na poctu segmentd, také na jejich prekryvu a pouzité
okénkové funkcei. Z toho divodu se rozptyl pro jednotlivé kombinace lisi, obecné vsak
Ize tici, Ze je rozptyl neptimo umérny poctu pouzitych segmentt [4][6]

5wy o 2D (2.17)

kdy pro specidlni ptipad nulového piekryvu a nevidhovanych segmentl (Bartlettova
metoda) 1ze uméru (o<) nahradit ptibliznou rovnosti. Je to dano tim, ze pokud se segmenty
piekryvaji, nemizeme dil¢i odhady povazovat za naprosto nezavislé. S piekryvem ale
dosahuje metoda mirné nizsiho rozptylu, z vyse uvedenych duvodu. [4]

Z vyse uvedeného také plyne, Ze je pii vytvareni odhadu Welchovou metodou tfeba
volit pocet segmentl tak, aby se vyvazily naroky na frekvenc¢ni rozliSeni a pozadovany
rozptyl, viz obrazek 2.6. Jelikoz s naristem poctu dostupnych dat klesa vychyleni i
rozptyl odhadu, 1ze Welchovu metodu oznacit jako statisticky stabilni.
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Obrazek 2.6 Vliv poctu segmentii na odhad Welchovou metodou f; =
200 Hz; N = 1000; piekryv 50 %; Hammingovo okno

Pokud jde o schopnost rozlisit sinusoidu v Sumu, tak pfi konstantnim SNR ma, dle
[9], hned po zakladnim periodogramu nejlepsi Sanci na uspéSnou detekci varianta

s prekryvem 50 % bez pouZiti vadhovéani, na druhou stranu nejmensi mé varianta

s nulovym piekryvem za pouziti Hannova okna. Dal$i kombinace produkuji kazda

odli$ny vysledek. Z toho Ize usoudit, Ze i tato vlastnost Welchovy metody je zavisla na

konkrétnich parametrech, a tim padem v tomto ohledu nelze tvofit obecné zaveéry.
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2.4 Korelogram a metoda Blackman-Tukeyova

Korelogram je metoda odhadu spektra zaloZena na platnosti Wiener-Chincinovy véty.
Nejprve se vypocita autokorelace posloupnosti hodnot dané¢ho signalu a odhad PSD je
potom jeji Fourierova transformace. Jelikoz Fourierova transformace neni aplikovana
pifimo na data, byvaji korelogram a jemu ptibuzné metody oznacovany jako metody
nepiimé. Defini¢nim vztahem korelogramu je rovnice (1.9), pro piehlednost:
N-1
Skor(D = ) Tlkle Wk, (218)
k=—(N-1)

Je samoziejmé potieba vytvofit odhad 7, [ k], K C¢emuZ lze vyuZit dva postupy. Bud'to
odhad vychyleny, ktery lze pro kladné hodnoty vzajemného posunu k ur¢it jako [3][1]
N—k-1

x*[n]lx[n+k], 0<k<N-1 (2.19)

2|

Thiased [k] =
n=0

nebo odhad nevychyleny, uvedeny v obdobné formé v rovnici (1.3) jako [3][1]
N
1
N—k
n

—k-1
runbiased[k] =N _ 7 Z x*[n]x[n + k] , 0<k<N-1. (2.20)

o

Jelikoz pro slab¢ stacionarni proces plati, Ze je jeho autokorela¢ni funkce suda,
Texl—k] =Txlk], 0<k<N-1, (2.21)

1ze hodnoty pro zaporna k dopog¢itat pouhym invertovanim 7, [k] z (2.19) a (2.20) kolem
vertikalni osy.

Byt na prvni dojem muZe nevychyleny odhad ptisobit jako lepsi volba, pokud je
kone¢nym tucelem odhad PSD, neni tomu tak. Z rovnice (2.19) plyne, Ze jak k roste,
hodnoty 7, [k] se zmensuji, coz je vhodné, jelikoz ¢im vétsi je vzajemny posun mezi
posloupnostmi, tim mensi pocet vzorkd je zahrnut do vypoctu autokorelace, a proto okraje
autokorelacni funkce nemaji ptili§ velkou vypovidaci hodnotu o zkoumaném signalu.
Naproti tomu za pouziti rovnice (2.20) k poklesu 7, [k] nedochazi, viz obrazek 2.7 , a tak
se ve vysledném odhadu PSD vyrazn€ projevi pravé oblasti autokorelani funkce
s velkym k, které mohou pozménit tvar spektralniho odhadu ¢i mohou piedstavit falesné
uzkopasmové slozky. Z téchto ditvodti byva pro odhady PSD pomoci korelogramu
preferovan vychyleny odhad autokorelaéni funkce. [1][3]
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Obrazek 2.7 Srovnani vychyleného a nevychyleného odhadu autokorelac¢ni funkce

Odhad vytvotfeny pomoci (2.18) a (2.19), tedy korelogram ve své zakladni formé ma
potom vlastnosti ekvivalentni zakladnimu periodogramu. [1][4]

Z obrazku 2.7 si lze povSimnout, ze vychyleny odhad je v podstaté nevychyleny
odhad véhovany trojuhelnikovym oknem. Coz lze vyvodit i z jejich defini¢nich vztaht,
kdy plati, ze

N-—-k

———Tunbiasealkl, 0<k<N-1, (2.22)

Thiased [k] = N

R L : . e «
kde pravée clen — predstavuje vahovani polovinou trojuhelnikového okna. Na myslence
manipulace této vahovaci funkce je poté zalozena metoda Blackman-Tukey
N-1

Ser() = ) Tclklwlkle 2k, (223)
k=—(N-1)

kde 7, [k] je nevychyleny odhad autokorelaéni funkce a w[k] je okénkova funkce délky
M < N — 1 spliyjici dv€ podminky. Za prvé musi byt symetrickéd podle k = 0 a za druhé
musi mit spektrum, které je nezaporné, jelikoZ v opacném piipadé budou vychazet
zaporné hodnoty PSD, coz je nezddouci. Druhou podminku nespliiuje fada jinak Casto
uzivanych vahovacich oken, napt. Hammingovo nebo Hannovo, a tak, byt’ dal$i moznosti
existuji, nejcastéji Se zlstava u trojihelnikového okna. [2][4][6]

Odhad spektra je potom ovlivnitelny zménou délky M okénkové funkce w[k], kdy
plati, ze rozptyl odhadu s nizsi hodnotou M klesa, zaroven vsak klesa frekvenc¢ni rozliseni
a dochazi k nartistu vychyleni. Pro hodnoty M <« N potom plati [1][2]
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03 (Sor (N} = 5 S5, 224)

z ¢ehoz plyne, ze Blackman-Tukeyova metoda ma lepsi rozptylové vlastnosti nez
periodogram. Je v tomto ohledu srovnatelna s Welchovou metodou (dosahuje mirné
lep§iho rozptylu nez Bartlettova metoda), v zavislosti na nastaveni parametri obou
metod. Velkou nevyhodou této metody je pravé to, ze snizeni rozptylu omezenim
autokorelacni funkce ma za nasledek nartst vychyleni odhadu, které je pro hodnoty
M <« N velmi vyrazné.[1]

2.5 Metoda Multitaper (MTM)

Nékdy oznacovéna také jako Multiwindow ¢i Thomsonova metoda, tato metoda je opét
zaloZena na maximalnim vyuziti dostupnych dat z jedné realizace procesu. Na rozdil od
Welchovy metody vsak k tomuto problému nepfistupuje prostifednictvim segmentace, ale
pfes vahovani celé posloupnosti dat riznymi okénkovymi funkcemi a néslednym
prumérovanim [2]

1 L-1
SMTM(f) = ZZ SMTM(i) (f) . (2.25)
i=0

Pro tento tcel jsou ovsem funkce definované v podkapitole 2.2 nedostacujici, jelikoz
by dil¢i odhady byly vzajemné korelované, coz by vyznamné zkreslovalo vysledny
odhad. Proto metoda MTM vyuziva Slepianovych sekvenci, v zahrani¢ni literature také
DPSS (discrete prolate spheroidal/Slepian sequences), jejichz vyhodou je vzijemna
ortogonalita a tim padem na sob¢ nezavislé odhady. V rovnici (2.25) potom Sy ) (f)

ptredstavuje spektrum ¢asového priibéhu vahovaného i-tou Slepianovou sekvenci (téZ i-té
vlastni spektrum), definované jako [2]

N-1 2

Z x[nlwg [n] e~J27m

n=0

(2.26)

1
SMTM(i) (f) = A_(-)
2

kde A; je i-t Slepianova vlastni hodnota a w;)[n] je k ni korespondujici i-ta Slepianova
sekvence, kdy inabyva hodnot od 1 do L (celkovy pocet Slepianovych sekvenci,
podminky pro optimalni volbu jsou diskutovany nize). Pozadavek na vlastni hodnoty je,
aby sekvence méli v pfedem zvoleném pasmu frekvenci [-W; W], kdy W byva voleno
1,5/N az 20/N, maximalni koncentraci energie.

Vlastni hodnoty a sekvence lze vypoditat z vyrazu [2][12]

Conw[m]g) = 1o (N, W)w[n]y, mn=12,..,N, (2.27)

kde C,,, je matice N X N jejiz prvky jsou dany vztahem [12]
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_sin(2nW (m —n))

mn —

, mn=12,..,N (2.28)
n(m —n)
a wln] je vlastni vektor délky N matice Cy,,, jemuz nalezi piislusna vlastni hodnota
A()- Kupiikladu nejvyssi vlastni hodnota bude znacena 44y (4(;) nabyva hodnot od 0 do
1), a kni bude pfisluSet vlastni vektor w[n]y, ktery byva oznaCovan jako prvni
Slepianova sekvence.

Resenim vztahu (2.27) je potom L vlastnich vektorti matice C,,,, kterym nalezi L
nejvyssich vlastnich hodnot. Maximalni pocet Slepianovych sekvenci, tak aby byly jejich
vlastni hodnoty, resp. koncentrace energie do pasma Siiky 2W, co nejvyssi, je L =
[2NW] — 1. Na obrazku 2.8 je vidét, Zze pro L = 7 sedma sekvence v porovnani s prvni
a druhou neni do pasma po kmitocet W koncentrovana témét vibec. [2]
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Obrazek 2.8 Prvni, druhd a sedmé Slepianova sekvence v ¢asové i frekvencni
doméné

Metoda Multitaper je statisticky stabilnim odhadem PSD, jelikoZ pro jedinou hodnotu
W s rostoucim poctem vzorkll N rozptyl klesd, asymptoticky se potom bliZi nule. Obecné
se v8ak vSechny zasadni vlastnosti odhadu odviji od hodnoty W, které jakozto polovina
piiblizné Sifka hlavnich lalokt Slepianovych sekvenci v podstaté predstavuje polovinu
maximalniho dosazitelného frekvenéniho rozliseni. Opét zde plati, ze vyssi rozliSeni
odhadu znamena vyssi rozptyl. Stejné tak W ovlivni i vychyleni odhadu prosakovanim,
které je pfi vhodné volbé poctu sekvenci pomérné nizké, viz obrazek 2.8. Z obrazku je
také patrné, ze sekvence s vétsim potadovym cislem nez L uz budou trpét na vyrazné
prosakovani energie z hlavniho laloku do postrannich. [2]

Co se tyCe schopnosti metody vérné reprezentovat zaSumeéna data, z vysledkil
prezentovanych v [13] vyplyva, ze vtomto ohledu podava Multitaper mirn¢ lepsi
vysledky nezZ periodogram modifikovany, v tomto pfipadé¢ Hammingovym oknem.
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3. PARAMETRICKE METODY SPEKTRALNI ANALYZY

Neparametrické metody, které byly uvedeny v piedchozi kapitole, spoléhaji pti vytvateni
odhadu PSD na aplikaci Fourierovy transformace pfimo na zkoumana data. Toto ma
ovSem zasadni nevyhody, co se tyCe vérné reprezentace spektralni hustoty ndhodného
procesu. Jak bylo diskutovano, pti pouziti Fourierovy transformace dochazi k okénkovani
dat, coz zpusobuje nezddouci prosakovani ve spektru. DalSim omezenim je, Ze
dosazitelné frekvencni rozliSeni se pfimo odviji od délky zaznamu. Pfedevsim tyto dvé
slabiny neparametrickych metod motivovaly vyvoj metod parametrickych. [4][6]

Parametricky piistup odhadu spektralni hustoty spociva ve vytvofeni vhodného
modelu vzniku zkoumaného signalu (bud'to na zakladé piredem znadmych vlastnosti
procesu, ptipadné vybérem dle obdrzenych vysledki vicero typt modelti), vypoctu jeho
parametrii pouzitim vhodné metody a kone¢né vypoctem odhadu spektra na zakladé
téchto parametrt.

Modely vétSinou vychazeji z mySlenky, Ze zkoumany signal x[n] se tvofi na vystupu
linearniho ¢asové invariantniho (LTI, linear time invariant) filtru s impulsni odezvou
hlk] najehoz vstupu je signal u[n], v pfipad¢ spektralni analyzy neznamy, ale pro
odvozeni vztahl se piedpoklada bily Sum, jehoZ stfedni hodnota je nulova #[n] =0
a jehoz rozptyl 62 je konstantni. Diferenéni rovnici lze x[n] vypocitat dle

q P
x[n] = ]Z; byuln — k] — 2, apx[n — k. (3.1)

Po pouziti z-transformace na (3.1) vede uprava na tvar X(z) = H(z)U(z), kde funkci
H(z) lze vyjadiit i jako [5][6]

B(z) _ r obrz™¢

) = D = T aur ® (3:2)

Potom pokud lIze v obecném ptipadé fici, ze je vstupni proces stacionarni, 1ze odhad
spektra x[n] ur¢it podle [5][6]

Sex(°) = |H(/*)[*Suu(e7)
nebo : (3.3)
Sxx(f) = |H(f)|25uu(f)

z Cehoz plyne, ze vysledny spektralni odhad se ziskava zkreslovdnim PSD vstupniho
signalu pomoci frekvenéni charakteristiky filtru H(f). Naptiklad v ptipadé bilého Sumu,
jehoz PSD je konstantni a ma hodnotu jeho rozptylu piechazi rovnice (3.3) na tvar

Sxx(f) = O-'lle(f)lzl (3.4)

kde je tvar S, (f) udavan explicitné frekvenéni charakteristikou filtru. [4]
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Z toho dtvodu je tieba pro ziskani odhadu spektra urcit parametry a; a by. Pouzité
parametry urcuji, o jaky typ modelu se jedna. V ptipad¢, ze je v rovnici (3.2) zachovan
pouze jmenovatel A(z), tedy B(z) = 1, je model ozna¢ovan jako autoregresni model
p-tého fadu, AR(p); pokud je naopak zachovano B(z) a A(z) = 1, pak jde o model
klouzavych soucti (moving average) g-tého fadu, MA(q); finalni moznosti je (3.2)
vV nezménéné podobé, tedy ARMA(p,q) model, a jak nazev, tak model samotny je
kombinaci dvou piedchozich. [2][5]

3.1 Autoregresni modelovani odhadu spektra (AR)

Ze tii modelt uvedenych v pfedchozi Casti je autoregresni model tim nejbéznéji
pouzivanym, coZ je dano relativni jednoduchosti vypoétu, kdy urCeni parametri a; je
otazkou feSeni linearnich rovnic, a také tim, Ze autoregresni model ma dobrou schopnost
vystihnout ve spektru ostré $pic¢ky, viz obrazek 3.1, a tim vystihnout v odhadu PSD
uzkopasmové slozky. [4]

Pro autoregresni proces piechazi diferen¢ni rovnice (3.1) na tvar [2]

p

x[n] = — z apx[n — k] + u[n] (3.5)

k=1
a jeho frekvenéni charakteristika je dana jako [2]

1

1
H(f) = A(f) = 14 Zizlake—jm‘tfk' (36)

Odhad spektralni hustoty lze vyjadiit kombinaci rovnic (3.4) a (3.6)

o

|l1+XP_, ake‘fz’ff"|2 .

Sar(f) = (3.7

Na vlastnosti vytvofené¢ho odhadu mé zésadni vliv volba fadu modelu p, jelikoZz ptimo
souvisi s poctem modelovanych Spicek ve spektru. Prili§ nizky fad povede na spektrum
Snizkym rozliSenim, ve kterém muize dojit ke =ztrat¢ informace o nckterych
uzkopasmovych slozkach. Naopak pfili§ velky fad modelu miize zptisobit, ze se
v odhadovaném spektru objevi Spicky falesné. Jedna S$picka ve spektru je tvotfena
komplexné sdruzenou dvojici polt funkce H(f), potazmo jednim pélem realnym, proto
pro vystihnuti n Spi¢ek musi byt minimalni f4d modelu p = 2n. VIliv ma také to, jestli je
pocet poll sudy Ci lichy. Spektrum modelu sudého tadu je generovano danym poctem
komplexn¢ sdruzenych dvojic poli, kdezto lichy fad obsahuje i pol realny, ktery se ve
spektru projevi modelovanim $pi¢ky na nulovém kmitoctu, coz nemusi byt napt. u signalu
s nulovou stiedni hodnotou zadouci. S volbou fadu napomadhaji riznéd kritéria, ktera
budou diskutovana nize, po ptedstaveni Yule-Walkerovy metody. [5]
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3.1.1 VYule-Walkerova metoda

Pro nalezeni koeficienti a; a rozptylu Sumu ;2 v rovnici (3.7) byva ¢asto vyuzivan
jejich vztah s autokorela¢ni funkcei (z toho diivodu alternativni oznaceni Yule-Walkerovy
metody jako autokorelac¢ni). Ten lze odvodit tak, ze jsou obé& strany rovnice (3.5)
nasobeny komplexné sdruzenou posloupnosti x*[n —m] a na ob& je pouzit operator
stiedni hodnoty [2]

P
E{x[n]x*[n—m]} = — Z apE{x[n — k]x*[n — m]} + E{u[n]x*[n — m]}, (3.8)

k=1

coz lze upravit do tvaru [2][6]

( p
| —Zaerx[m—k], m >0
Texlm] = k=1 , (3.9)
arfm—kl+o2, m=0
k=1
kde plati, ze pro m < 0,7, [m] = 15 [—m]. Tento vztah nese nazev Yule-Walkerovy
rovnice a prace s nimi tvoii zdklad obou metod diskutovanych v této kapitole. Z vyrazu
(3.9) vyplyva, Ze pro uréeni modelu fadu p je tfeba p rovnic, a také hodnota autokorela¢ni
funkce pro prvnich p hodnot vzdjemného posunu. Hodnoty autokorelace je vhodné urcit
pomoci vychyleného odhadu, tedy rovnice (2.19). Je to proto, aby niZze uvedena
autokorelacni matice R, byla pozitivn€ semidefinitni, jelikoZ je pak zarucena stabilita
modelu. [6]
Rovnice (3.9) lze maticovym zapisem vyjadfit jako [6]

Txex [0] Txx [_1] xx 1 p 1
rxx-[l] rxx.[o] rxx 2 p rxx 2 (310)
Txx [p - 1] Txx [p - 2] rxx Txx [p
alternativné zkracenym zapisem
R,a = —r,. (3.11)
Z (3.9) je také odvoditelné, Ze rozptyl 62 je dan vyrazem
p
0] + Z aree[—K], (3.12)
k=1

ktery pak casto byva kombinovan se vztahem (3.10) pro alternativni vyjadieni
Yule-Walkerovych rovnic [1][6]
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Ryt [ o] = [%]. (3.13)

rxx[o] rxx[_l] 7”xx[ p]
Txx.[l] rxx.[O] rxx 1 p “ l “ l “ (314)

Tex [p] Tex [p - 1] rxx

Parametry a; lze tedy urcit fesenim (3.11), potazmo (3.14) bez prvniho fadku, tedy
a = —R,'r,. Po ziskani vektoru a je hodnota o7 vypoétena bud'to podle rovnice (3.12)
nebo ekvivalentné z prvniho fadku v (3.14). Dosazenim vysledkd do rovnice (3.7)
se ziska odhad spektra.

Vysledny odhad je zna¢né ovlivnén volbou fadu modelu, jak bylo zminéno vyse.
Proto byla vytvofena kritéria, kterd maji tuto volbu usnadnit. Byt kritérii a jejich
modifikaci existuje celd fada, pro ptiklad jsou zde uvedena dv¢.

Prvnim je kritérium FPE (final prediction error) definovano jako [4][7]

,N+p+1

FPE[p]—auN_p_1

(3.15)
kde N je délka zaznamu (pocet vzorkt), p je ¥4d modelu a o2 piedstavuje odhad rozptylu
bilého $umu podle vztahii (3.12) a (3.14) vyse. Principem kritéria je, Ze 2 S rostoucim
fadem klesa, ¢imz jsou penalizovany nizké fady modelu. Naopak zlomkova ¢ast vyrazu
s fadem narista a tim postihuje zase fady vysoké. Vhodny tad zpozdéni je potom
minimum funkce FPE[p]. OvSem je dobré zminit, Ze toto kritérium miva (v zavislosti na
aplikaci, napt. geofyzika) tendenci volit pfilis nizky fad. [4][7]
Druhym kritériem je AIC (Akaike information criterion) dano [4]

AIC[p] = N1nc? + 2p, (3.16)

zalozZeno na obdobném principu. Pro obé€ kritéria a pro kritéria obecné ov§em plati, Ze pro
velmi kratké signaly neposkytuji nejlepsi fad, ale spiSe tihnou pravé k fadim niZS§im,
totéz, pokud jde o vyrazn¢ zaSumény harmonicky signal. [4]

Frekvencni rozliSeni Yule-Walkerovy a parametrickych metod obecné téméf nezavisi
na délce analyzovaného signalu, na rozdil od metod neparametrickych. To je dano
schopnosti parametrickych metod extrapolovat hodnoty autokorelacni funkce impulsni
odezvy z rovnice (3.9) za maximalni hodnotu vzajemného posuvu m, kterou nabizi
autokorelace signalu. Coz umoznuje vytvaret kvalitni spektralni odhady i za dostupnosti
nizkého poctu vzorku. [3] [7]

Pojem nizky pocet vzorkd, resp. mala délka signalu, znamena pro riizné signaly rizné
hodnoty, ale obecné Ize hovofit o ¢asové délce signdlu, jejiz prevracend hodnota se
pohybuje ve stejném tadu jako potiebné frekvencni rozliseni. Jak jiz ale bylo zminéno
v podkapitole 1.3.2, na frekvenc¢ni rozliSeni ma vyrazny dopad mira zaSuméni signalu,
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v kontrastu s neparametrickymi metodami, které odolavaji vysoké vykonové urovni Sumu
podstatné 1épe. Tato metoda také neni piili§ piesna, pokud jde o uréeni vykonové urovng,
hlavné v ptipadé uzkopasmovych slozek. [3][4][7]

3.1.2 Burgova metoda

Burgova metoda je rekurzivni piistup k vypoctu koeficientt AR modelu, odvozeny od
filtru kiizové struktury. Je zaloZena na minimalizaci rozptyli dopfedné a zpétné chyby
predikce posloupnosti x[n], které jsou definovany jako [1][6]

a,[k]x[n — k], 0<k<m-1

- , (3.17)
> <

kde f,,[n] a gm[n] jsou chyba doptedna a zpétna m-tého fadu a a,,[k] jsou koeficienty
predikce. Minimalizovat je tfeba vyraz pro chybu nejmensich ¢tverca [1][5][6]

N-1
n =g 2. Ul + 19, [n11, 3.18)

vhodnou volbou koeficientli predikce tak, aby splnovaly rekurzni vztah dany pomoci
Levinson-Durbinova algoritmu jako [4][6]

amlk] = ap-alk] + Kpag, 1 [m — k], (3.19)
kde koeficienty k a m nabyvaji stejnych hodnot jako ve vztahu (3.17) a kde K,,, = a,,[m]

je m-ty koeficient odrazu filtru s kiiZovou strukturou. Po minimalizaci J,, vzhledem ke
koeficientu odrazu plati pro m-ty komplexni koeficient vztah [5][6]

N * _
Em - _ " 22n=m+1fm_12[n]gm_1[n 1] —, 1<m< D, (320)
Wit (If 1] + 19, [ = 11°)

z n&jz plyne, jelikoZ jmenovatel bude vzdy vétsi nez Citatel, Ze pro koeficienty odrazu

vypocitané pomoci Burgovy metody plati |K,,| < 1 a vSechny pdély modelu tedy lezi
uvnitt jednotkové kruznice. Pfi vypoctu Burgovou metodou je tedy zajiSténa stabilita
fesSeni. [5][6]

Pro usnadnéni vypoctu lze dopiednou a zpétnou chybu vypocitavat i rekurzivng, a to
dle ptedpisu [4]

fm[n] = fm—l[n] + k\mgm—l[n —1]
gm[n] = gm—l[n] + k\%fm—l[n —1] .

Parametry modelu jsou potom ziskany jako prabézné vysledky rovnice (3.19).
Poslednim, co chybi pro vytvofeni odhadu spektra je ekvivalent rozptylu Sumu o7

(3.21)
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zrovnice (3.7). Tim je celkova chyba predikce pro m-ty fad modelu J,,, kterou lze
vypocitat i rekurzivné jako [6]

Jm=[1- IKmlz]]m—l - Ifm[m]lz — |gm[N — 1]|2- (3.22)
Vysledny odhad PSD je potom definovan vztahem [6]
J
Sz(f) = 2 (3.23)

|l1+XP_, ake‘fz’ff"|2 .

Co se vlastnosti odhadu vytvofeného pomoci Burgovy metody tycCe, frekvencni
rozlisSeni se fidi obdobnym mechanismem jako u Yule-Walkerovy metody, tj. zavisi
predevSim na mife zaSumeéni signalu. OvSem nutno zminit, ze pro velmi kratké signaly
poskytuje Burgova metoda lepsi frekvencéni rozliSeni nez Yule-Walkerova, pro vyssi
pocet vzorkt uz jsou si odhady velmi podobné. [7]

Burgova metoda mé nekolik vad. Prvni vadou je jeji citlivost na zmény faze signdlu,
coz je znatelné obzvlasté pii urCovani spektra smeési sinusoid se Sumem, kterd se ve
spektru projevuje jako vychyleni spektra vzhledem ke kmitoctové ose. Druhou vadou
metody je Stépeni tizkopadsmovych slozek, tj. ve spektru se misto jednoho vrcholku objevi
dva sobé¢ blizké. Pravdépodobnost tohoto tikazu se zvySuje, pokud je SNR velké, tj. Sum
ma v porovnani se signadlem nizkou uroven, dale pokud je pocatecni fdze harmonické
slozky lichym nasobkem 45°, také pokud je analyzovana posloupnost tvofena lichym
nasobkem &tvrtperiod sinusoid a kone&né pokud je ¥ad AR modelu pfili§ vysoky. Stépeni
zpravidla vymizi, jak nartsta pocet vzorku. [4]

V porovnani s odhadem spektra signalu neobsahujiciho sinusoidy pomoci Yule-
Walkerovy metody, Burgova metoda dosahuje niz§i hodnoty rozptylu PSD za cenu
ptipadného vyssiho vychyleni na frekvenéni ose. [4]

3.2 MA a ARMA modely

Pro vzajemné vztahy mezi riznymi typy modeli plati, ze spektra vytvotfena pomoci MA
a ARMA modeld libovolného fadu mohou byt odhadnuty pomoci AR modelu fadu
teoreticky nekoneéného. Obdobné i pro MA model. [6]

Z obrazku 3.1 je pii srovnani odhadi pomoci typt modelt patrné, ze MA model
dokaze ve spektru dobte vystihnout udoli, jelikoz odhad modeluje pomoci konkavnich
tvari. Zaroven to ale znamend, Ze izkopasmové slozky oproti AR modelu (konvexni
tvary) nereprezentuje pfili§ vyrazn¢. Odhad pomoci ARMA modelu potom kombinuje
vlastnosti modelli pfedchozich, dokdze vyrazné vystihnout jak Spicky, tak udoli PSD
daného signalu. [4]

vvvvvv

o 24

vypocet neposkytuji zadnou zasadni vyhodu oproti metodam neparametrickym. Ty
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reprezentuji tvary ve spektru (vlivem $itky pasma hlavniho laloku okénkové funkce)
podobnym konkavnim zptsobem. [7]

AR(4)

% ) 2 .
o) [ 2 —
£ & & 7]
50 T N B sol1t 1 1 1 | solt 1) IF
0 0.1 02 03 04 05 0 0.1 02 03 04 05 0 0.1 02 03 04 05
Normovan4 frekvence Normované frekvence Normovana frekvence

Obrazek 3.1 Vzhled odhadid PSD pomoci modeltt AR(4), MA(4), [4]

ARMA(4,4); pozice slozek na 0,1 a 0,3 nasobcich
vzorkovaciho kmito¢tu

Naproti tomu ARMA modely vyuzivany jsou, jelikoZ obtiznost jejich vypoctu (opét
nelinedrni rovnice, a také neni zaruena konvergence parametri k smysluplnému
vysledku) je vyvazena jejich schopnosti vérnéji vystihnout tvar spektra nez v ptipadé¢ AR
modelu, s niz§im poétem parametrd. Pravé kvili jejich slozitosti je popis jejich vlastnosti
V literatuie udavan povétSinou na empirickém zakladé. Jejich obtiZnost je také divodem
pro¢ se jimi tato prace nebude zabyvat ve vétsim detailu. [4]
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4. ODHADY PSD SIMULOVANYCH SIGNALU

V této kapitole jsou uvedeny ptiklady odhadi PSD, vytvofené pomoci vyse popsanych
metod. Tyto odhady jsou tvotfeny pro signaly ze simulované Casti sesbirané databaze
(kapitola 7), tudiz lze predpokladat jaké formy PSD nabyde a na zakladé toho nasledné
posoudit kvalitu odhadu, dbaje kritérii stanovenych v prvni kapitole.

Na zacatek je tfeba zminit, jak jsou zde uvedené odhady normovany, tak aby métitko
na vertikdlni ose odpovidalo, resp. aby plocha pod kfivkou odpovidala celkovému
vykonu, potazmo druhé mocnin€ veli¢iny analyzovaného signalu. Nize uvedené je platné
pro v praci pouzivané realné signdly vzorkované v zédkladnim pasmu, tj. signaly se
spektry symetrickymi podle nulového kmitoctu.

Pro metody, které jsou zalozeny na pouziti Fourierovy transformace (tj. modifikace
periodogramu, Welchova metoda) je PSD nasobeno vyrazem 1/(f; N), kde f; je
vzorkovaci kmitocet a N je pocet vzorkd pouzitych pro Fourierovu transformaci.
V ptipadé, Ze je pii vypoctu odhadu pouzita okénkova funkce, je tfeba toto zohlednit jeste
zahrnutim parametru U ze vztahu (2.13), tedy odhad PSD nasobime vyrazem 1/(f; NU).
Pokud jde o odhady vytvofené pomoci autoregresniho modelovani (Yule-Walker, Burg),
je odhad nasoben pouze vzorkovaci periodou, tedy vyrazem 1/f; . Stejné tak i odhad
pomoci metody Multitaper. [4][12]

Jelikoz zde uvedené odhady jsou jednostranné, je jeSté tieba hodnotu PSD
zdvojnasobit, aby se zapoditaly i ptispévky slozek se zapornymi kmito¢ty. Vyjimkou je
nulovy kmitocet a Nyquistova frekvence (polovina vzorkovaciho kmitoctu), nebot’ se
v takto ziskaném jednostranném odhadu PSD vyskytuji pouze jednou. [4]

4.1 Vliv délky signialu a parametri metod na frekvenéni
rozliSeni odhadu PSD

Prvnim pfedmétem zajmu je vliv délky, respektive poctu vzorka N analyzovaného
signalu a pouzitych parametrii metody na vlastnosti spektralniho odhadu. Pro kazdé
sledované kritérium kvality jsou vytvoreny odhady pomoci vSech zkoumanych metod pro
nekolik nastaveni dané¢ho parametru signalu. Pokud neni uvedeno jinak, vSechny odhady
jsou vytvofeny za pomoci doplnéni posloupnosti nulami, tak aby byl odhad co
nejdetailnéjsi.

Vhodnym signalem pro testovani dosazeného frekvencniho rozliSeni je signal sloZzeny
ze dvou zaSuménych sinusoid, v tomto konkrétnim piipadé s kmito€tovym rozestupem
2 Hz. Zakladnim piipadem je periodogram, kde je teoretické dosazitelné rozliSeni dano
ptimo vztahem (1.13). Jak je vidét na obrazku 4.1 nize, s rostoucim poctem vzorki se
frekvenéni rozliSeni zlepSuje, pro ¢tyii uvedené piipady jde o hodnoty Af: a) 3 Hz;
b) 2 Hz; ¢) 1 Hz; d) 0,5 Hz. V ptipadé a) jsou dle ocekavani uzkopasmové slozky spojené,
byt je patrny naznak separace, kdezto V ostatnich pfipadech uz je separace slozek
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jednoznacéna. Slozky Vv piipad¢ a) jsou viditelné vychylené na frekvenéni ose, s rostoucim
poctem vzorki se toto vychyleni zlepSuje, az v piipadé d) vymizi. Z toho plyne, ze pokud
se rozliSeni odhadu pohybuje na hranici nutného minimalniho rozliSeni, je tteba pocitat
s kmito¢tovym vychylenim slozek.
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Obrazek 4.1  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci periodogramu, za
pouziti po¢tu vzorkti a) N = 333; b) N = 500; c) N = 1000; d)
N =2000; f; =1kHz

Pokud bude odhad pomoci periodogramu modifikovan okénkovou funkei, napft. za
ucelem potlaceni vychyleni na vertikalni ose vlivem prosakovani, dojde k rozsifeni
hlavnich laloku slozek, jak bylo zminéno v podkapitole 2.2. Pokud stejné odhady jako
vySe provedeme za pouziti Hammingova (obrazek 4.2) nebo Nuttallova (obrazek 4.3)
okna, je tieba uvazovat faktor 1,36Af resp. 1,8Af. Pouziti okénkové funkce tedy
znamena snizeni frekvencniho rozliseni.

Pro odhady pomoci periodogramu s Hammingovym oknem to znamena, ze je hodnota
rozliSeni Af nyni: a) 4,08 Hz; b) 2,72 Hz; c) 1,36 Hz; d) 0,68 Hz. Je vidét, ze v piipadé
a) jiz slozky nejsou rozlisitelné viibec, v ptipad€ b) (obdobné jako tomu bylo pro ptipad
a) bez pouziti okénkové funkce) se slozky jevi oddélené, ovsem jsou viditeln¢ kmitoctove
vychyleny. Pro pfipad c), byt slozky témé&f splynuly, jsou jejich kmitocty spravné.
V ptipadé¢ d) jsou potom obé¢ slozky dobfe rozliSitelné a jejich kmitoCty spravné.

Obdobné pfi pouziti Nuttallova okna (obrazek 4.3) je nyni hodnota rozlisSeni u
jednotlivych délek modifikovana: a) 5,4 Hz; b) 3,6 Hz; ¢) 1,8 Hz; d) 0,9 Hz. Zajimavy je
ptipad b), slozky se opét jevi oddéleny (jako ptipad b) pro Hammingovo okno)
s vychylenymi kmitocty. Z toho pro obecny piipad vyplyva, ze je tieba minimalni
rozliSeni dodrzet, jelikoz i pokud se slozky jevi jako separované, hodnoty jejich kmitoctil
pobliZ této hranice jsou zavadéjici 1 pii pouZiti okénkové funkce.
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Obrazek 4.2  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoétech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci periodogramu
modifikovaného Hammingovym oknem, za pouziti poctu vzorkt
a) N=333: b) N=500 c) N=1000; d) N = 2000:
fs =1kHz
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Obrazek 4.3

Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoc¢tech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci periodogramu
modifikovaného Nuttallovym oknem, za pouziti poctu vzorki

a) N = 333;
fs =1kHz

b) N =500;

¢) N =1000; d) N =2000;
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Welchova metoda je zalozena na prumérovani modifikovanych periodogrami.
Z toho vyplyva, ze frekven¢ni rozliSeni se bude v zavislosti na délce signalu fidit stejnymi
pravidly jako tomu bylo vyse, jelikoz primérovani nemé na frekvenéni rozliSeni zadny
dopad. Jedinym, co se lisi, a je pro Welchovu metodu typické, je moznost provadet
odhady z piekryvajicich se segmentii. OvSem jak je patrné z obrazku 4.4, tak prekryvani
segmentt, nezavisle na hodnoté piekryvu, nema na frekvencni rozliSeni vliv. Metoda ale
odstranuje vychyleni na frekvencni ose, které se projevovalo pii pouziti periodogramu
(i s modifikacemi) na signal s nizkym poctem vzorkd.
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Obrazek 4.4  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci Welchovy metody,
za pouziti po¢tu vzorkti v segmentu M = 2000 s ptekryvem
a) 0 %; b) 25 %; ¢) 50 %; d) 75 %; f; = 1 kHz

Metoda Multitaper je zhlediska frekvenéniho rozliSeni specificka tim, Ze
pozadované frekvenéni rozliSeni je jednim z volenych parametru pfi vytvafeni odhadu, tj.

je volena polovina sitky hlavniho laloku Slepianovych funkci W, jako soucast soucinu
s poctem vzorkii NW. Od této hodnoty se bude odvijet i maximalni dosazitelné
frekvencni rozliSeni, kdy logicky vyplyva, Ze jej lze urcit jako 2NW-%, coZ také
znamena, Ze je frekvencni rozliSeni zaroven opét nepiimo uméerné délce signalu.

Na obrazku 4.5 je vidét vliv obou téchto parametri, dle vztahu vyse je frekvencni
rozliSeni pro a) 3,75 Hz; b) 2 Hz; ¢) 1,5 Hz; d) 3 Hz; e) 10 Hz. Jediné dva odhady, které
vystihnou obé¢ slozky oddélené by tedy mély byt piipad b) a ¢), coz obrazek potvrzuje. Je
také ziejmé, Ze zhlediska dosazeni vysokého rozliSeni je u metody Multitaper
nejvhodnéjsi volit nizké NW.

49



PSD[dBHZ)
P

120 130 140 150
f[Hz]

PSD[dBIHzZ)

160 170 180 180

PSD[dB/Hz]
8 & 3

8

-40

fHz]

PSD[dB/Hz]

PSD[dB/Hz]

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190

10

0

8

110 1200 130 140 150 160 170 180 190

f[Hz]

&
A
s

150 180 170 180 190 110 120 130 140 150 160 170 180 190
f[Hz] f [Hz)

110 120 130 140

Obrazek 4.5  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém $umu o vykonu 1 W pomoci metody Multitaper,
s parametrem NW = 1,5 a poctu vzorki a) N = 800; b) N =
1500; ¢) N = 2000; dale za pouziti po¢tu vzorki N = 2000 a

d) NW =3;e) NW = 10; f, = 1 kHz
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Obrazek 4.6

Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci metody Multitaper,
s parametrem NW = 3 a poctu vzorki N = 2000 pfi pouziti a) 5;
b) 2 nejnizsich Slepianovych sekvenci; f; = 1 kHz

Je§té nutno poznamenat, ze hodnota rozliSeni urcena dle vztahu v predchozim
odstavci bude pouze piiblizna, jelikoz jak bylo ukazano na obrazku 2.8, ¢im vyssi je
poradi Slepianovy sekvence, tim vice energie prosakuje z hlavniho laloku. Z toho plyne,
ze pokud pro dany soucin NW pouzijeme vSechny dostupné Slepianovy sekvence,
frekvenéni rozliSeni bude horsi, nez kdybychom se omezili pouze na né€kolik prvnich, coz
Jje demonstrovano na obrazku 4.6. I tak je ale zfejmé, ze pro dosazeni nejlepsiho rozliseni
je tieba volit NW co nejmensi.

Pro metody zalozené na autoregresnim modelovani odhadu PSD, naptf. metoda
Yule-Walker, se frekvenéni rozliseni fidi jinym mechanismem, nez jak tomu bylo u
metod zaloZenych na aplikaci DFT pfimo na data. Na jakych veli¢indch pfiblizn€ zavisi
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frekvenéni rozliSeni mtizeme vidét ze vztahu (1.14), kdy tedy zavisi pfedevsim na poméru
signalu a Sumu SNR a fadu modelu p. Vlivem hodnoty SNR na vlastnosti odhadu se prace
zabyva az v podkapitole 4.3. Prozatim bude ovéteno, jaky vliv ma na frekvenéni rozliseni
pocet vzorkti v kombinaci s fadem modelu.

Jelikoz vime, Ze zkoumany signal by mél obsahovat dvé uzkopasmové slozky, pro
posouzeni vlivu délky signalu bude pouzit fad modelu p = 4 (jelikoz, jak je uvedeno
v podkapitole 3.1, pocet $pi¢ek odhadu PSD pomoci autoregresniho modelovani je p/2).
Na obrazku 4.7 je potom vidét, Zze po piekroc¢eni hranice cca N = 50 vzorku se jiz
jakykoliv vliv na frekvenéni rozlieni neprojevuje. Spicka, ktera v odhadu reprezentuje
ob¢ uzkopasmové slozky si zachovava stejnou Sitku pasma a metoda umist'uje do odhadu
jako druhou Spicku mirné vyvyseni PSD na f = 400 Hz. Za povSimnuti stoji, Ze
Vv piipadé¢ a), kdy je N = 30 sice nejsou sinusoidy rozliseny, ale odhad i s velmi nizkym
poc¢tem vzorkli napomaha urcit, Ze se v okoli f = 150 Hz nachéazi uzkopasmova slozka.
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Obrazek 4.7  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci Yule-Walkerovy
metody, fad modelu p = 4; pro pocet vzorki N a) 30; b) 100;
c) 1000; d) 10000; f; = 1 kHz

Jak bylo feceno vyse, frekvencni rozliSeni zavisi mimo jiné na fadu modelu p, nabizi
se tedy pro dosaZeni vysSiho rozliSeni moznost fad zvysit. Odhady PSD pro rtizné fady
modelu jsou na obrazku 4.8. Pokud uvazime SNR = 2 [—], tak dosazena frekvencni
rozliseni Af podle vztahu (1.14) jsou: a) 16,17 Hz; b) 4,91 Hz; c) 1,57 Hz; d) 0,8 Hz.
Z vysledkl je patrné, Ze se sice timto pfistupem podafilo docilit odhadu, ktery obé
uzkopasmové slozky zobrazuje oddélené (dle ocekavani ptipady c), kde dochazi pro
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slozku na frekvenci 150 Hz k vychyleni o 0,5 Hz a d), kde je slozka jiz na spravné
frekvenci). Na prvni pohled je patrna jedna zasadni nevyhoda, tj. Ze zvySenim fadu se do
odhadu PSD pftedstavilo velké mnozstvi Spicek, jejichz pfitomnost jednak zhorsuje
rozptyl odhadu, ale pfedevsim, pokud neni slozeni signalu pfedem znamo, vede
potencialné na chybnou identifikaci téchto Spicek jako dalSich uzkopasmovych slozek. Je
ale mozné velikost téchto pridanych $picek, resp. rozptylu do jisté miry omezit, jak bude
ukazano v podkapitole 4.2.
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Obrazek 4.8  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci Yule-Walkerovy
metody, pro pocet vzorkt N = 1000, f; = 1 kHz a fad modelu p
a) 20; b) 50; ¢) 120; d) 200

Jelikoz metoda Burg je ptibuzna té Yule-Walkerové, vztah pro piiblizné urceni
frekvenéniho rozliSeni zde plati stejny, a tak se daji predpokladat i podobné vlastnosti,
coz je patrné z vysledkli na obrazku 4.9. Pfi stejnych poctech vzorki, jako tomu bylo na
obrazku 4.7 je vidét, ze zména délky signalu nema na frekvenéni rozliSeni opét téméf
zadny vliv. Oproti Yule-Walkerové metod¢ zde piipad a) pro N = 30 vzorki diskutabilné
vykazuje lepsi vlastnosti z hlediska frekvencniho rozliSeni. Totiz rozdil v Sifce pasma
Spicky reprezentujici sinusoidy oproti vyssim poctiim vzorkl je zde mensi, nez tomu bylo
v piipadé Yule-Walkerovy metody. Obdobné jako u Yule-Walkerovy metody lze
rozliseni zvysit navySenim fadu modelu. Jak je vidét z obrazku 4.10, pro Burgovu metodu
jsou $picky podstatné vyrazngjsi. V ptipadé c¢) i d) jsou Spicky na 152 Hz o cca 0,5 Hz
vychyleny, coz odpovida resersi z podkapitoly 3.1.2.
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Obrazek 4.9  Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci Burgovy metody, fad
modelu p = 4; pro pocet vzorki N a)30; b) 100; c) 1000;
d) 10000; f; = 1 kHz
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Obrazek 4.10 Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci Burgovy metody, pro
pocet vzorkit N = 1000, f; = 1 kHz atad modelu p a) 20; b) 50;
) 120;d) 200
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obzvlast v ptipad¢, kdy je PSD zaznamenaného signalu pomérné ¢lenité (¢imz je mysleno
ze na uzkém pasmu se nachazi vicero uzkopasmovych slozek s vétsim dynamickym
odstupem oproti jinak relativné plochému navzorkovanému pasmu) a piedmétem zajmu
je rozlisit uzkopasmové slozky na nizkych kmitoctech. Diky tomu, ze rozliSeni prakticky
nezavisi na poctu vzorkli miizeme zadznam pievzorkovat tak, ze stale splnime vzorkovaci
teorém, ale zuzime pasmo, které musi parametrickd metoda odhadnout. Tim se zvysi
frekvenéni rozliSeni, které je dle vztahu (1.14) zavislé na hodnoté vzorkovaciho kmitoctu.
Naptiklad nize na obrazku 4.11 je odhad stejnych sinusoid jako na obrazku 4.10, ale
zaznam byl filtrovan strmou dolni propusti s meznim kmitoctem na Nyquistové frekvenci
pro novy, polovi¢ni vzorkovaci kmitocet 500 Hz. Tim padem se zachovava kazdy druhy
vzorek. Nyni jsme slozky schopni rozlisit jiz pti fadu modelu p = 60.
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Obrazek 4.11 Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu o vykonu 1 W pomoci Burgovy metody, pro
pocet vzorkit N = 500, f; = 500 Hz a fad modelu p a) 50; b) 60

4.2 Vliv délky signialu a parametri metod na rozptyl a
vychyleni odhadu PSD

Pro zkoumani rozptylu a vychyleni odhadii v zavislosti na délce nejsou kmitoctove blizké
sinusoidu v sumu vhodnym typem signalu. Vhodngjsi bude signal, kde je predmétem
zajmu spiSe tvar PSD, napf. za G¢elem odecteni vykonu na pasmu. JelikoZ se také pfi
analyzach bude mira podobnosti odhadu pravému (teoretickému) PSD posuzovat pomoci
MSE, je tieba signal, jehoz pravé PSD lze ziskat (kuptikladu nelze pravé PSD vytvofit
prumérovanim odhadu, které jsou zatizeny vychylenim) a pouzit pro vypocty. Navic pro
vizudln€ vyrazné vystihnuti vychyleni vlivem prosakovani v odhadech je tfeba signal,
jehoz PSD bude mit velky dynamicky rozsah.

Vsechny tyto pozadavky splituje autoregresni proces, ktery je zde volen ctvrtého tadu,

tedy AR(4), generovan bilym Sumem o vykonu 1,25 mW, s koeficienty
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a, = —3.492; a, = 4769 a; = —3.007;a, = 0.7374. Pro Gely vypodti je témét
pravé PSD generovano jako odhad Burgovy metody fadu p = 4 z milionu vzorku.
Odhady v této kapitole jsou za ucelem ziskani konzistentnich vysledkt tvoieny

Z jedné zaznamenané realizace procesu.
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Obrazek 4.12 Odhady PSD (Cernd) autoregresniho procesu 4. fadu pomoci
periodogramu. Prolozeno pravym PSD (modrd). Pocet pouzitych
vzorkd a) N = 333; b) N =500; ¢) N =1000; d) N = 2000;
fs =1kHz

Na obrazku 4.12 vySe je patrny dopad délky signalu na rozptyl a vychyleni odhadu
pomoci periodogramu. Pti vzajemném porovnani jednotlivych piipada a) az d) je rozptyl
odhadid dle obrazku 4.12 dobfe patrny. S nardstem délky nemaji odhady konzistentni
charakter, mezi pfipady a) a b) odchyleni odhadu nejprve Klesne, v pfipadé c¢) téméef
vymizi a Vv pfipadé d) je opét na stejné urovni jako tomu bylo v piipadé b). Vzhledem
k obsahu podkapitoly 2.1 Ize piedpokladat, ze odhady jsou vychyleny. Kazdopadné pro
posuzovani rozptylu a vychyleni metod bude ziejmé& vhodné vyuzit vicero realizaci
procesu.

Situaci 1épe osvétluje obrazek 4.13 a) na némz je vynesena zavislost MSE odhadii
jedné realizace na poctu vzorkl. Z pribéhu vyplyva to, co uz naznacily odhady na
obrazku 4.12, tj. hodnoty MSE vlivem rozptylu s rostoucim poétem vzorkt kolisavé
naristaji a nasledné se ustali na pfiblizn¢€ konstantni hodnoté. Obrazky 4.13 b), c), d) byly
vytvofeny ze 100 nezavislych realizaci AR(4) procesu za ucelem osamostatnéni
vychyleni odhadt a lepsi vizualizace jejich rozptylu. Z téchto obrazkl je patrné, ze
vychyleni s rostoucim poc¢tem vzorkl klesa. Ptipad b) ilustruje, ze nepiitomnost
vychyleni na obrazku 4.12 ¢) je zavad¢jici a platna pouze pro konkrétni realizaci, coz
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podtrhuje vyhody dostupnosti vicero realizaci procesu. Z toho lze usoudit, ze vétSina
ptispévku hodnoty MSE je déna rozptylem odhadt, ktery se s rostoucim poctem vzorki
ustaluje na konstantni hodnoté. VysSe zminéné potvrzuje informace ziskané b&hem
literarni reserse, totiz Ze periodogram neni statisticky stabilnim (konzistentnim) odhadem
PSD.

MSE [V*/Hz?)
PSD[dB/Hz]

PSD[dB/Hz]
PSD [dB/Hz)

f[Hz] fHz]

Obrazek 4.13 a) Zavislost MSE odhadli PSD autoregresniho procesu 4. fadu
pomoci periodogramu na poctu vzorki od 100 do 20000; b), ¢), d)
Odhady PSD (¢erna) AR(4) pomoci periodogramu pro 100
nezavislych realizaci, jejich primér (Cervena) a pravé PSD
(modra). Pocet pouzitych vzorka b) N = 1000; ¢) N = 10000;
d) N =20000; f; = 1 kHz

Nekteré nedostatky periodogramu lze vyftesit jeho modifikaci okénkovou funkci.
Ocekavat lze zlepSeni predev§im v oblasti vychyleni, jelikoz vétSina vychyleni
V obycejném periodogramu je zpiisobena prosakovanim a okénkové funkce tyto postranni
laloky potlacuji. Do jisté miry se da ocekavat i mirné zlepSeni rozptylu, jelikoZ se zaroven
roz$ifi laloky hlavni a tim se odhad vyhladi.

Na obrazku 4.14 jsou zobrazeny odhady PSD pomoci periodogramu s Hammingovym
oknem pro stejné pocty vzork jako na obrazku 4.12. Pouziti okénkové funkce viditelné
odstranilo vychyleni odhadi, s vyjimkou odhadu a) pro N = 333, takze 1 kdyz je
vychyleni stale zavislé na délce signalu, zac¢ne klesat uz pti malych délkach, coz potvrzuje
1 obrazek 4.15 b), c¢), d). Na ném je vidét pro ptipad b) pii primérovani odhadt 100
realizaci délky N = 1000 jesté¢ mirné vychyleni na vysokych kmitoctech, v pfipadé c) a
d) jiz neni toto vychyleni pfitomno. Potlaceni vychyleni na vysokych kmitoctech se odviji
od vlastnosti okénkové funkce, pfedevSim od hodnoty asymptotického poklesu
postrannich lalokd. Vypis pro jednotlivé funkce je v tabulce 2.1.
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Obrazek 4.14 Odhady PSD (Cernd) autoregresniho procesu 4. fadu pomoci
periodogramu s Hammingovym oknem. Prolozeno pravym PSD
(modra). Pocet pouzitych vzorkd a) N = 333; b) N = 500; c)
N =1000; d) N = 2000; f; = 1 kHz

Pribéh MSE na obrazku 4.15 a) ukazuje, Ze oproti obrazku 4.13 a) pouziti okénkové
funkce ccanad N = 1000 vzorkt minimalizuje ptispévek vychyleni, ktery se projevoval
jako vyrazné $pic¢ky prubéhu. Pribéh MSE s Hammingovym oknem oproti zakladnimu
periodogramu vykazuje vy$$i hodnoty MSE (vzhledem k omezeni vychyleni vlastné
rozptylu) pro velké délky signalu (N = 10000 a vic), naproti tomu dosahuje nizsich
hodnot pro délky kratsi.

Vlastnosti odhadu pomoci Welchovy metody v oblasti rozptylu a vychyleni se pro
danou délku signalu odviji od pouzité okénkové funkce, délky segmentu a piekryvu mezi
segmenty. Okénkova funkce slouzi kromé vyhlazeni dil¢ich odhadli pfedevs§im
K potlaceni jejich vychyleni, tak jak bylo demonstrovano na obrazcich 4.13 a 4.15.

V prvé fadé€ bude pfedmétem zdjmu vliv délky signélu na rozptyl a vychyleni odhadu,
pokud pouzijeme fixni délku jednoho segmentu, ptekryvu a stejnou okénkovou funkci.
Z odhadt na obrazku 4.16 b), c), d) vyplyva, Ze s rostoucim poctem vzorkli dochazi
Kk poklesu rozptylu, coz je dano vlivem primeérovani pii pouziti nardstajiciho poctu
segmentl. Vychyleni je vlivem pouzitého Hannova okna minimalizovéano.
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PSD[dB/HZ]

PSD[dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

250
f[Hz]

f[Hz]

Obrazek 4.15 a) Zavislost MSE odhadli PSD autoregresniho procesu 4. fadu
pomoci periodogramu S Hammingovym oknem na poctu vzorki
od 100 do 20000; b), c), d) Odhady PSD (¢erna) AR(4) pomoci
periodogramu s Hammingovym oknem pro 100 nezavislych
realizaci, jejich primér (Cervend) a pravé PSD (modrd). Pocet
pouzitych vzorkd b) N = 1000; ¢) N = 10000; d) N = 20000;
fs =1kHz

a)

PSD [dB/Hz]

PSD [dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

f[Hz] f[Hz]

Obrazek 4.16 a) Zavislost MSE odhadli PSD autoregresniho procesu 4. tadu
pomoci Welchovy metody na poctu vzorki od 1000 do 20000;
délka segmentu M = 1000; piekryv 50 %; Hannovo okno;
b), ¢), d) Odhady PSD (¢ernd) AR(4) pomoci Welchovy metody
se stejnym nastavenim parametrd. Pocet pouzitych vzorki b) N =
1000; ¢c) N = 3000;d) N = 5000; f; = 1 kHz
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Pribéh na obrazku 4.16 a) dobie ukazuje chovani rozptylu (diky potlaceni vychyleni
tvoti drtivou vétSinu MSE) v zavislosti na poc¢tu vzorkid. Schodovité poklesy v hodnoté
indikuji, kde se do primérovani zapojuje dalsi segment. Dobrého omezeni rozptylu
dosahuje metoda pfi primérovani 10 a vice segmentd, v piipade naroki na vyssi rozliSeni
by mély byt dle pribéhu MSE priimérovany alespon 4 segmenty. Jelikoz se hodnota
rozptylu srostouci délkou asymptoticky blizi nule, Ize odhad Welchovou metodou
oznacit jako statisticky stabilni (konzistentni).

Obdobny dopad na rozptyl odhadu Ize ocekdvat i pii zménach délky segmentu, pii
pevném nastaveni poctu vzorkl, prekryvu a okénkové funkce. S rostouci délkou
segmentu se jejich pocet zmensuje, tim padem se jich primeéruje méng, a dochazi
k narustu rozptylu odhadu, viz obrazek 4.17. Na pribéhu MSE, 4.17 a) je patrné, ze
rozptyl odhadl tvofenych z nizkych pocti segmenti (ptiblizné 5 a mén¢) nabyva stejného
charakteru, jako rozptyl odhadu modifikovaného periodogramu, obrazek 4.15 a), soud¢
dle tvaru kiivek mezi pfechody v poctu segmenti.

a)

<107

PSD [dB/Hz]

f[Hz]

PSD [dBlHz)
PSD [dBiHz]

f[Hz]

Obrazek 4.17 a) Zavislost MSE odhadli PSD autoregresniho procesu 4. fadu
pomoci Welchovy metody na délce segmentu M od 100 do 20000
vzorkd; pocet vzorki signalu N = 20000; piekryv 50 %;
Hannovo okno; b), ¢), d) Odhady PSD (Cernd) AR(4) pomoci
Welchovy metody se stejnymi parametry. Délka segmentii b) N =
1000; ¢) N = 5000;d) N = 10000; f; = 1 kHz

Efekt prekryvu segmentil na hodnotu MSE pii fixnim poctu vzorki a délce segmentu
pro Hannovo a Nuttallovo okno je zobrazen na obrazku 4.18. Byt se pribéhy lisi
v detailech v zavislosti na pouzité okénkové funkci a délce segmentu, jejich spole¢nym
rysem je ustaleni hodnoty MSE (v tomto pfipad¢ opét piredevSim tvoreného rozptylem)
na minimalni hodnoté pro vysoké procento piekryvu, v ptipadé¢ Hannova okna v okoli
prekryvu 62,5 %, v ptipad¢ Nuttallova okna od mirn¢ vys$si hodnoty 70 %. Spole¢né maji
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prabehy také pritomnost lokalniho poklesu rozptylu v blizkém okoli ptekryvu 50 %. Tyto
vysledky podporuji béZné pouzivané hodnoty piekryvu 50 % a 75 %. [5]
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Obrazek 4.18 Zavislost MSE odhadli PSD autoregresniho procesu 4. fadu
pomoci Welchovy metody na piekryvu segmentti od 0 do 100 %;
pocet vzorkd signalu N = 10000; délka segmentu, pouzité okno:
a) M = 1000, Hannovo; b) M = 1000, Nuttallovo; c) M = 500,
Hannovo; d) M = 500, Nuttallovo; f; = 1 kHz

Samoziejmé je také mozné pro konkrétni konfiguraci ostatnich parametrti metody
dosahnout i nizSich hodnot rozptylu, jak indikuje obrazek 4.18 a), kde se minimum
pribéhu pro signdl délky N = 10000 vzorkii o délce segmentu M = 1000 vzorkil za
pouziti Hannova okna nachazi na hodnoté piekryvu 40 %. JelikoZ toto ale plati prave jen
pro danou konfiguraci, je v obecném piipadé pro predvidatelnéjsi vysledek nejlepsi zvolit
vySe zminény prekryv 75 %, potazmo 50 %.

Vliv délky signalu na rozptyl a vychyleni odhadu (pro jednu hodnotu soucinu
NW =3 pii pouziti maximalniho pocétu Slepianovych sekvenci, tj. 5) metody
Multitaper je patrny na obrazku 4.19. Z pribéhti na obrazku plyne, ze zfejmé nedochazi
S nartistem poctu vzorkl k vyraznému poklesu rozptylu, predev§sim je ale ve vSech
ptipadech kromé c) viditelné vychyleni pribéhu na vyssSich kmitoctech. Toto vychyleni
je zpiisobeno nékolika poslednimi pouZzitymi Slepianovymi sekvencemi, jejichZ energie
jiz oproti niz§im sekvencim prosakuje z hlavniho laloku $itky 2W, viz obrazek 2.8. Proto
1ze toto vychyleni omezit odebranim téchto sekvenci z vypoctu odhadu PSD, viz obrazek
4.20, zng&jz plyne, ze odstranéni poslednich 2 az 3 sekvenci vychyleni odhadu na
vysokych kmitoctech vyrazné omezi. Zaroven vSak odstranénim téchto okénkovych
funkci dojde ke zvySeni rozptylu odhadu, viz obrazek 4.21.
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Obrazek 4.19 Odhady PSD (Cernd) autoregresniho procesu 4. fadu pomoci
metody Multitaper, NW = 3, pocet pouzitych sekvenci 5.
Prolozeno pravym PSD (modrd). Pocet pouzitych vzorklu a)
N =333;b) N =500;c) N =1000;d) N = 2000; f; = 1 kHz

Obrazek 4.20 také dobfe demonstruje hlavni mechanismus omezeni rozptylu odhadu
u metody Multitaper, a to je nastaveni parametru W, ktery ptedstavuje polovinu Sitky
pasma hlavniho laloku pouzitych okénkovych funkci (Slepianovych sekvenci). Logicky
tedy vyplyva, Ze ¢im vyss§i bude pro danou fixni délku signdlu hodnota NW, tim nizsi
bude hodnota rozptylu. Pti srovnani pfipada a), ¢), kde NW = 3 s ptipady b), d), kde
NW = 10, je u odhadt s vyssi pouzitou hodnotou sou¢inu NW viditelné¢ omezen rozptyl.
Je zde ovSem patrny problém, dobie viditelny na nizkych kmitoctech ve spektru ptipadi
b) a d). Vlivem velké S$ifky hlavniho laloku okénkovych funkci doslo ke snizeni
frekvenéniho rozliSeni a tim 1 ku vyhlazeni tvarované ¢asti PSD na nizkych kmitoctech.
Timto doslo sniZzenim rozptylu odhadu ku zvySeni jeho vychyleni, a to i v pfipadé, Ze
vychyleni na vysokych kmito¢tech vlivem prosakovani je potlaceno, viz obrazek 4.20 d).
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a) B

PSD [dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

PSD [dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

Obrazek 4.20 Odhady PSD (Cernd) AR (4) pomoci metody Multitaper pro 100
nezavislych realizaci, jejich primér (Cervend) a pravé PSD
(modrd). Pouzitad délka signalu N = 500 vzorkl;, parametry:
a) NW = 3, sekvenci: 5; b) NW = 10, sekvenci: 19;c) NW = 3,
sekvenci: 3; d) NW = 10, sekvenci: 16; f, = 1 kHz

Ke stejnym zavérim lze dospét 1 posouzenim zavislosti MSE na délce signélu,
obrazek 4.21, pro stejné parametry metody, jako na obrazku 4.20. Z prib¢ht je patrné, Ze
odebranim prosakujicich sekvenci doslo ke zvySeni hodnoty rozptylu, ktera pro konkrétni
nastaveni sou¢inu NW je pro kratké signaly (pod N = 1000) vysoka, v okoli N = 1000
dosahuje minima, a predevsim pak s rostouci délkou nartsta, az se ustali v okoli hodnoty,
ktera se odviji od pouzit¢tho NW (opét, ¢im vyssi je NW, tim niZsi je rozptyl odhadu). Je
ziejmé, ze pro NW = 10 nedojde k tak velkému naristu rozptylu jako pro NW = 3,
jelikoz pfi vétSim mmnoZstvi pouZitych sekvenci je odebrani nckolika poslednich
z hlediska vyhlazeni odhadu méné vyznamné (odhad se potad okénkuje 16 sekvencemi).
Zaroven je také v piipadé d) na prub&hu pro kratké délky signalu (pod N = 1000) patrna
pfitomnost vychyleni zptisobené¢ho nizkym rozliSenim odhadu, jako nartst hodnot MSE.
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Obrazek 4.21 Zéavislost MSE na délce signalu pro odhady PSD pomoci metody
Multitaper pro N od 100 do 20000. Pouzité parametry: a) NW =
3, sekvenci: 5; b) NW = 10, sekvenci: 19; ¢) NW = 3, sekvenci:
3;d) NW = 10, sekvenci: 16; f, = 1 kHz

Chovani rozptylu a vychyleni jednotlivych odhadd vytvofenych pomoci metody
Yule-Walker je vidét na obrazku 4.22. Pro zjednoduseni v tomto piipadé piredpokladame
znalost vhodného fadu odhadu (fddu p = 4) a zamétujeme se tedy pouze na vliv délky
signalu. Obrazek 4.22 sam o sob¢ nepodava o vztahu mezi délkou signélu a rozptylem a
vychylenim odhadu p#ili§ dobrou piedstavu. Je vidno, Ze pro délky, jez byly zvoleny jsou
odhady zasazeny chybou stfidave jak na nizkych (ptipad a)), tak na vysokych (ptipad b))
kmitoctech, taktéz dochazi v rizné mire k vychyleni na kmitoctové ose (pii pohledu na
pozice dvou Spi¢ek PSD na nizkych kmitoctech).

Lepsi predstavu proto poskytuje obrazek 4.23, kde konkrétné 4.23 a) udava zavislost
MSE odhadua tvotenych z jedné realizace procesu na poctu pouzitych vzorku. Je zde
patrné vyrazné maximum MSE pro velmi kratkou délku signalu, do N = 85. Pro vétsi
pocty vzorkl se sice hodnota MSE jako takova drzi nizkych hodnot, oviem ty chaoticky
kolisaji, coz odpovida vysledkiim z obrazku 4.22. Jde tedy o skute¢nost, Ze pokud odhad
provadime pomoci Yule-Walkerovy metody z jedné realizace procesu, odhad se muze
mirné lisit 1 pfi zméné délky o né€kolik vzorkid. Na viné je uz na obrazku 4.22 viditelné
kmitoctové vychyleni $pi¢ek na nizkych kmitoctech odhadovaného PSD.
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Obrazek 4.22 Odhady PSD (Cernd) autoregresniho procesu 4. fadu pomoci
metody Yule-Walker, fad odhadu p = 4. ProloZeno pravym PSD
(modra). Pocet pouzitych vzorkti a) N =50; b) N = 200; c)
N =500;d) N =1000; f; =1 kHz

%10

MSE [V*/Hz?]
w S (¢, ()]

N

PSD [dB/Hz]

Obrazek 4.23

PSD [dB/Hz]

PSD [dB/Hz]

b)

a) Zavislost MSE odhadii PSD jedné realizace autoregresniho
procesu 4. fadu pomoci Yule-Walkerovy metody na poctu vzorki
0d 5 do 20000; b), ¢), d) Odhady PSD (Eernd) AR (4) pomoci Yule-
Walkerovy metody pro 100 nezavislych realizaci, jejich pramér
(Cervend) a pravé PSD (modrd). Pocet pouzitych vzorkl b)
N =50;c) N =1000;d) N = 20000; f; =1 kHz
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Spektralni odhady na obrazcich 4.23 b), ¢), d) v kombinaci s vySe zminénym
objasiiuji, Ze z obecného pohledu s rostoucim poctem vzorkl vychyleni odhadu klesé a
klesa i jejich rozptyl. Problémem ale zistava vychyleni na frekvencni ose (neschopnost
odhadu vystihnout $picky PSD na nizkych kmitoctech na jejich spravnych pozicich), kdy
jenom Cast realizaci je schopna vérné vystihnout tvar spektra jako takovy. Toto vede
k pfesvédceni, ze v ptipadé pouziti Yule-Walkerovy metody je tieba zvolit za ucelem
odstranéni téchto problému vyssi fad modelu. Napf. kritérium AIC doporucuje pro tento
odhad tad modelu p = 8.

Vliv fadu AR modelu na rozptyl a vychyleni odhadu je ilustrovan na obrazku 4.24 a),
kde vidime, Ze MSE je pro piili§ nizké fady vzhledem k poc¢tu vzorka (N = 1000), do
p = 8, vysoké, ovlivnéno vychylenim odhadu z diivodu neschopnosti vystihnout v§echny
tvary ve spektru. Pro fady vyssi nez p = 8 s naristem fadu narista i MSE, piedevsim pak
od p = 50 rozptyl odhadu, vyvolany pfidanim nadbytecnych $picek do spektra. Ptiblizné
od fadu modelu p = 500, ktery odpovida poloviné dostupnych vzorki, se MSE ustali na
priblizné konstantni hodnoté. Co je ale dilezitym poznatkem o fadu modelu, viditelnym
na obrazku 4.24 c), zvySeni fadu mé za nasledek odstranéni kmitoctového vychyleni
(viditelné na nizkych kmitoétech), samoziejmé za cenu navySeni rozptylu. Jak pak
ukazuje obrazek 4.24 d), rozptyl odhadi a vychyleni maji potom stejné chovani
v zavislosti na délce jako tomu bylo pro nizké fady, tj. s rostouci délkou klesaji.

’ a b)
x10-3

MSE [V4Hz%)
PSD [dB/Hz]

(0] 200 400 600 800 1000

PSD [dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

Obrazek 4.24 a) Zavislost MSE odhadi PSD jedné realizace autoregresniho
procesu 4. fadu pomoci Yule-Walkerovy metody na fadu modelu
od 1 do 300; N = 1000 b), ¢), d) Odhady PSD (¢ernd) AR(4)
pomoci Yule-Walkerovy metody pro 100 nezavislych realizaci,
jejich pramér (Cervend) a pravé PSD (modrd). Pocet pouzitych
vzorkt a fad modelu b) N = 1000,p = 3; ¢) N = 1000, p = 40;
d) N =5000,p = 120; f; = 1 kHz
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Vyse zminéné poznatky lze potom vyuzit pifi snaze dosdhnout co nejvétsiho
frekvenéniho rozliSeni pro odliSeni dvou blizkych uzkopdsmovych slozek. NavySeni
rozliSeni se dosdhne zvySenim fadu modelu a troven nadbytec¢nych Spicek, viz obrazek
4.8, 1ze potlacit vypoctem odhadu z vétsSiho poctu vzorkd.

Rozptyl a vychyleni odhadt PSD jedné realizace AR(4) procesu pomoci Burgovy
metody miizeme pozorovat na obrazku 4.25, kde stejné jako u predchozi metody
predpokladame pro zjednodusSeni a izolaci vlivu délky signalu fad modelu p = 4. Jak je
na obrazku patrné, odhady téméf nevykazuji vychyleni na vysokych kmitoctech.
V piipadé a) je pfitomna na vysokych kmito¢tech sice chyba, ovSem ve srovnani s Yule-
Walkerovou metodou je drobna. Na nizkych kmitoc¢tech pii pouziti nizkého poctu vzorkia
je patrné kmitoCtové vychyleni Spicek, ovSem mensi, nez tomu bylo v ptipadé Yule-
Walkerovy metody. Tato chyba odhadu s rostoucim poétem vzorki vymizi, zda se tedy,
ze tad p = 4 je zde dostatecny.

Stoji tedy za povSimnuti, Ze Burgova metoda ve srovnani s Yule-Walkerovou dokaze
pfi vhodném fadu vérnéji vystihnout tvar PSD pfi pouziti nizkého poctu vzorki.
Schopnost poskytnout vyhlazeny odhad potvrzuje i pruibéh MSE v zavislosti na poctu
vzorkid na obrazku 4.26, pro velmi kratkou délku zdznamu (N < 80) je MSE vysoké,
vys$si nez v ptipad¢ metody Yule-Walker. Poté ale rapidné klesad a od N = 150 se MSE
udrzuje na konstantni nizké hodnoté.

a)

PSD [dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

o] 100 200 300 400 500
f[Hz) f[Hz]

a a)

PSD [dB/Hz)

0 100 200 300 400 500
fHz] f [Hz]

Obrazek 4.25 Odhady PSD (Cernd) autoregresniho procesu 4. fadu pomoci
Burgovy metody, p = 4. Prolozeno pravym PSD (modra). Pocet
pouzitych vzorki a) N =50; b) N =200; ¢c) N =500; d)
N =1000; f, = 1 kHz
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Obrazek 4.26 a) Zavislost MSE odhadii PSD jedné realizace autoregresniho
procesu 4. fadu pomoci Yule-Walkerovy metody na poctu vzorki
od 5 do 20000; b) detail prubéhu pro N od 5do 500; f; = 1 kHz

Vyse uvedené znaci, Ze z pohledu rozptylu (jelikoZ vychyleni prakticky vymizi) je pii
spravné volbé fadu modelu Burgova metoda pro urceni tvaru PSD velmi vyhodna. Ma
vSak stile problém s kmitoctovym vychylenim, které se projevuje pii modelovani
vyraznych uzkopasmovych slozek, coz bude ptredvedeno v nésledujici podkapitole.

Pro lepsi ptedstavu o chovani rozptylu a vychyleni Burgovy metody viz obrazek 4.27.
Nartst poc¢tu vzorki zpisobi vymizeni vychyleni na nizkych kmitoctech, kdy v ptipadé
b) uz téméf neni viditelné. Rozptyl odhadt pak dle ocekavani s délkou klesa na velmi
nizkou hodnotu, coz je dano 1 pro AR model vhodnym tvarem odhadovaného spektra, viz

podkapitola 3.2.
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Obrazek 4.27 Odhady PSD (¢ernd) AR(4) pomoci Burgovy metody pro 100
nezavislych realizaci, jejich primér (Cervend) a pravé PSD
(modré). Rad modelu p = 4, poéet pouzitych vzorkti a) N = 50;
b) N = 200;c) N =500;d) N =1000; f; =1kHz
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Co se tyce vlastnosti Burgovy metody v zavislosti na fadu autoregresniho modelu, ty
jsou ilustrovany obrazkem 4.28. Pribéh MSE v zavislosti na fadu modelu, obrazek 4.28
a), vykazuje podobné vlastnosti tomu u metody Yule-Walker, tj. dokud je fad pfilis nizky,
je odhad vychylen, jelikoz model nedovede reprezentovat vSechny tvary ve spektru, viz
obrazek 4.28 b). Pii nariistajicim fadu odhadu naristd i jeho rozptyl, kvili pfitomnosti
vétsiho poctu Spicek v PSD. Rozdilem je zde strmost narustu MSE, kdy pro fady do p =
500, tj. poloviny vzorku signalu, je u Burgovy metody tato hodnota srovnatelna
s ptipadem Yule-Walkerovy metody. Piili§ vysoky fad (p > 500) ma za nasledek rapidni
narust MSE, jehoz hodnoty se pohybuji o fad vySe nez u Yule-Walkerovy metody. Z toho
vyplyva, Ze je vhodné fad volit maximdln¢ do poloviny hodnoty poctu vzorkl. Pro
ilustraci odhadu s pfili§ vysokym fadem viz obrazek 4.28 c). Je zde taky patrné pro
Burgovu metodu typické sté€peni Spicek odhadovaného spektra, kdy z odhadii nékterych
realizaci (¢erné prubehy) na pozici $picky na 80 Hz je na této frekvenci patrny dulek
obklopeny vys$s$imi Spickami. Obdobné jako u ptfedchozi metody, pokud je tad takto
zvySen za ucelem vysSiho frekvenéniho rozliSeni, 1ze nezadouci vychyleni a rozptyl
omezit potizenim vétsi délky zaznamu, viz obrazek 4.28 d).
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Obrazek 4.28 a) Zavislost MSE odhadi PSD jedné realizace autoregresniho
procesu 4. fadu pomoci Burgovy metody na fadu modelu od 1 do
300; N = 1000 b), c), d) Odhady PSD (¢ernd) AR(4) pomoci
Burgovy metody pro 100 nezavislych realizaci, jejich primér
(¢ervend) a pravé PSD (modrd). Pocet pouzitych vzorkil a fad
modelu b) N = 1000,p = 3; ¢) N = 50,p = 40; d) N = 1000,
p=40; f, =1kHz
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4.3 VIliv hodnoty SNR na vlastnosti odhadu PSD, rozlisitelnost
uzkopasmovych slozek na Sumovém pozadi

V z4jmu piehlednosti je vliv odstupu signdlu a Sumu na vlastnosti odhadu diskutovan
zvlast, v téchto nasledujicich podkapitolach. Pro posuzovani frekvencniho rozliseni bude
opét pouzita smes sinusoid a bilého Sumu, jelikoz jSou na tomto typu signalu zmény
v rozliSeni dobfe viditelné. Pti pozorovani ostatnich vlastnosti odhadu se dobte uplatni
signal stvarovanym spektrem, ktery je smési uzite¢né slozky a nezadouciho Sumu.
Takovym signalem je napiiklad linkovy kod Manchester (zde pro posloupnost 200
pseudonahodné generovanych bitt, na bit pfipada 100 vzork), u néjz je znam teoreticky
tvar PSD, ktery lze tedy pouzit jako vizualni referenci. Teoretické PSD pro kod
Manchester lze vypocitat dle [14]

fT nfT
Smanchester [f] = AZTbSinC2 ( I; b) sin? (%) , (4-1)

kde A predstavuje maximalni hodnotu signalu (hodnotu logickych trovni) a T}, je doba
trvani jednoho bitu. Pro jednoduchost jsou v textu hodnoty voleny jako 1.
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Obrazek 4.29 Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a
152 Hz v bilém Sumu pomoci periodogramu, za pouziti poctu
vzorki N =1000; vykon Sumu a SNR: a) P =32W,
SNR = —12dB; b) P=8W, SNR= —6dB; c) P=2W,
SNR=0dB;d)P=0.2W,SNR =10dB; f; =1kHz
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U odhadu vytvofeného metodou periodogramu, obdobné i modifikovaného
periodogramu lze oc¢ekavat, ze dopad SNR na frekvenéni rozliseni samotné bude nulovy.
Na obrazku 4.29 vyse se toto potvrzuje, frekvencni rozliSeni se neméni. OvSem co se tyce
schopnosti rozliSit sinusoidy v Sumu, je na obrazku patrné, ze vyssi vykon Sumu
samoziejm¢ znamend narust jeho spektralni vykonové hustoty. To miize vést k tomu, Ze
jsou sinusoidy od Sumu neodliSitelné, jelikoz nahodné Spicky zptisobené Sumem se blizi
urovni skute¢nych sinusoid.

Problém, ktery pfedstavuje narlstajici uroven piidavného Sumu ilustruje obrazek
4.31. Jelikoz s klesajicim SNR nartistd uroven Sumového pozadi, znamena to, ze pokud
je cast spektra pod Grovni Sumu, nejsme schopni ji odhadem PSD zobrazit. Zaroven vSak
ale odhad sam neni nijak zasazen, co se ty¢e rozptylu a vychyleni. Odchylku odhadu od
teoretické hodnoty PSD v tomto ptipadé nelze povazovat za vychyleni, jelikoz metoda
spravn¢ zobrazuje uroven Sumu v dané ¢asti spektra.

U metod zalozenych na aplikaci DFT pfimo na data existuji ale dva zpuisoby, jak
v odhadu PSD zvyraznit sinusoidy oproti Sumu. Jde o fakt, ze PSD zobrazuje vykonovou
hustotu ve spektru. Coz znamena, ze pokud ma Sirokopasmovy Sum dany celkovy vykon,
tak i pfi zméné poctu vzorkl zachovava stejnou troven hustoty, jelikoz jde stale o stejné
pasmo navzorkovanych kmitoctti. Kdezto u uzkopasmové slozky dojde ke zméné Sitky
pasma hlavniho laloku, a tim se jeji hustota zméni. Tedy mtizeme izkopasmovou slozku
zvyraznit tim, ze pofidime vétsi pocet vzorkl pifi zachovani stejného vzorkovaciho
kmitoctu, viz obrazek 4.30 a), kde zdesetinasobeni poétu vzorkd vede k narustu hustoty
uzkopéasmovych slozek o 10 dB, ve srovnani s obrazkem 4.29 a). Druhou moznosti je
snizit uroven hustoty Sumu, ¢ehoz mizeme docilit navySenim vzorkovaciho kmitoctu,
jelikoz pak se vykon rozprostird na vétSim pasmu. Toto ovSem povede na pokles
vykonové hustoty v celém spektru, a tak je tfeba stejnou mérou navysit i pocet vzork,
coz zajisti, ze uzkopasmova slozka si udrzi stejnou Groven, viz obrazek 4.30 b), kde
zdesetinasobeni vzorkovaciho kmitoétu a zaroven zdesetinasobeni poc¢tu vzorkl vede na

pokles vykonové hustoty Sumu o 10 dB.
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Obrazek 4.30 Stejny odhad PSD jako na obrazku 4.29 a) pro pocet vzorku a
vzorkovaci kmitocet: a) N = 10000, f; = 1 kHz;b) N = 10000,
fs = 10 kHz;

70



PSD [dB/Hz]
PSD [dB/Hz]

PSD [dB/Hz]

N
o
PSD [dB/Hz]
Lo
(=)

Obrazek 4.31 Odhady PSD (¢erna) kodu Manchester s pfidavnym bilym Sumem
pomoci periodogramu modifikovaného Hannovym oknem;
proloZzeno teoretickym (idedlnim) PSD (modrd). Pocet vzorka
N = 2000; SNR: a) SNR= —12dB; b) SNR= —6dB; ¢)
SNR =0dB;d)SNR =10dB; f, =100 Hz

V ptipadé¢ Welchovy metody a metody Multitaper je dopad SNR na frekven¢ni
rozliSeni stejny jako vyse, tj. nulovy, jelikoZ v obou piipadech se jednd o modifikované
periodogramy. V ¢em ale maji tyto metody oproti modifikovanému periodogramu
vyhodu je pouziti primérovani, které sice neovlivni rozliSeni odhadu, avSak vyzdvihne
sinusoidy v porovnani se Sumem, viz obrazek 4.32. Respektive se primérovanim vyhladi
Spicky zptisobené Sumem, tedy se omezi rozptyl odhadu.

Je také tfeba si uvédomit, ze napf. u Welchovy metody je pro zachovani rozliSeni
tteba poftidit vétsi délku zdznamu, aby byla k dispozici data pro primérovani, resp. se
zvysil pocet segmentu, které se praméruji, viz obrazky 4.32 a) a b). U metody Multitaper
se primeéruje tolik odhadu, kolik je pfi vypoctu odhadu pouzito Slepianovych sekvenci.
Jelikoz navyseni jejich po¢tu vede ku sniZeni rozliseni, viz pfedchozi dvé podkapitoly, je
opét tieba pro zachovani ptijatelného rozliSeni potidit vétsi délku zdznamu, viz obrazky
4.32 c) ad).

Primérovani odhadi pouzité¢ v téchto metodach samoziejmé nepomiize se
zobrazenim c¢asti spektra, které jsou pod trovni Sumového pozadi, viz obrazek 4.33. Ve
srovnani s obrazkem 4.31 ale primérovani napomtize k vyhlazenéjSimu odhadu PSD
(omezeni rozptylu), coz je v ptipad¢ tvarovanych spekter zddouci.
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Obrazek 4.32
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Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmito¢tech 150 a
152 Hz vbilém Sumu o vykonu 32W, SNR = —12dB,
Welchova metoda, trojuhelnikové okno, délka segmentu M =
1000, ptekryv 75 %, pocet vzorkt a) N = 2000 b) N = 5000;
metoda Multitaper, pocet vzorki N = 3000 c) NW =2,
sekvenci: 3; d) NW = 3, sekvenci: 5; f; = 1 kHz
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Obrazek 4.33
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Odhady PSD (Cerna) kodu Manchester s pfidavnym bilym Sumem,
prolozeno teoretickym (idedlnim) PSD (modrd). Odhady pomoci
Welchovy metody, N = 5000, M = 2000, ptekryv 75 % a)
SNR = —12dB; b) SNR = 0dB; Odhady pomoci metody
Multitaper, N = 2000, NW = 3, pouzité sekvence: 3 ¢) SNR =
—12dB;d) SNR =0dB; f; =100 Hz
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Jak jiz bylo zminovano, frekvencni rozliseni metod vyuzivajicich autoregresniho
modelovani, tj. Yule-Walkerova a Burgova metoda, zavisi na fadu modelu, a pravé
hodnot¢ SNR. Na obrazku 4.35 na nasledujici strané potom vidno jak se s klesajicim SNR
zlepsuje frekvencni rozliseni odhadti PSD. U odhadii vytvoienych pomoci Burgovy jsou
sinusoidy 1épe rozlisitelné i pfi vyss$i mife zaSuméni, nez u Yule-Walkerovy metody
(srovnani ptipadi b) a f)), jelikoz Burgova metoda ma tendenci produkovat vyrazné uzké
S$picky, coz se velmi viditeln€ projevuje v ptipadech g) a h). Problémem muize byt jejich
kmitoc¢tové vychyleni, které se pro sinusoidu na f = 152 Hz pohybuje od jejiho
zobrazeni v piipad¢ f) mezi 0,5 az 1 Hz. Sinusoida na f = 150 Hz vychylena neni, coz
¢ini rozpoznani tohoto jevu problematickym.
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Obrazek 4.34 Odhady PSD (€ernd) kédu Manchester s ptidavnym bilym Sumem,
prolozeno teoretickym (idedlnim) PSD (modrd). Odhady pomoci
Yule-Walkerovy metody, N = 2000, p =60, a) SNR =
—12 dB; b) SNR = 0dB; Odhady pomoci metody Burg, N =
2000,p = 60,¢) SNR = —12dB;d) SNR =0dB; f; = 100 Hz

Obrazek 4.34 v prvni fadé ukazuje, Ze odhady pomoci Yule-Walkerovy a Burgovy
metody vykazuji pii daném nastaveni (velka délka signalu, stejny nepfiili§ vysoky fad
modelu, dynamicky rozsah vzhledem k urovni Sumového pozadi nedostate¢ny pro
projeveni vychyleni Yule-Walkerovy metody) stejné vlastnosti natolik, Ze jsou odhady
Vtomto piipadé totozné. Primarnim ucelem tohoto obrdzku je demonstrovat, ze se
parametrické metody i ptes odlisnost vypoctu fidi z hlediska tirovné Sumového pozadi
stejnymi pravidly jako metody DFT. Nejsou tedy schopny rozlisit uziteCnou slozku
signalu, pokud je pod vykonovou tGrovni Sumu. Oproti DFT metodam maji samoziejmeé
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Vv tomto ohledu jesté i nevyhodu v podobé frekvencniho rozliSeni ovlivnéného hodnotou
SNR, jak bylo zminéno vyse. Také se potvrzuje tvrzeni z podkapitoly 3.2, kdy je vidét,
7ze oba odhady pomoci AR modelovani maji tendenci konkavni casti spektra
reprezentovat jako Spicky s konvexnimi stranami, které vykazuji vychyleni na frekven¢ni
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Obrazek 4.35 Odhady PSD dvou sinusoid o vykonu 2 W, na kmitoctech 150 a

152 Hz v bilém Sumu pomoci autoregresniho modelovani, p =
150, N = 1000, Yule-Walkerova metoda a) P =32W,
SNR = —12dB; b) P=8W, SNR= —6dB; c) P=2W,
SNR =0dB; d) P=0.2W, SNR =10 dB; Burgova metoda
e) - h) stejné hodnoty; f; = 1 kHz
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Na obrazku 4.36 mizeme na odhadu jedné zaSuméné sinusoidy vidét, jak pii
kombinaci pfili§ vysokého fadu a vysoké hodnoty SNR miize u Burgovy metody, ptipad
a), dojit k rozstépeni Spicek. Pro srovnani ptipad b) Yule-Walkerova metoda pro stejny
fad modelu. Na ptipadé c) vidime, ze s navySenim poctu vzorki se tento jev omezi, pro
srovnani Yule-Walkerova metoda, ptipad d). Na odhadech Yule-Walkerovou metodou je
vychyleného odhadu autokorelacnich koeficientd, ktery je nutny pro zaruceni jeho
stability.
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Obrazek 4.36 Odhady PSD jedné sinusoidy o vykonu 2 W, na kmitoctu 150 Hz
vbilém Sumu o vykonu 0,02W, SNR =20dB  pomoci
autoregresniho modelovani, p = 240, a) Burgova metoda, N =
500 b) Yule-Walkerova metodam N = 500; c) Burgova metoda,
N = 1000 d) Yule-Walkerova metoda, N = 1000; f; = 1 kHz
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4.4 Shrnuti metod a doporuceni pro nalezeni odhadu PSD

Z vysledkut piechozich podkapitol pro vlastnosti metod vyplyva ve zkratce nasledujici:

Periodogram

Jeho vyhoda spociva jen a pouze v jeho vysokém frekvencnim rozliSeni, které
nezavisi na hodnot¢ SNR. Pii malé délce signalu, kdy se pohybujeme na hranici
rozliSitelnosti slozek jsou ale tyto kmitoCtové vychyleny, z ¢imz je tifeba pocitat.
S nartistajici délkou signalu frekvencni rozliSeni nariista, ale nariista rovnéz i rozptyl
odhadt. Prvnim velkym problémem je jeho vychyleni, které sice s rostouci délkou
vymizi, ale bez pfedchozi znalosti PSD signalu neni jisté, zda odhad nezkresluje. Druhym
problémem je hodnota rozptylu odhadu, kterd s rostouci délkou zaznamu prakticky
neklesa. Periodogram by proto rozhodné nemél byt pouzit pro odhad PSD samostatné,
maximalné v kombinaci se separatnim odhadem metodou, ktera vychyleni nevykazuje a
potlacuje rozptyl. Takto lze vyuzit jeho vysokého rozliSeni, aniz by vznikla mylna
ptfedstava o Urovnich PSD signalu, pfesto je ale jist&j$i za cenu ztraty v rozliSeni pouZit
jeho modifikace.

Modifikovany periodogram

Sdili rozptylové vlastnosti s periodogramem, oproti zakladni verzi je ale vychyleni
vlivem prosakovani omezeno okénkovou funkci. To se ale netykd kmitoctového
vychyleni, v ptipad¢, Ze se délka signalu blizi spodni hranici pro rozliSitelnost slozek
daného signalu. Vybér okénkové funkce je dan pozadavkem na pouziti modifikovaného
periodogramu. Je-li cilem zachovat co nejvyssi frekvencni rozliSeni, volime funkci
s izkym hlavnim lalokem, napf. Hammingovo okno. Chceme-li omezit prosakovani
Vv tésné blizkosti hlavniho laloku (mozné odkryti slozek o niz$i vykonové hustoté) a
zajistit vyhlazengj$i odhad vlivem vétsi Sitky hlavniho laloku, volime napf. Nuttallovo
okno. Nebo pokud je cilem omezit prosakovani napiic¢ spektrem a zaroven zachovat vyssi
rozliSeni neZ pouZitim Nuttallova okna, je vhodna funkce s vysokym asymptotickym
poklesem postrannich lalokd, napif. Hannovo okno. Nevyhodou je, Ze je odhad
neprumérovan, a tak se miZe v zavislosti na realizaci vyskytnout v porovnani s dalSimi
dvéma metodami vysoky rozptyl odhadu.

Welchova metoda

Diky vyuziti primérovani odhadi z nekolika segmenti jeji rozptyl s délkou signalu
klesa a mize byt dale omezen pifekryvem segmentli. Pro universalné nizky rozptyl
(nezavisle na pouzitém okné) je nejvhodnéjsi hodnota 75 %. Nevyhodou je potieba vétsi
délky signalu pro pouziti pii primerovani, pokud ma byt zachovano frekvencni rozlisent,
protoze to se odviji od délky jednoho segmentu. Aby pii primérovani nedochazelo
k systematické chyb¢ (vychyleni) odhadi, je kazdy segment okénkovan, dle stejnych
zasad jako v piedchozim odstavci.
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Je dobré si uvédomit, ze odhad samostatného segmentu je jen modifikovanym
periodogramem, a jako takovy vykazuje jeho narGst rozptylu s délkou signalu. Proto
pokud je to s ohledem na rozliSeni mozné (jelikoz to je dano délkou segmentu), je vhodné
pro vyrazné potlaceni rozptylu primérovat okolo 10 segmentd (minimalné alespon 4).
Samoziejmé pokud se nabizi moznost primérovat segmentl vice, rozptyl bude vice
omezen, byt v menSich krocich. Z neparametrickych metod uvedenych v této praci
dosahuje spolecné s metodou Multitaper nejnizsich rozptyli odhadu, oproti ni je vsak jeji
pouziti snadné&jsi (méné€ nachylné na uzivatelskou chybu nevhodnou volbou parametri),
coz Welchovu metodu ¢ini dobrou volbou pro ziskani vyhlazeného odhadu PSD.

Metoda Multitaper

Obdobn¢ jako Welchova metoda vyuziva k omezeni rozptylu primérovani dil¢ich
odhadti PSD, oproti ni mé ale vyhodu, Ze neni tfeba vétsi délky signalu, jelikoz se
praméruji odhady vytvofené zjediného useku signalu. To je mozné diky pouziti
ortogonalnich Slepianovych sekvenci jako okénkovych funkci. Manipulaci jejich
vlastnosti se potom méni vlastnosti odhadu PSD. Jelikoz jde v podstaté o odhady pomoci
modifikovaného periodogramu, plati, Ze s délkou signalu vzrusta rozptyl odhadu a jeho
frekvencni rozliseni.

Rozliseni pro konkrétni délku signalu je zde nastavovanym parametrem odhadu, kdy
se nastavuje soucin délky signalu a poloviny Sitky pasma hlavniho laloku Slepianovych
sekvenci, NW, pro ktery se bézné voli hodnoty od 1,5 do 20. Od této hodnoty se pfimo
odviji poget pouzitych sekvenci, a tim i pocet praimérovanych odhadt PSD. Cim v&tsi je
NW , tim vice je odhad priimérovan, klesa jeho rozptyl, ale zaroven i frekven¢ni rozliSeni.

S poctem sekvenci je tfeba nakladat s opatrnosti, jelikoZ maximalni pocet sekvenci
pro danou hodnotu NW sice znamena minimalni rozptyl, ale nékolik poslednich
pouzitych sekvenci (zpravidla 2 az 3) vykazuje prosakovani, coz odhad vychyluje. To
predstavuje problém zejména pokud je snahou maximalni frekvencni rozliSeni (NW =
1,5), jelikoZ jsou pouzity jen dvé sekvence a takovy odhad je tim padem vZdy vychylen.
V ptipadé pouziti vétsiho NW, napt. 10, za ucelem vyhlazeni odhadu, ma jiz odstranéni
nejvysSich sekvenci za nésledek omezeni vychyleni, za cenu zvySeni rozptylu. Toto
navyseni je ale pro vy$§si NW minimalni, jelikoz 1 bez nejvyssich sekvenci se prumeéruje
velké mnozstvi dil¢ich odhadu.

Metoda jako takova je tedy vhodna spiSe k ziskani vyhlazeného odhadu PSD, ale diky
moznosti volit frekvenéni rozliSeni pfimo 1ze dosdhnout mezi t€émito pozadavky dobrého
kompromisu. Zaroven je nutné brat v potaz mozné vychyleni metody vlivem
porsakovani, a k jejimu pouziti pro signaly s velkym dynamickym rozsahem PSD
piistupovat obezietné.
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Yule-Walkerova metoda

Jeji hlavni vyhodou je, Ze pii vysokém SNR je schopna poskytnout piijatelné
frekvencni rozliSeni i pii pouziti kratké délky signéalu. Kratkou délkou je zde myslena
takovd, kdy pfevracena hodnota doby zaznamu je fadové srovnatelnd s pozadovanym
rozliSenim pro dany signal, viz podkapitola 3.1.1. Volba vhodného fadu je pro spravny
odhad PSD u parametrickych metod zasadni, bez pfedchozi znalosti signalu a jeho
spektralniho slozeni mtize byt ale obtizna. Jak se v této kapitole ukazalo, i piedpokladany
vhodny fad nemusi byt u této metody dostacujici. Proto je vyhodné pii stanovovani fadu
uvazit kritéria AIC, FPE ¢i obdobné (kritéria maji ale tendenci fad podcenit, pro kratsi
délku zaznamu obzvlast’, viz podkapitola 3.1.1).

V ptipadé, ze je fad modelu pfili§ nizky neni metoda schopna vystihnout vérné tvar
spektra, a tak dochazi k znaénému vychyleni odhadu. RozliSeni odhadu se da zvysit
navySenim fadu modelu p, coz ale zaroven vede K naristu rozptylu odhadd, jelikoz kazdé
dva tady modelu znamenaji dalsi $picku v odhadu PSD. Navyseni rozptylu vlivem
vysokého fadu modelu lze redukovat pouzitim vétsi délky signalu pro vytvoreni odhadu,
coz ale pon¢kud znehodnocuje schopnost metody dosahovat vysokych rozliSeni pro nizké
pocty vzorku. Navic hodnota rozptylu pro odhad z jedné realizace i pii, podle znalosti
signalu, zdanlivé vhodném (ve skutecnosti pfili§ nizkém) fadu modelu nepfedvidatelné
kolisa vlivem kmito¢tového vychyleni Spicek ve spektru, byt je toto kolisani drobné.

Prvni nevyhodou metody tedy je, Ze ji za ucelem dosazeni vysokého rozliSeni lze
efektivné pouzit jen pifi vysokych hodnotach SNR. Druhou, a velmi zasadni nevyhodou
je vychyleni metody, ddno vychylenym vypocétem autokorelac¢nich koeficientt pii
vypoctu koeficientd AR modelu. To sice s rostouci délkou signalu klesa, ale nelze jej pro
libovolnou délku vhodné omezit, ptipadné odstranit. Tteti nevyhodou je, ze metoda 1 pro
teoreticky vhodny fad modelu vykazuje kmitoctové vychyleni Spicek spektra, které je
nutné odstranit zvySenim adu. Ctvrtou nevyhodu pak piedstavuje fakt, ze metoda jiz ze
své podstaty (odhad PSD vytvofenim AR modelu) ma tendenci reprezentovat tvary
v odhadu PSD pomoci Spicek s konvexnimi stranami, které navic mohou vykazovat
vychyleni na kmitoctové ose. TO znamend, ze pro presny odhad konkavnich tvard ve
spektru je tieba velké navysSeni fadu modelu, coZ s sebou nese narist rozptylu z divoda
uvedenych vyse.

Kwvili jejimu vychyleni by méla metoda byt za ucelem ziskani vyhlazeného odhadu
pouZzivana v kombinaci se separatnim odhadem metodou, kterd vychyleni nevykazuje. Ve
vétsiné piipadt je ztoho divodu vhodnéjsi vyuzit Burgovy metody, ktera je navic
schopna dosahnout vysSich rozliSeni.
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Burgova metoda

Vlastnostmi je velmi podobna Yule-Walkerové metod¢. Je ale, jak bylo zminéno,
schopné dosahnout pro kratké signaly vyssich rozliseni, a obecné€ se pomoci ni ve spektru
Iépe rozpoznavaji tzkopasmové slozky, jelikoz ma tendenci je reprezentovat velmi
uzkymi $pickami.

Volba tadu je u Burgovy metody jest¢ podstatnéjsi, nez u Yule-Walkerovy, jelikoz
pro velmi vysoké tady rozptyl odhadu nartsta ve srovnani s ni rapidnéji. Odhad je také
pti vysokém fadu znacné€ vychylen a tvary v ném jsou kviili pfitomnosti velkého mnozstvi
Spicek nerozliSitelné. To 1ze redukovat potizenim vétsi délky zaznamu, ale pokud je cilem
analyzy dosdhnout s malym poctem vzorkl vysokého rozliseni, stejné jako pro predchozi
metodu toto neni idedlni. Proto je vhodné se s volbou fadu omezit maximalné do poloviny
poctu vzork signdlu, jelikoz za touto hranici chyba odhadu rapidn€ nartsta. Pro nizky
fad modelu je odhad taktéz vychylen, jelikoz metoda nedokéaze kvili nizkému poctu poli
v modelu vystihnout vsechny $picky ve spektru.

Vyhoda oproti Yule-Walkerové metodé spociva piedevSim v nizkém vychyleni
metody, pokud je fad volen spravné. To se projevuje jen minimalné pro velmi kratké
signaly, pro ostatni délky odhadu je metoda nevychylena. VSeobecné vykazuje nizkou
hodnotu rozptylu, ktera s rostouci délkou signalu navic ptedvidatelnym zptisobem klesa,
coz ji déla metodou pouzitelnou i pro vyhlazené odhady za ucelem ziskéani tvaru PSD.

Nevyhodou je, opét jako u predchozi metody, potieba vysoké hodnoty SNR pro
dosazeni dostatecného frekvencniho rozliseni odhadu. Stejné tak se i zde vyskytuje potiz
s vystizenim konkéavnich tvard PSD a kmitoctové vychyleni Spicek, ze stejnych diavodi.
Pro Burgovu metodu typickou nevyhodu je Stépeni Spicek, ke kterému dochézi pifi volbé
ptili§ vysokého fadu modelu a jeho vyskyt neni napiic realizacemi konzistentni. Nutnosti
pouziti pfili§ vysokého fadu za Géelem zvySeni rozliSeni se lze vyhnout. Byl uveden
ptiklad pro signaly, kde je pfedmétem z4jmu rozlisit slozky na nizkych kmitoctech
vzorkovaného pasma. Je zvolen n-krat nizsi vzorkovacim kmitocet a signal zfiltrovatan
strmou dolni propusti s meznim kmitoc¢tem na nové Nyquistové frekvenci. Z ptivodniho
zaznamu je ponechan kazdy n-ty vzorek. Tim se rozliSeni parametrickych metod zvysi.

V piipadé, Ze vySe uvedené neni pro dany signal uplatnitelné a je tfeba pokusit se o
dosaZeni rozliSeni navySovanim fadu modelu, je mozno provést odhady dva pomoci
Burgovy i Yule-Walkerovy metody, a ty vzajemné srovnat. Jak totiz bylo feceno vyse,
Yule-Walkerova metoda pii velmi vysokych fadech nevykazuje tak vysoky rozptyl jako
Burgova a netrpi St€penim Spicek ve spektru. Zaroven vsak nemusi byt schopna
doséhnout pozadovaného rozliseni.

Z vyse zminéného vyplyva, ze pii dodrzeni vysSe vyjmenovanych omezeni je metoda
pomérné versatilni a 1ze pomoci ni dosahnout jak odhadu s vysokym rozliSenim (i pro
kratké zaznamy), tak odhadu vyhlazeného.
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Doporuceni pro nalezeni odhadu PSD

Nalezeni spolehlivého odhadu PSD, jak nastinila tato kapitola, spo¢iva v prvni fade
na ucelu provadeéné spektralni analyzy. Na odhad se kladou jiné naroky, pokud je cilem
zjistit kmitoCty uzkopasmovych slozek signalu nez kdyz je cilem vérné vystihnout
celkovy tvar PSD. Proto byl na zakladé poznatkl nasbiranych pfi reSerSi a analyzach
simulovanych signalil vytvofen diagram na obrazku 4.37. Jeho ucelem je napomoct
uzivateli k volbé co nejspolehlivéjsi metody pro dany piipad vlastnosti signalu a ucelu
analyzy. Parametry metod by mé¢ly byt voleny s uvazenim shrnuti jejich vlastnosti vyse
Vv této podkapitole.

Pokyny v diagramu slouzi jako orienta¢ni, jelikoz naptiklad co lze povazovat za
malou délku signalu se méni piipad od piipadu, viz podkapitola 3.1.1. a popis Yule-
Walkerovy metody vyse. Z ditvodu piehlednosti diagramu neni napiiklad uveden ve vétvi
pro vyhlazené odhady vliv SNR. Analyzy v podkapitole 4.3 ukazaly, Ze zvySujici se
uroven Sumu maskuje ¢asti uzite¢ného spektra a zddna z uvazovanych metod pod Sumovy
prah nepronikne, tim padem by volba metody ovlivnéna nebyla.

Doporuceni také neplati absolutn¢ v tom smyslu, ze i metoda, ktera neni pro dany
pripad uvedena mize poskytnout za vhodnych podminek pouzitelny odhad. Piikladem je
neuvedeni Yule-Walkerovy metody pro ptipad vyhlazeného odhadu z kratkého zaznamu.
Klicové jsou ale pravé ony zminované vhodné podminky, protoze v zavislosti na
konkrétnim tvaru PSD metoda miize i nemusi byt schopna dosdhnout dostate¢ného
rozliSeni. Metody uvedené poskytuji v tomto ohledu lepsi vyhlidky, tam kde v tomto
ptipad¢ Yule-Walkerova metoda jiz z pohledu rozliseni selhava je Burgova metoda stale
jesté schopna poskytnout dostate¢né rozliSeni, aby odhad nebyl vyhlazen pfilis.

Obdobné to plati i pro doporuceni tvofena kombinaci metod, napf. pouZiti
modifikovaného periodogramu pro dosaZeni vysokého rozliSeni a zarovenn metody
poskytujici vyhlazeny odhad jako referencni. Pokud doptfedu vime, Ze je dostupna
dostate¢na délka signalu, ze dosahneme nutného rozliseni jen pomoci napi. Welchovy
metody (mysleno tak, ze i pfi prumérovani napi. 10 segmenty je délka segmentu
dostatecnd), neni modifikovany periodogram tieba uplatnit.

Pokud nemame ptedchozi znalost o podobé signalu, vyplati se pouzit pro prvotni
nastinéni jednu z neparametrickych metod vyuZivajici primérovani, nastavenou pro vyssi
rozliSeni (u Welchovy metody vétsi délka segmentu s primérovanim alespon 4 segmentt,
u metody Multitaper nizké NW, napt. 1,5 az 4). Je to proto, ze nevhodnou volbou fadu
parametrické metody (pfi pouziti kritérii lze s urcitou jistotou pouzit i ty, ale na fad
doporuceny kritériem se nelze plné spolehnout) si miZeme pocatecni piedstavu o PSD
daného signalu zkreslit. Stejné tak pouzitim neparametrické metody bez pramérovani, tj.
bez redukce rozptylu odhadu.
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5. ODHADY PSD REALNYCH SIGNALU

Tato kapitola se zabyva ovéfenim vyslovenych doporuceni a poznatkl pro nalezeni
odhadu PSD na redlnych zdznamech signalti. Z diivodu zachovani obecnosti bylo méfitko
na vertikalni ose ponechano jako dB/Hz, byt’ se nyni jednd o hodnoty vztazené k zékladni
jednotce veli¢iny signalu na druhou mocninu. Detailni popis pouzitych signalt se nachazi
v kapitole 7, kde jsou u pievzatych signali uvedeny i piipadné zdroje. Odhady jsou pro
demonstraéni ucely provadény i pro dany ucel nevhodnou metodou, potazmo metodou
vhodnou s nevhodnym nastavenim. Kapitola je ¢lenéna podle doporuceni z kapitoly 4.

5.1 Pozadavek na vysoké rozliSeni odhadu

Jak vypovida nazev podkapitoly, jako prvni se prace zabyva levou polovinou diagramu
navrzenych doporuceni, obrazek 4.37. Za ucelem vytvoreni podminek pro piislusny
scénat se jeden signal mize objevit v riaznych délkach zaznamu.

5.1.1 Délka signalu: velka; Odstup signalu a Sumu: nizky

Jedna se o situaci, kdy ve volbé metody existuje velké mnozstvi volnosti. Jako
doporucena byla zvolena kombinace metod. Dosazeni vysokého frekvenéniho rozliseni
zajisti modifikovany periodogram. Modifikovany proto, ze pouziti obycejného by
zpisobovalo prosakovani, které miize v nékterych piipadech zamaskovat tzkopasmové
slozky na nizSich vykonovych urovnich. Parametrickou metodu v této situaci pro
dosazeni potfebného rozliSeni nevyuzijeme, vzhledem Kk nizkému odstupu signalu a
Sumu.

Referen¢ni odhad poskytne jedna z metod pro vyhlazeny odhad, pro ptipad, Ze by
odhad pomoci mod. periodogramu byl zasaZen rozptylem. Napomiize urcit kde se
nachazi, respektive nenachazi uzkopasmové slozky, jelikoz vyhladi okolni prib¢h. Pro
referenéni odhad je volena Welchova metoda, ale mohou se zde uplatnit i parametrické
metody, jelikoz G¢elem referencniho odhadu neni nutné $picky rozlisit.

Jako ptiklad signalu zde byla zvolena zvukova nahravka tfi toni As(880 Hz),
H5(987,8 Hz), (C¢(1046,5Hz) s Sumem  okolnitho  prosttedi  (Soubor
TriTonyA5H5C6.mat). Na obrazku 5.1 vidime provedené odhady. Diky velké délce
zaznamu dosahuje modifikovany periodogram vysokého rozliSeni, Af = 4,35 Hz, které
je tedy vice nez dostacujici. Zaroven vSak vykazuje odhad vysoky rozptyl hodnot. Praveé
proto je vhodné zobrazit i odhad napt. Welchovou metodou, nastavenou pro vyhlazeni
PSD. Takto je ve vysledku snadné odecist kmitocty hledanych slozek, s jistotou, Ze se
Vv okoli nenachéazi dal$i. Odectené kmitoCty jsou mirn€é vychylené, v fadu desetin az
nizkych jednotek Hz, coz je pfi daném rozsahu vzorkovaného pasma piijatelné.
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Obrazek 5.1  Odhad PSD signalu TriTonyASH5C6.mat pomoci periodogramu
modifikovaného Hammingovym oknem a Welchovy metody,
délka segmentu M = 2500, piekryv 75 % (21 segmenti),
Nuttallovo okno. a) PSD na celém vzorkovaném pasmu; b) detail
na Uzkopdsmové slozky; Pocet vzorkit N = 15000; f;, = 48 kHz
délka zaznamu t = 0,3125 s, Af = 4,35 Hz

V piipadé, ze je k dispozici vétsi délka signdlu, je samoziejmé mozné odecist
kmitocty i pomoci samotné¢ Welchovy metody. Také je mozné prodlouzit segmenty, za
cenu mén¢ vyhlazeného odhadu. 1 tak je tfeba samoziejmé zajistit dostatecné
primérovani, aby slozky vynikly, viz obrazek 5.2, kde maji oba odhady stejné rozliseni,
ale vé&tsi pocet prumérovanych segmentli napomuize slozky zvyraznit vétSim poklesem

arovné PSD mezi nimi.
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Obrazek 5.2  Odhad PSD signalu TriTonyASH5C6.mat pomoci Welchovy
metody a) délka segmentu M = 5000, piekryv 75% (9
segmentl), Nuttallovo okno. Pocet vzorki N = 15000;
T =0,3125s, Af = 17,28 Hz b) délka segmentu M = 5000,
piekryv 75 % (21 segmentil), Nuttallovo okno. Pocet vzorkii N =
30000; f,=48kHz délka zaznamu ¢t =0,625s, Af =
17,28 Hz

Nabizi se myslenka pouzit celou délku zaznamu. V piipade simulovaného signélu by
to nepfedstavovalo problém, zde ale redlnd podstata zdznamu znamend, Ze za slabé
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staciondrni lze signal povazovat jen v kratkych casovych intervalech. 1 v ptipadé
odstranéni trendu z ¢asového prubéhu muze dochazet ke kratkodobym zménam hodnoty
vykonu/rozptylu Sumu. To znamend, ze pokud provadime odhad pomoci Fourierovy
transformace z jednoho velmi dlouhého naméfeného zaznamu, odhad mtize byt vychylen.

Vychyleni zde tedy zavisi na pouzité metodé. To je dobie vidét na obrazku 5.3.
Odhady metod, které pouzivaji Fourierovu transformaci na zaznam jako celek jsou
vychyleny. Vyjimkou mezi neparametrickymi metodami je Welchova metoda, jelikoz ta
tvoti odhady z Casovych tusekl signdlu, kratkodobé zmény v rozptylu Sumu se tedy
projevi jen v nékterych dil¢ich odhadech a jejich vliv je zna¢né omezen ndslednym
prumérovanim. Ob¢& parametrické metody tvofi odhad spravné, jelikoz jej generuji
pomoci modelu, ne pfimou aplikaci na data.

Je tedy tfeba s timto pii odhadu PSD z naméfenych dat pocitat, a pro jistotu odhad
ovétit pomoci jedné z metod vyjmenovanych vtomto odstavci (pozor na Yule-
Walkerovu metodu, jejiz odhad miize byt vychylen, viz shrnuti vlastnosti metod,
podkapitola 4.4), piipadné se omezit na kratsi Giseky zaznamu.
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Obrazek 5.3  Odhad PSD signalu TriTonyA5SH5C6.mat pomoci vSech v praci
uvazovanych metod, plny pocet vzorki N = 190000, f; =
48 kHz,t = 3,958s

Jak bylo zminéno, Ize pouZit jako referenci pro hodnoty odhadu modifikovanym
periodogramem i dal§i metody poskytujici vyhlazeny odhad. U&innost napiiklad
parametrickych metod v tomto sméru naznacuje uz obrazek 5.3. Na obrazku 5.4 jsou
stejné odhady jako na obrazku 5.1, véetné Burgovy metody. V ptipadé a) byl fad modelu
volen podle kritéria AIC, p = 156. Vidime, ze pii tomto fadu poskytuje metoda
vyhlazenéjsi referencni odhad nez Welchova. Na druhou stranu vSechny tfi slozky
reprezentuje jedinou $pi¢kou. Pfi navyseni faduna p = 500 (pocet vzorki je N = 15000,
teoreticky bychom méli byt schopni zvysit fad az do p = 7500 bez vyrazného zhorSeni
rozptylu a vychyleni odhadu, ovSem by se jeho vypovidaci hodnota pfili§ nezlepsila,
akorat by byl odhad vypocetné naro¢néjsi) jsou uz referen¢ni odhady srovnatelné, az na
reprezentaci nejvyse kmitoctové polozené slozky, kdy je Burgovou metodou zobrazena
na kmitoctu vychyleném o cca 20 Hz. Toto ale neptedstavuje problém, jelikoz kmitocty
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slozek maji byt dle doporuceni odecitany z odhadu modifikovanym periodogramem, kde
je kmitoc¢tové vychyleni mensi, viz vyse.

Tedy se potvrzuje, ze ve vybéru metody pro vytvoreni referenéniho vyhlazeného
odhadu mame pfi této kombinaci parametra signalu velkou volnost.

a) b)
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Obrazek 5.4  Odhad PSD signalu TriTonyASH5C6.mat pomoci periodogramu
modifikovaného Hammingovym oknem a Welchovy metody,
délka segmentu M = 2500, piekryv 75 % (21 segmenti),
Nuttallovo okno. a) PSD na celém vzorkovaném pasmu; b) detail
na Uzkopasmové slozky; Pocet vzorkit N = 15000; f;, = 48 kHz
délka zaznamu t = 0,3125 s, Af = 4,35 Hz

5.1.2 Délka signalu: mala; Odstup signalu a Sumu: nizky

Z kombinaci vlastnosti signadlu uvazovanych v praci jde o tu, kde jsme nejvice
limitovani. Uvaha za timto doporugenim je obdobna jako za piedchozim. Pouzijeme
kombinaci metody, ktera je schopna dosahnout vysokého rozliSeni i pro zaSumény signal
(modifikovany periodogram) a metody, ktera je schopna odhad vyhladit. V tomto pfipadé
srovname Welchovu metodu a metodu Multitaper. Jelikoz bude délka zaznamu mala,
nemélo by se u Multitaperu projevit vychyleni vlivem zmén v rozptylu Sumu prostedi.

Pro ndzornost bude pouzit stejny signal jako v pfedchozim piipadé. Omezeni zde
pifichazi v podobé nizké urovné hustoty tzkopasmovych slozek (viz podkapitola 4.3,
obrazek 4.30) v odhadu mod. periodogramu. To znamena, ze se Spicky s klesajicim
poc¢tem vzorkl vice pfiblizi Grovni Sumu. Zaroven jsSme omezeni V nastaveni metod
Welch a Multitaper, kde pro dosazeni kompromisu mezi rozliSenim a vyhlazenim odhadu
mame mnohem mensi volnost nez v predchozim piipadé. Za ucelem omezeni rozptylu se
muze vyplatit vyuzit u Multitaperu maximum dostupnych sekvenci, za cenu navySeni
vychyleni kviili prosakovani.

Na obrazku 5.5 jsou ve vSech pfipadech metody nastaveny tak, aby dochazelo
k pramérovani stejného poc¢tu odhadd, tj. 9. Z odhadu plyne, Ze pro tato nastaveni metoda
Multitaper dosahuje dokonce nizsich rozliseni nez ta Welchova, konkrétné a) Multitaper:
Af = 48 Hz, Welch: Af = 26,2Hz; b) Multitaper: Af =60Hz, Welch:
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Af = 33,23 Hz. Tedy pfiblizné dvakrat horsi, ptiCemz odhad je méné vyhlazen,
napiiklad v ptipad¢ b) v okoli vyzna¢eného bodu dosahuje odhad pomoci Multitaperu
hodnoty PSD srovnatelné s trovni hledané slozky na f = 880 Hz. Za vyhodu mtzeme
povazovat viditeln€jsi separaci mezi slozkami. Oba jevy jsou zplsobeny reprezentaci
slozek PSD jako zatezanych Spicek.

V ptipadé¢ c) ztracime schopnost odlisit slozku na f = 880 Hz od okolniho Sumu, ale
obé metody jsou jeste schopny zvyraznit slozky na vysSich kmitoCtech, byt ve
vyhlazeném odhadu jiz nejsou separovany. TO opodstatiiuje kombinaci téchto metod
s modifikovanym periodogramem. Vidime, Ze v tomto piipadé¢ obé metody podavaji
pfiblizné stejny vysledek. V ptipad¢ d) je jiz zvyraznéni slozek vyhlazenym odhadem
diskutabilni. Je sice patrna vyssi uroven hustoty v oblasti dvou vyssich kmitoctd, ale bez
predchozi znalosti o podstaté¢ signdlu by bylo obtizné rozhodnout, zda se viibec o
uzkopasmové slozky jedna. Odhady obou metod jsou témét totozné. Z vyse uvedenych
davodu se opét jako referenéni vyhlazeny odhad pro tuto variantu parametrti signalu vice
vyplati pouzit Welchovu metodu.
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Obrazek 5.5  Odhad PSD signalu TriTonyASH5C6.mat pomoci periodogramu
modifikovaného Hammingovym oknem; Welchovy metody,
piekryv 75 % (9 segmentt), Nuttallovo okno a metody
Multitaper, NW =5, sekvenci: 9 a) N = 10000, Welch M =
3300; b) N = 8000, Welch M = 2600; ¢c) N = 5000, Welch
M = 1650; d) N = 3000, Welch M = 1000; f; = 48 kHz
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5.1.3 Délka signalu: velka; Odstup signalu a Sumu: vysoky

Pti velké délce signalu jsme ve volbé metody opé€t limitovani jen malo. Samoziejme 1ze
vyuzit 1 pristup vyuzivany doposud, tj. kombinaci mod. periodogramu a referen¢niho
odhadu. Jelikoz je ale odstup signalu a Sumu vysoky, mizeme pro dosazeni vysokého
rozliSeni efektivné vyuzit parametrickych metod. Lepsi volbou je Burgova metoda,
jelikoz odhad nebude na rozdil od Yule-Walkerovy vychylen a velka délka signalu omezi
ptipadné $tépeni Spic¢ek v odhadu PSD.
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Obrazek 56 a) Odhad PSD signalu AMmodulace.mat pomoci Yule-
Walkerovy a Burgovy metody, N = 30000, fad na zaklad¢é AIC,
p = 498 b) Odhad PSD signalu FMmodulace.mat pomoci Yule-
Walkerovy a Burgovy metody, N = 30000, tad na zaklad¢ AIC,
p =498; f, = 1,56 MHz

Pro demonstraci jsou pouzity zaznamy amplitudové a frekvenéné modulované
sinusoidy, kmitocet nosné je fo = 10 kHz, amplitudou 100 mV,,,,. Kmitoc¢et modula¢niho
signalu je f,,, = 1 kHz, v piipadé frekven¢ni modulace je kmito¢tovy zdvih Af = 5 kHz.
Signaly byly navzorkovany kmito¢tem f; = 1,56 MHz, odhadované pasmo je tim padem
V porovnani s pasmem hledaného signalu Siroké. Na obrazku 5.6 a) mizeme vidét odhad
pro AM zobrazujici celé navzorkované pasmo, na obrazku b) pro FM. Vidno, Ze mimo
hledaného uzitecného signalu se v zaznamu nachazi jak tUzkopasmové, tak
Sirokopasmové ruseni (Cast vyznacena). Identifikace jeho pfi€in sice neni pfedmétem
prace, ale jde o vlastnosti signalu, které bychom jen pomoci analyzy v ¢asové doméné
nebyli schopni rozpoznat. Obrazek také ukazuje, ze vychyleni odhadu Yule-Walkerovy
metody ji nedé€la idedlni pro samostatné pouziti, jelikoz v ptipadé b) jsou takto plné
maskovany prvky PSD od 50 do 150 kHz, vice k tomuto problému v sekci 5.2.1.

Obrazek 5.7 nize ukazuje detail na pasmo, ve kterém se nachézi slozky modulaci,
které chceme rozliSit. Jsou zahrnuty 1 odhady pomoci metody Multitaper (délka signdlu
je velka), které poslouzi jako vizualni reference. Na obrazcich a) a b) vidime, ze AIC voli
pro dosazeni pozadovaného rozliSeni ptili§ nizky tad, dle o¢ekavani. Nékolikandsobnym
navySenim fadu dojde k rozliseni slozek v pfipade c) pro AM, ale piipad d) pro FM, kde
by bylo tieba v odhadu reprezentovat vétsi mnozstvi blizkych $picek, rozlisen neni (i kdyz

87



se metod¢ podatilo vérn€ vystihnou obalku slozek). Pfipad e) potom ovéiuje doporuc¢enou
(podkapitola 4.4, sekce pro Burgovu metodu) alternativu dal$iho navyseni fadu. Zde
konkrétné je zaznam zfiltrovan dolni propusti s f,,, = f;/12 a ptevzorkovan na N /6
vzorki se vzorkovacim kmitoc¢tem f; /6. Nyni jsou diky niz$i hodnoté f; slozky v odhadu
parametrickych metod rozliSitelné s vyuzitim ¢tvrtinového tadu. Zaroven se vSak ale
nezménilo rozliSeni Multitaperu, jelikoZ pomér vzorkovaciho kmitoctu a poc¢tu vzorka je

7
zachovan.
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Obrazek 5.7  Odhady PSD signalu AMmodulace.mat pomoci Yule-Walkerovy
a Burgovy metody, N = 15000 a) ¥ad na zaklad¢ AIC, p = 170,
c) fad voleny p = 1000; signalu FMmodulace.mat b) fad na
zakladé AIC, p = 272, d) ad voleny p = 1000; f; = 1,56 MHz;
e) FMmodulace.mat filtrovany strmou dolni propusti s f,, = f;/2
a prevzorkovany na N = 2500, f; = 260 kHz, dle AIC tad p =
253
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5.14 Délka signalu: mald; Odstup signalu a Sumu: vysoky

Navazeme na sekci 5.1.3 pouzitim velmi kratkého useku zdznamu amplitudoveé
modulace. Nejlépe by si z hlediska rozliSeni v tomto piipadé méla dle dosavadnich
vysledku prace vést Burgova metoda. Pro srovnani jsou pouzity i metoda Yule-Walker a
periodogram, ktery z neparametrickych metod dosahuje nejvyssiho rozliSeni.

Na obrazku 5.8 vidime provedené odhady pro zkracujici se délku signalu.
Potfebujeme dosahnout rozliSeni Af = 1 kHz. Periodogram ma pak pro volené délky
signalu rozliSeni a) Af =521Hz, b) Af = 1042 Hz, c) Af = 1563 Hz, d) Af =
1953 Hz. Od piipadu b) tedy neni periodogram schopen slozky rozlisit. Yule-Walkerova
metoda pii téchto odhadech selhava ve vSech ptipadech. Toto je pomérné nevyhodné,
jelikoz jinak nachazi uplatnéni jako kontrola, ze nedoslo k rozstépeni odhadovanych
Spicek u Burgovy metody. Tim paddem se V piipadech, kdy rozliSujeme vicero blizkych
slozek velmi kratkého zaznamu nelze na tuto kontrolu spolehnout.

Burgova metoda dosahuje vysokého rozliSeni az do ptipadu c¢). Z odhadu je ale patrné
vychyleni $picek na frekvencni ose, v ptipad¢ c) jde u slozky na f = 11 kHz 0 pomérné
velkou odchylku 250 Hz. Zavisi tedy na uzivateli a konkrétni aplikaci, jestli je schopnost
Burgovy metody odhadnout pii malé délce zaznamu ptiblizné pozice slozek za cenu
kmitoc¢tového vychyleni vyhodna. Kazdopadné z hlediska dosaZeného rozliSeni pro
kratké signaly s velkym odstupem signalu a Sumu nemé mezi uvazovanymi metodami
konkurenci.
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Obrazek 5.8  Odhady PSD signalu AMmodulace.mat pomoci periodogramu,
Yule-Walkerovy a Burgovy metody a) fad modelu p = 400, N =
3000 b) p = 400, N = 1500 ¢) p = 400, N = 1000 d) p = 400,
N = 800; f, = 1,56 MHz;
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5.2 Pozadavek na vyhlazeny odhad, vérnou reprezentaci PSD

Druhé cast (prava polovina diagramu) navrZzenych doporuceni dle diagramu na obrazku
4.37 je diskutovana v této podkapitole. Do jisté miry se dané problematice vénuji 1 ¢asti
predchozi podkapitoly, kdy bylo tfeba ziskat pro referenéni odhad adekvatné vyhlazeny
prubéh.

5.2.1 Délka signalu: velka; Vliv dynamického rozsahu PSD

Dynamicky rozsah PSD je tfeba zohlednit v pfipadé, kdy se chystame pouzit metodu,
kterd vykazuje vychyleni urovni PSD vlivem prosakovani. Toto je naznaceno uz
v komentafi k obrazku 5.6. Periodogram (ktery vzhledem k jeho v praci diive popsanym
vlastnostem, ptedevs§im rozptylu, pro vyhlazeny odhad netfeba uvazovat, stejné tak jeho
modifikace) a Yule-Walkerova metoda poskytuji vychylené odhady vzdy, byt je velikost
vychyleni nepifimo imérnad délce signalu. I ostatni metody Ize ale vychylit nevhodnou
volbou parametrti, napt. $patnd okénkova funkce u Welchovy metody, pouziti vSech
dostupnych sekvenci u metody Multitaper nebo p#ilis nizkého fadu Burgovy metody. Pro
ptiklad je zvolen zaznam Lednice.mat, jehoz PSD vykazuje vlivem filtrace v nahravacim
zafizeni strmy pokles na kmitoc¢tu f = 7,6 kHz.
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Obrazek 5.9  Odhady PSD signalu Lednice.mat pro N = 5000 vzorkid pomoci
Welchovy a Multitaper metody a) M = 2000, piekryv 75 %,
obdélnikové okno; NW = 4, sekvenci: 7; b) M = 1000, piekryv
75 %, Nuttallovo okno; NW = 10, sekvenci: 16; Odhady pomoci
Burgovy a Yule-Walkerovy metody c¢) p = 40d) dle AIC p =
147; f, = 22,05 kHz;
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Dalsim dobrym piikladem problému, ktery piredstavuje vychyleni metody jsou
zaznamy UnderwaterBPSK1m.mat a UnderwaterBPSK5m.mat. Ty byly pofizeny jako
zaznam digitalni komunikace vyuzivajici modulaci BPSK pomoci akustické viny ve
vodnim prostiedi. Zaznamy se li§i vzdalenosti pfijimace a vysilace, 1 a 5 metrti.
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Obrazek 5.10 Odhady PSD pomoci Burgovy a Yule-Walkerovy metody pro
N = 200000 vzorku a) signal UnderwaterBPSK1m.mat, rad dle
AIC p = 491 b) signal UnderwaterBPSK1m.mat, fad dle AIC
p = 500; f, = 22,05 kHz;

Z obrazku 5.9 c) a d) plyne, Ze Yule-Walkerova metoda je schopna poskytnout
dostate¢n¢ vyhlazeny odhad, ale jeji pouziti je kvili vychyleni odhadu nutné omezit na
signaly, jejichZ PSD ma maly dynamicky rozsah. Navic z vysledkt pfedchozich analyz
toto vychyleni pro mensi délky zaznamu narista. Na obrazku 5.10 potom vidime, ze dle
odhadi pomoci Yule-Walkerovy se oba piipady jevi jako téméf totozné, jen s poklesem
ve spektralni hustoté o cca 20 dB. Pti pouZiti nevychylené metody ale vyplyva, Ze odhad
pro vzdalenost pfijimace a vysilaCe 1 m je mnohem rozmanitéjsi. Obsahuje kromé
druhého harmonického obrazu (f = 60 kHz) i kopie Gtvaru PSD (zakladni kmitocet f, =
30 kHz) na vys$8ich harmonickych kmito¢tech vlivem rezonance. Z toho divodu je
pouziti vychylené metody na signaly s vétSim rozsahem PSD nevhodné a vysledky
analyzy jsou pak zavadégjici.

Pro metodu Multitaper se z obrazka 5.9 a) a b) potvrzuje doporuceni nutnosti vyjmuti
poslednich nékolika Slepianovych sekvenci z vypoctu odhadu. Na obrazku b) se ukazuje,
ze ani doporucované 2 az 3 sekvence nemusi pro vSechny ptipady stacit, odhad je na
vysokych kmitoctech stdle mirné vychylen. To pro jeji samostatné pouziti vyzaduje ze
strany uzivatele vét§i miru opatrnosti nez pro nasledujici metody. Také vidime potvrzeni
doporuceni ohledné pouziti vétsi hodnoty NW pro vyhlazenéjsi PSD vlivem
prumé&rovani. To za cenu poklesu v rozliSeni. V podkapitole 5.1 bylo uvedeno, Ze oproti
Welchové metod€ je tento pokles pro stejny pocet primerovanych dil¢ich odhadi
vyrazn€j$i. Dale také, Zze Multitaper poskytuje v této situaci méné vyhlazeny odhad,
vlivem reprezentace slozek jako zafezanych $picek, coz muze zvyraznit i Slozky tvofené

Sumem.

91



Metoda Burg, obrazky 5.9 ¢) a d), produkuje i pfi nizSim fadu odhad, ktery o PSD
signalu poskytne dobrou pocatecni predstavu. Z hlediska vyhlazeného odhadu tvaru PSD
je fad poskytnuty kritériem AIC dostacujici, coz je vidno i na obrazku 5.10. Vzhledem
k velké délce signalu piipadné navySeni fadu jen piispéje k detailngj$imu odhadu
zvySenim rozliSeni.

Welchovu metodu, obrazky 5.9 a) a b), je obecné velmi obtizné vychylit. Zde to bylo
docileno pouzitim obdélnikového okna, coz je ale ptipad, ktery by pii znalosti vlastnosti
metody nemé¢l nastat. Ve volbé okénkové funkce je tedy vhodné drzet se doporuceni
z podkapitoly 4.4 v sekci pro modifikovany periodogram, uptfednostnit pro vyhlazeni
odhadu a omezeni vychyleni Nuttallovo okno apod. Potvrzuje se vysledek z podkapitoly
4.2: kratsi segmenty vedou na prumérovani vice dil¢ich odhadl, coz vysledny odhad
vyhlazuje diky potlaéeni jejich rozptylu. Opét za cenu poklesu v rozliseni.

Pti velké délce signalu jsou tedy pro obdrzeni vyhlazeného odhadu nejrobustnéjsi
Welchova a Burgova metoda. Navic, jak dokladuje obrazek 5.3, jsou schopny zobrazit
odhad bez vychyleni i v pfipad¢ redlného zaznamu, ktery nemusi na celé¢ své délce
vykazovat vlastnosti slabé stacionarniho procesu.

5.2.2 Délka signalu: mala

V tomto piipad¢ je dilezitym omezenim, Ze metoda musi byt schopna dosdhnout
dostate¢ného vyhlazeni PSD bez znehodnoceni jeho rozliseni. Odhady budou provedeny
na signalu ModemV29.mat, ktery je zaznamem pienosu dat z modemu pracujiciho dle
standardu ITU-T V.29 pies linku pobockové telefonni ustfedny. Signal ma potlacenou
nosnou slozku na kmitoétu f. = 1,7 kHz. Pti pfenosu k pfijimaci prosel signal pAsmovou
propusti s pasmem propustnosti od cca 1100 do 2300 Hz. PSD signalu obsahuje $picky,
pozadavek na jejich rozliSeni bude limitovat minimalni pouZzitelnou délku signalu.

Na obrazku 5.11 a) je pro referenci odhad generovan z plné délky zdznamu. Z néj
plyne, Ze je tfeba rozlisit slozky vzdalené pfiblizné 45 Hz. Z toho lze vyvodit, Zze abychom
se pii pouziti Nuttallova okna pro omezeni vychyleni a vyhlazeni odhadu Welchovy
metody pracovali s malou délkou segmentu (pohybovali se ve srovnatelném fadu jako
nutné rozliSeni) je rozsah pouzitelnych délek segmentu pro dany vzorkovaci kmitocet
ptiblizné¢ od M = 300 do M = 1200 vzorkl. To odpovida dosazitelnym rozliSenim Af =
40,8 Hza Af = 10,2 Hz.

Uvazujme, Zze omezeni poc¢tu vzorkli N je stejné. Na obrazku b) vidime odhad, kdy
Welchova metoda pouziva pouze jeden segment (jde vlastné o modifikovany
periodogram). Slozky jsou sice rozliSeny, ale nasim pozadavkem je, aby byl odhad
vyhlazen, coz viditeln€ splnéno neni. Takto totiz neni omezen rozptyl odhadu. Burgova
metoda ma v tomto pfipad€ fad volen dle kritéria AIC. Potvrzuje se tvrzeni, Ze toto
kritérium ma pro malé délky signalu tendenci fad podcenit, odhad naprosto vyhlazuje vse
nad 2,5 kHz, a slozky v okoli 0,5 kHz jsou reprezentovany pouze jednou Spi¢kou. Tim
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byl dosazen opacény piipad odhadu Welchovou metodou, odhad je ptili§ vyhlazen vlivem

nizkého rozliSeni.
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Odhady PSD signalu ModemV29.mat pomoci Welchovy a

Burgovy metody a) N = 45600, M = 5000, piekryv 75 %,
Nuttall, ¥ad dle AIC p = 500; b) N = 1200, M = 1200, piekryv
75 %, Nuttall, tad dle AIC p = 31; ¢) N = 1200, M = 300,
piekryv 75 %, Nuttall, fad volen p = 250; d) N = 1200, M =
600, prekryv 75 %, Nuttall, fad volen p = 150; e) N = 1200,
M = 500, ptekryv 75 %, Hann, tad volen p = 150; f) N = 1200
z jiné C¢asti ¢asového prubéhu, M = 500, ptekryv 75 %, Hann,
rad volen p = 150; f; = 6,8 kHz;

Obrazek c) ukazuje ptipad, kdy pro zménu vyuzijeme maximalni pocet segmenttl, coz
je vtomto piipadé (M = 300) L = 13, problém je ziejmy na prvni pohled. Byt dle
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teoretického vztahu pro rozliSeni bychom méli byt schopni slozky rozlisit, téméf tomu
tak neni. Vyskytuje se jen velmi mirny naznak pfitomnosti ostatnich slozek v okoli
kmitoctu 500 Hz. Na teoreticky vztah je tedy mozné spolehnout se jen orientacné, dosahli
jsme pomoci néj odhadu, ktery je vyhlazen pfilis. Naproti tomu pro Burgovu metodu byl
Vtomto piipadé¢ fad volen manudlné. Jelikoz bychom se méli ve volbé fadu dle
doporuceni pro zachovani piijatelného rozptylu omezit na f4d modelu maximalné
poloviny vzorkl, p = 600, existuje ve volbé¢ stale velké mnozstvi volnosti. Na teoreticky
vypocet fadu se v tomto piipadé nelze spolehnout, hodnota SNR nam totiz neni dopiedu
znama. V takovém ptipad¢, navic kdyz kritéria selhavaji, je volba vhodného fadu otazkou
piedchozi zkuSenosti uzivatele metody a dolad’ovani opakovanym provadénim odhadu.
V takovéto situaci (mala délka signalu znehodnoti vysledky kritérii, SNR je neznamé) je
tedy vhodné&jsi upfednostnit neparametrickou metodu. Pro piiklad je na obrazku c) volen
fad p = 250, kdy metoda slozky rozlisi, ale zaroven se potykame s odhadem, ktery ma
vy$si rozptyl. Pro danou aplikaci je tedy zfejmé prilis vysoky.

Obrazek d) pak ukazuje kompromis ve volbé délky segmentu u Welchovy metody.
Meélo by byt pro piijatelné omezeni rozptylu dle doporuceni dodrzeno priamérovani
alespoit 4 segmentl. Pokud zvolime M = 600, dosdhneme rozliSeni Af = 20,4 Hz,
prakticky dvojnasobek potfebného teoretického minima a bude se primérovat L =5
segmentl. Slozky v tomto piipadé rozliSime a odhad je ve srovnani s ptipady b) nebo c)
piijateln¢ vyhlazen. Burgova metoda zde vyuziva fad modelu p = 150, odhad je nyni
vice vyhlazen, ale zarovenn se vlivem niz$iho rozliSeni plné nevykresluji ¢asti PSD,
napfiiklad pravé v okoli kmito¢tu 500 Hz.

Obrazek e) ukazuje dalsi alternativu dosazeni kompromisu, oproti ptipadu d) je zde
znamend schopnost dosdhnout vysSiho rozliSeni pfi mensi délce segmentu, v tomto
ptipad¢é dosdhneme totozného rozliSeni uz pti délce M = 500. Takto 1ze primérovat vice
dil¢ich odhadl, zde L =6 a teoreticky tak dosahnout vétSiho omezeni rozptylu.
Z obrazku viak neni ve vyhlazeni odhadu oproti piipadu d) patrny vétsi rozdil. Rad AR
modelu Burgovy metody je stejny jako v piipadé d), p = 150.

Obrazek f) pak ilustruje jiz diive rozebirany problém, tj. za jak reprezentativni lze
povazovat vlastnosti odhadu kratkého tseku signalu, v porovnani s vlastnostmi procesu.
Tyka se to obzvlasté pripadu redlného zdznamu, ktery nemusi na celé své délce vykazovat
stejné statistické vlastnosti, bud’to je zkoumany proces nestacionarni nebo je realizace
slabé stacionarniho procesu misena s nestacionarnimi vlivy okoli. Na tomto obrazku je
odhad pomoci stejné konfigurovanych metod, jako v pfipadé e), ale odhad je proveden
pro stejny pocet vzorklli na jiné ¢asti zaznamu. Oproti piipadu e) se odhad lisi hlavné
Vv okoli kmitoc¢tu 500 Hz, v tomto ¢asovém Useku je hustota vykon na pasmu v porovnani
vys$$i a je pfitomna pouze jedna iizkopasmova slozka.

Ani ptipad e) neni reprezentativni z pohledu primérné vykonové hustoty signalu na
tomto padsmu. Kvili omezené délce zaznamu reprezentuje oproti odhadu z celého
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zaznamu, piipad a), na pasmu v okoli 500 Hz niz§i hustotu vykonu a vyrazngjsi
uzkopasmové slozky. To v zavislosti na ucelu analyzy a typu signalu ovliviiuje pohled na
odhad. Pokud je cilem zjistit primérny vykon signalu v daném ¢asovém useku na pasmu,
kde jeho hodnota kolisa, staci potidit dlouhy zaznam, piipadné vicero kratSich realizaci.
Poté provést odhad jednou z metod uvedenych v komentaii k obrazku 5.3, coz je prave
ptipad pouzitého zdznamu ModemV29.mat. Problémem je samoziejmé, pokud statistické
charakteristiky signalu vykazuji trend, pak primérovani ptredstavu o spektru signdlu
zkresli. Pokud je tedy piedmétem analyzy zkoumani rysi a popis nahodného procesu,
ktery realizace tvofti, Casovou informaci o signalu nelze zanedbat, a je tfeba pouzit Casoveé-
frekvencni analyzu.

Typickym piikladem signalu, kde Ize spektralni analyzu uplatnit za Gcelem odectu
pramérného vykonu na pasmu i v ptipadé€ nestacionarniho procesu je signal EEG. V praci
je pouzit zaznam (EEGrestFiltered.mat) EEG subjektu, kterému je v poloze v leze
pousténa instrumentalni hudba a ma zaviené oci. V této situaci se ocekava zvyseny vykon
na pasmu alfa vin 8-12 Hz, jelikoz je subjekt uvolnény [15]. Z pouzitého signalu je
odstranéno tzkopasmové ruSeni na kmitoctu 50 Hz a byl zfiltrovan Butterworthovym
filtrem s pAsmem propustnosti 1 az 40 Hz. Métené hodnoty jsou V jednotkach pV.

a) b)
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Obrazek 5.12 Odhady PSD signalu EEGrestFiltered.mat pomoci Welchovy
metody a) N = 24000, M = 1000, piekryv 75 %, Nuttall b) N =
16000: 24000, M = 1000, piekryv 75 %, Nuttall; f; = 200 Hz;
Cervené vyznadeno je pasmo alfa vin, na kterém se ode¢ita vykon

Na obrazku 5.12 vidno odhad z plné délky a) a z posledni tietiny b) zaznamu EEG
signalu. O odhadu Welchovy metody zde Ize opravdu uvazovat pouze jako o priméru
spektralni vykonové hustoty v ¢ase. Krom toho, ze se méni celkové rozloZeni spektra se
samoziejm¢ meéni 1 vykon na piislusnych pasmech. Na ¢ervené vyznaCeném pasmu alfa
vin byl primérny relativni vykon vztaZzeny ke zbytku vzorkovaného pasma 32,8%.
V posledni tfetiné zdznamu je relativni vykon 26,9 %. Konkrétnim ptikladem ztracené
Casové informace je tedy v tomto piipadé pokles vykonu na pasmu alfa vin a nartst
vykonu na pasmu 1 az 4 Hz v posledni tfetin¢ zdznamu.
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6. APLIKACE PRO GENEROVANI SPEKTRALNICH
ODHADU

Soucasti zadani prace bylo vytvoreni sady funkci pro generovani odhadi PSD a jejich
vyuziti v aplikaci s grafickym uZivatelskym rozhranim (GUI) vyuzivajicim MATLAB.
Aplikace byla vytvofena pomoci prostfedi App Designeru, ve verzi MATLABu 2022a.
Pti spousténi aplikace pfes soubor *.mlapp, tedy pres prostiedi MATLABu je tfeba mit
nainstalované rozsiteni Communications Toolbox a jim vyzadovanad rozsiteni DSP
System Toolbox a Signal Processing Toolbox. V piipadé spousténi samostatného *.exe
instala¢niho balicku neni vyzadovana instalace MATLABu ani uvedenych rozsifeni, ale
pro jeji spravné fungovani aplikace nainstaluje MATLAB Runtime 9.12.

Aplikace nese nazev SpecAn (Spectral Analysis) a sklada se ze tii zalozek, potazmo
rezimi. K dispozici jsou pro ucely této prace vytvorené algoritmy pro vypocet
jednostrannych odhadt PSD pomoci (modifikovaného) periodogramu a metod Welch,
Blackman-Tukey, Multitaper, Yule-Walker a Burg.

Spravnost vlastnich funkci pro odhad slab¢ stacionarnich signalii byla ovéfovéana na
funkcich poskytovanych prosttedim MATLABu (v pfipadé¢ ze byla dand metoda
k dispozici, coz Blackman-Tukey neni) a obdrzené odhady jsou shodné. Vyjimka nastava
Vv ptipadé metody Multitaper pfi aplikaci na signal, jehoz prubéh nespliiuje na celé délce
zaznamu podminky slabé stacionarity. Pro praci vytvorena funkce custom_mtm.m je
zalozena na pouziti FFT (Fast Fourier Transform, rychld Fourierova transformace) dle
rovnice (2.28), coz pti pouziti na takovyto signal vychyluje odhad. Dle stejného vztahu
jsou dil¢i odhady normovany délenim vlastni hodnotou vektoru pouzité¢ Slepianovy
sekvence. Naproti tomu MATLABem poskytnuta funkce pmtm.m vyuziva namisto FFT
transformaci Chirp Z-transform pouzitim funkce czt.m a odhad se pak tvofi nevychyleny.
Odhady jsou normovany nasobenim vlastni hodnotou. V préci je tedy ponechana verze
metody zaloZend na literarni reSers$i, avSak ve zdrojovém kodu aplikace je v komentati
obsaZen 1 zapis vyuzivajici druhou transformaci a normovani.

Prvnim rezimem aplikace je Parallel methods, jehoz ucelem je zobrazit odhady
pomoci vicero metod najednou a tim umozZnit jejich vzdjemné porovnani. Tento rezim
pracuje s ¢asovymi zaznamy realnych signalti vzorkovanych v zakladnim pasmu, které je
tteba do aplikace importovat ve formatu *.mat. Aplikace dovoli vybér pouze jednoho
souboru. Pro spravné fungovani by *.mat soubor mél obsahovat dvé proménné: ,,A*, coz
je vektor délky N vzorkl, nesouci informaci o okamzité vychylce signdlu a ,.fs, coZ je
vzorkovaci frekvence. Po nacteni souboru aplikace zobrazi ¢asovy prubéh signélu a
vypiSe udaje o poctu vzorkii a vzorkovaci frekvenci. Uzivatel méa také moznost
z nactenych vzorkl vybrat pro zpracovani jen ¢ast, zvolit pocet bodil, na které se odhady
vykresli a prepnout jednotky na vertikalni ose (mezi Units?/Hz a dB /Hz). Nasledné lze
v panelu prislusné metody navolit pro ni relevantni parametry (aplikace uzivatelské
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vstupy omezuje na povoleny format a hodnoty, uzivatele pti nevhodném formatu dat nebo
proménnych v souboru upozorni). Rezim obsahuje i moznost vypoctu kritérii AIC a FPE
pro usnadnéni volby fadu AR modelu u pouzitych parametrickych metod. Parametry
ostatnich metod se v zavislosti na poc¢tu vzorki analyzovaného signdlu pfenastavi
automaticky, dle doporuceni pro vyhlazeny odhad z podkapitoly 4.4. Uzivatel
samoziejm¢é mize do parametri metod zasahovat.

Druhym rezimem je Single method, ktery taktéz pracuje s importovanym zaznamem
signalu. V tomto rezimu je mozno zobrazit pomoci jedné metody tfi separatni odhady,
s moznosti navolit pro kazdy jiné vzorky importovaného signalu, ze kterych se odhad
PSD vypocita. Jinak je princip fungovani obdobny rezimu Parallel methods.

V poslednim rezimu, Overlay analysis, se misto zaznamu pracuje S generatorem
signali. Dostupné jsou dva typy signalu, bud’to smés dvou sinusoid s bilym Sumem
s volbou vSech parametrt signalu nebo AR proces prvniho az ¢tvrtého fadu. V piipadé
AR procesu se signal generuje na zaklad¢ uzivatelem zadanych koeficienti pfenosové
funkce IIR filtru a a vykonu bilého Sumu na jeho vstupu. Pokud neni model stabilni,
aplikace uzivatele upozorni a signal nevygeneruje. Po vytvofeni signalu se zobrazi jeho
casovy prubeh, uzivatel dale zvoli metodu pouzitou pii odhadu a nastavi jeji parametry.

U odhadt Ize nastavit pocet bodii na které se odhad vykresli a pfepnout jednotky
vertikalni osy, obdobn¢ jako u ptedchozich rezimt. Pro odhady PSD AR procesu jsou
oproti sinusoidam k dispozici dal$i moznosti ovladani. Prvni z nich je moznost nastavit
generator nahodnych ¢isel MATLABu do rezimu default, a tim zajistit, ze se odhady
generuji s uplatnénim jedné realizace Sumu. Dale mé uzivatel moznost promitnout do
grafu prabéh teoretického PSD pravé vygenerovaného procesu. Dillezitym ovladacim
prvkem, podle kterého je rezim pojmenovan, je volba poCtu generovanych realizaci
procesu, spoleéné s moznosti vykreslit jejich odhady a prumér. Po stisku tlacitka pro
vygenerovani odhadi se odhady PSD vsech realizaci vykresli do grafu (pravé PSD je
mozno v libovolny okamzik skryt/zobrazit).

Navod k obsluze je uveden v sekci Ptiloha A - Navod k aplikaci SpecAn. Ta obsahuje
pro lepsi predstavu i1 snimky z vytvofené aplikace.
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7. DATABAZE SIGNALU

Vytvofend databaze je kombinaci simulovanych a redlnych signalti vzorkovanych
v zékladnim pasmu. Signaly se li§i v praci uvazovanymi vlastnostmi, kdy vétSinu lze
povazovat za realizace slabé stacionarnich nahodnych procest (u métenych signald jde
jen o predpoklad, jak bylo diskutovano v kapitole 5). Nize je seznam téchto signali
spole¢né s jejich vlastnostmi a popisem. Parametry signalt jsou voleny tak, aby se dobie
projevily odlisné vlastnosti metod. VSechny uvedené polozky jsou obsazeny v pfiloze
prace ve formatu *.mat jako fadkové vektory, spole¢né s jejich vzorkovacim kmitoctem.
Ptevzaté zaznamy, které byly pfili§ datové objemné byly z diivodu omezeni velikosti
ptilohy prace ofezany.

7.1 Simulované signaly

Tyto signaly byly generovany pomoci prosttedi MATLAB, jde o signaly pouzité
v kapitole 4.

Smés dvou sinusoid na blizkych kmito¢tech s aditivnim bilym Sumem
Tyto signaly slouZzily pro posuzovani vlivu parametrt signalu na frekvenéni rozliSeni
odhadu. Jsou vzorkovany kmito¢tem f; = 1kHz a maji délku N = 20000 vzorkd.
Sinusoidy maji kmitocty f; = 150 Hz, f, = 152 Hz, a stejnou amplitudu A = 2 V. Jsou
smiseny s bilym Sumem o ctyfech rtiznych vykonech, aby byly k dispozici zaznamy s
odlisnymi hodnotami SNR. Ty jsou uvedeny v nazvech soubort.
a) DveSinusoidySumSNR-12dB.mat
b) DveSinusoidySumSNR-6dB.mat
c) DveSinusoidySumSNROdB.mat
d) DveSinusoidySumSNR3dB.mat
e) DveSinusoidySumSNR10dB.mat
Autoregresni proces 4. Fadu
Jedna se o ¢ast jedné realizace signalu, ktery byl pouZit pfi posuzovani rozptylu a
vychyleni odhadii PSD. Je vzorkovan kmitoctem f; = 1 kHz a ma délku N = 20000
vzorkid. Pro jeho vygenerovani byla pouzita funkce generate_ AR4.m, kterd je soucasti
vytvorené aplikace. Pouzity proces byl vytvoren jako vystup filtru s nekone¢nou impulsni
odezvou, na jehoz vstupu je bily Sum o vykonu 1,25 mW. Parametry pienosové funkce
jsoua; = —3.492; a, = 4.769;a; = —3.007;a, = 0.7374.
e AR4proces.mat
Linkovy kéd Manchester
Signaly byly pouzity pfi pozorovani vlivu miry zaSuméni na odhad PSD. Generovany
kodovany prabéh je tvotfen 200 pseudonahodnymi bity, kazdy bit je potom reprezentovan
100 vzorky. Pro jednoduchost je f; = 100 Hz a N = 20000. Pribéh nabyva hodnot od
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—1do 1V a je smisen s bilym Sumem o ¢tyfech riznych vykonech, pro zisk zaznami
s odlisnym SNR.

a) LinkovyKodManchesterSNR-12dB.mat

b) LinkovyKodManchesterSNR-6dB.mat

c) LinkovyKodManchesterSNROdB.mat

d) LinkovyKodManchesterSNR10dB.mat

7.2 Zaznamy realnych signalua

Zaznamy signall pofizeny ¢i pievzaty za realnych podminek, pouzity v kapitole 5. U
prevzatych signala je uveden zdroj.

TFi tony
Signal tvoii zvukova nahravka tont A5(880 Hz), H5(987,8 Hz), C¢(1046,5 Hz) z
elektrickych klaves Yamaha PSR-E343, potfizena pomoci jednoho ze dvou mikrofont
zabudovanych v telefonu Redmi Note 10S na vzdalenost 2 m V uzaviené mistnosti,
hlasitosti. Vzorkovaci kmitocet je f; = 48 kHz. Pocet vzorkll zdznamu je N = 190000.
Néhodny proces zde pfedstavuje Sum okoli, ktery pro celou délku signélu nelze povazovat
za slab¢ stacionarni. Tento signal je urcen k ovéfeni doporuceni pro dosazeni vysokého
rozliSeni odhadu pro ptipady dlouhého a kratkého, velmi zaSuméného signalu.
e TriTonyA5B5C6.mat
AM modulace
Signal byl vytvofen pomoci generatoru Agilent 33120A a zaznam pofizen pomoci
USB osciloskopu PicoScope 3206 a pfidruzeného softwaru PicoScope 6, v laboratofi
SE6.129. Jelikoz byl signal pienesen po kabelu, vykazuje vysoky odstup signalu a Sumu.
Jednd se o amplitudové modulovanou sinusoidu, s kmito¢tem nosné f. = 10 kHz,
amplitudou 100 mV,,, a kmitotem modula¢niho signalu f;,, = 1kHz. Signal byl
vzorkovan na kmito¢tu f; = 1,56 MHz a je tvofen N = 78125 vzorky. Takto vysoky
kmitocet byl zvolen z diivodu pofizeni zdznamu vétSiho kmitoCtového pasma. Nahodné
jevy zde ptredstavuji Sum z generatoru a ruseni z okoli méfticiho pracoviste.
e AMmodulace.mat
FM modulace
Signal byl zaznamendn na stejném pracovisti jako piedchozi za co nejshodnégjsich
podminek. Jedna se o frekvencné modulovanou sinusoidu, s kmito¢tem nosné f, =
10 kHz, amplitudou 100 mV,, a kmito¢tem modulacniho signdlu f,, = 1kHz,
kmitoctovy zdvih je Af = 5 kHz. Signal byl vzorkovan na kmitoctu f; = 1,56 MHz a je
tvofen N = 78125 vzorky. Vysoky vzorkovaci kmitocet byl volen ze stejného diivodu
jako vySe. Da se oCekavat obdobnd troven Sumu a podobné zdroje ruSeni.
e FMmodulace.mat
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Kompresorova lednice
Signal je zvukovou nahravkou bézné kompresorové lednice za chodu. Zaznam byl
pofizen pomoci mikrofonu zabudovaného v telefonu Xiaomi Redmi Note 7 na vzdalenost
1 m Vvuzaviené mistnosti, pivodné ve formatu *.wav. Vzorkovaci kmitocet je f; =
22,05 kHz. Pocet vzorkli zdznamu je N = 5000. Hlavnim pfedmétem z4jmu je zde
vyrazny pokles PSD v okoli 7,6 kHz, ke kterému dochézi filtraci signalu v nahravacim
zatizeni. PSD ma pak velky dynamicky rozsah, coz je vhodné pro ukdzku vychyleni
odhadu.
e Lednice.mat
Modem V.29
Zdroj: Applied Signal Technology. (2006). [ITU-T V.29 Modem data over a PBX line].
Nepublikovand hrubé data. Sunnyvale, California, USA. Dostupné z:
http://bard.ece.cornell.edu/downloads/data/modem/modem.html,
Poznamka: Kviili presunuti archivu jsou samotnd data dostupnd z:
http://spib.linse.ufsc.br/modem.html
Pivodni zdznam tvofilo t = 4,75 s pfijatych dat z modemu pracujicim podle
standardu ITU-T V.29, pii bitové rychlosti 9600 bit/s, vyuzivajici digitalni modulaci 16-
QAM. Data byla ptijata pres linku pobockové telefonni ustfedny (PBX). Z pribéhu je
odstranéna nosna slozka na f, = 1,7 kHz, data, kterd jsou autorem oznacena jako
prakticky ndhodna prosla paAsmovou propusti s pAsmem od cca 1100 do 2300 Hz. Pivodni
posloupnost byla pasmové vzorkovana kmitoctem f; = 4800 Hz a je v komplexnim
formatu. Z diivodu kompatibility s vytvofenou aplikaci byla pifevzorkovana do
zakladniho pasma, hodnoty jsou nyni redlné, spravnost pfevodu byla ovéfena srovnanim
PSD s vysledky uvedenymi zdrojem. Novy vzorkovaci kmitocet je f; = 6800 a pocet
vzorkli je N = 45600. Signal je pouZit pro ovéfeni doporu€eni v pifipad€ analyzy
kratkého zaznamu signalu za ¢elem ziskani vyhlazeného odhadu PSD.
e ModemV29.mat
Underwater BPSK
Zdroj: ZHENG, Guo a Aijun SONG. (2021). In-Band Full-Duplex Underwater Acoustic
Communication Measurements: Self-interference. IEEE Dataport. Dostupné z:
https://dx.doi.org/10.21227/ecjt-ze13
Piivodni zaznam tvofi t = 15 s pseudondhodnych symboli (symbolova perioda
Tsym = 0,2 ms), pienddenych pomoci vodniho prostfedi modulaci BPSK a
zaznamenanych hydrofonem OceanSonics icListen ve formatu *.wav s vzorkovacim
kmitoétem f; = 512 kHz. Nosna slozka se nachazi na f, = 30 kHz, signal byl pted
vysilanim zfiltrovan SRC (square root raised cosine) filtrem s roll-off faktorem g =
0,125. Sitka pasma by tedy méla byt pfiblizné B = 5,625 kHz. Data jsou méfena v pPa.
V praci pouzité zdznamy predstavuji vynatky ze scénafii, kdy jsou od sebe pfijimac
s vysila¢em vzdéleny 1 a 5 metrti. Pocet vzorkii je N = 200000. Signaly jsou pouzity
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pro ovéfeni doporuceni pro vyhlazeny odhad PSD v ptipad¢ jeho velkého dynamického
rozsahu.

a) UnderwaterBPSK1m.mat

b) UnderwaterBPSK5m.mat

EEG

Zdroj: ABO ALZAHAB, N., DI IORIO, A., APOLLONIO, L., ALSHALAK, M.,
GRAVINA, A., ANTOGNOLI, L., BALDI, M., SCALISE, L., ALCHALABI, B.
(2021). Auditory evoked potential EEG-Biometric dataset (version 1.0.0).
PhysioNet. Dostupné z: https://doi.org/10.13026/ps31-fc50.

Zaznam je tvofen 2 minutami EEG signalu, zaznamenaného pomoci desky OpenCBI
Ganglion z elektrody na nejvyssim bod¢ temene subjektu. Subjekt je béhem méfeni
Vv leze, ma zaviené o€i a je mu pousténa instrumentalni hudba. Lze tedy ptedpokladat
vlivem relaxace zvySeni vykonové hustoty na pasmu alfa vin (8-12 Hz)[15]. Ze signalu
bylo odstranéno uzkopasmové ruseni na kmitoctu 50 Hz a byl na né&j aplikovan
Butterworthtv filtr prvniho fadu s pAsmem propustnosti 1 az 40 Hz. Vzorkovaci kmitocet
je f; =200 Hz, pocet vzorki N = 24000. Signal je pouzit pro ovéfeni doporuceni
analyzy kratkého zdznamu signdlu za ucelem ziskani vyhlazeného odhadu PSD.

e EEGrestFiltered.mat
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8. ZAVER

V praci byla na zaklad¢ reSerSe popsana problematika odhadu spektralni vykonové
hustoty nahodnych signalt.. Byly stanoveny pro odhad dilezité vlastnosti signalu, tj. jeho
délka, mira zaSuméni a pocet dostupnych realizaci procesu. Jako kritéria pro posouzeni
vysledného odhadu bylo stanoveno frekvenéni rozliSeni, rozptyl, vychyleni a ptfipadné
sttedni kvadratickd chyba. Z existujicich metod odhadu byly zvoleny =z ftad
neparametrickych metody periodogram (a jeho modifikace), Welchova a Multitaper.
Z parametrickych metod byly zvoleny metody odhadu autoregresnim modelovanim PSD,
konkrétn¢ Yule-Walkerova a Burgova. Byla vytvofena sbirka zaznami simulovanych a
realnych signall, které byly voleny tak, aby reprezentovaly rozdilné kombinace
sledovanych vlastnosti.

Odhady simulované ¢asti sbirky signalti byly analyzovany a nasledné stanoveny
vlastnosti metod v zavislosti na vlastnostech signalu, které byly rozsiteny kvili
zohlednéni vychyleni nékterych metod o dynamicky rozsah PSD. Poznatky o metodéach
byly sumarizovany a na zaklad¢ vysledkt analyzy vytvotena sada doporuceni pro volbu
vhodné metody a jejich parametrii pro nékolik scénait vlastnosti signalu.

Doporuceni byla ovéfovana na zaznamech realnych signalt, ptipadné doslo k jejich
konkretizaci ¢i rozsiteni. Napiiklad je uvazovana situace, kdy jinak stacionarni zdznam
vykazuje v kratkych tsecich nestacionarni charakter a jaky to ma dopad na odhady
jednotlivych metod. Béhem ovétovani vyplynuly jako nejuniversalnéjsi ze zvolenych
metod Welchova a Burgova metoda.

V ramci zadani byla také vytvorena sada funkci pro generovani odhadt zvolenymi
metodami a tyto byly zakomponovany do aplikace vyvinuté v prostiedi MATLAB App
Designeru, kniz byl vytvofen navod k obsluze. Byl sestaven navod pro pocitacové
cviceni obsahujici dvé ulohy, zamétfené na dosazeni vysokého frekvencniho rozliSeni a
vyhlazeného odhadu PSD. Navod vyuziva zminénou aplikaci a signaly z databaze.
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SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK

Zkratky:

EEG
PSD
DTFT
SNR
DFT
MSE
ENBW
MTM
LTI
AR
MA
ARMA
FPE
AIC
FFT
AM
FM
ITU
ITU-T

Elektroencefalografie

Spektralni vykonova hustota

Fourierova transformace v diskrétnim case
Pomér signélu a Sumu

Diskrétni Fourierova transformace

Stiedni kvadraticka chyba

Ekvivalentni Sumova Sitka

Metoda Multitaper

Linearni ¢asove invariantni (filtr)
Autoregresni (model)

Klouzavych soucti (model)

Autoregresni klouzavych souctt (model)
Vysledna chyba predikce (kritérium)
Akaikovo informacni kritérium

Rychla Fourierova transformace
Amplitudova modulace

Kmito¢tova modulace

Mezinarodni telekomunika¢ni unie

ITU — sektor pro standardizaci telekomunikaci
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Priloha A - Navod k aplikaci SpecAn

Instalace a spusténi:

Aplikace je k praci ptilozena ve dvou verzich, s ptiponou *.mlapp a *.exe. Pro spusténi
je tfeba pocita¢ s operatnim systémem Windows 10 a nainstalovanym MATLAB
Runtime 9.12. Pro korektni spusténi verze *.mlapp je tieba mit v pocitaéi MATLAB verzi
2022a. Tato verze se otevie v okné¢ App Designeru a uzivatel ma tak pristup ke
zdrojovému koédu. Béhem toho, co je aplikace spusténd, Ize vyuzivat moznosti, které
MATLAB nabizi, naptiklad vyznaceni bodl na grafu v aplikaci a jejich ulozeni jako
proménné v zdkladnim prostfedi MATLABu. Zarovein je ale tfeba mit nainstalovana
rozsiteni Communications Toolbox, DSP Systém Toolbox a Signal Processing Toolbox,
jelikoz program vyuziva nékteré jimi poskytnuté funkce. Verze *.exe je instalaénim
souborem, uréenym pro pocitace, na nichz neni MATLAB nainstalovan, krom toho je
vyhodou, Ze neni tfeba separatné instalovat vySe zminéna rozsiteni. Bohuzel vsak tato
verze ztraci ¢ast rozsifené funkénosti, spojené s prosttedim MATLABu. Uzivatel také
nema v této verzi pfistup ke zdrojovému kodu. Béhem instalace se musi stahnout

zminovany Runtime o velikosti 1,3 GB.

A.1 Rezim Parallel methods

Tato zalozka, viz obrazek A.1, se po spusténi aplikace zobrazi jako prvni. Pomoci ni lze
na zdznamu signalu provadét spektralni odhady pomoci nékolika metod najednou.
Pracuje s importovanymi soubory formatu *.mat, které musi obsahovat vektor realnych
¢isel s nazvem ,,A* a skalarni hodnotu ,,fs*“. Aplikace zkontroluje format souboru a format
proménnych. V ptipadé ze n€ktery bod kontroly neni splnén, vypise aplikace do kolonky
File name uzivateli oznameni, napf. 'Incompatible file, use *.mat'.

s Singlemethod  Overiay analyss

Conirol Panel Info pane . Timeplot

X

Periodogram Welch method Blackman-Tukey method

PED[UNIirz]

04 08 0 1 0 02 04 3 a 1 a 02 4
f[Hz] 1[Hz] 1[Hz)
Multitaper method AR - Yule-Walker AR - Burg

Time-halfandwidth (KW v Model Order § v § Model Order

"tz ) 1[Hz] "2

Obrazek A.1  Zalozka Parallel methods aplikace SpecAn
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Hlavni ovladaci prvky jsou ohrani¢eny v Control Panelu v levé horni ¢asti okna
aplikace. Nachazi se zde tlacitko Import. Jeho stiskem se otevie okno prohlizece soubort.
Jsou prohlizeny pouze soubory *.mat, aplikace povoli vybér pouze jednoho souboru. Po
potvrzeni aplikace vykresli Casovy prubéh signdlu a vypiSe v informacnim panelu
hodnoty poctu vzorkl a vzorkovaci kmitocet.

a)
Control Panel Info panel
File name: | Click on Import | [ Import ] Clear selection Number of samples: 0
Sampling frequency 0| Hz
i = AlC, FPE criterions
Numberof FFTpoints: | 1] [l Output in &8 AIC o
Calculate
FPE 0 [
b)
Control Panel Info panel
File name: ‘ ModemV28. mat | [ Import ] [ Clear selection Number of samples: 4.56e+04
Sampling frequency 6800 | Hz
Select samples: ‘ 1 ‘ | 4.56e+04 ‘ I Confirm Samples ] Clear selection
AIC, FPE criterions
Number of FFT points: 4 56e+04 ] Output in dB AlC 662
FPE 662
Done
)

Timeplot
T

Signal Units

1 1 | | 1 |
0 1 2 EX 4 5 S
Time [s]

Obrazek A.2  Ovladaci panel zalozky Parallel metods aplikace SpecAn a) pted
importem souboru, b) po importu, c¢) ¢asovy prubéh signalu

Na obrazku A.2 je detail ovladaciho panelu. Pod editovatelnym polem pro zobrazeni
nazvu souboru, potazmo chybové hlasky, se nachazi rozhrani pro vybér vzorka. Aplikace
dynamicky méni limity numerickych poli, aby nemohla byt zvolena nepovolena
kombinace, napt. vybér vzorkl od indexu 851 do indexu 502. Tlac¢itkem Confirm Samples
se vybér potvrdi, ptepiSe se pocet vzorkll v informacnim panelu a vykresli se ¢asovy
pribéh zvolenych vzorki. Vzorky 1ze zvolit opakovang, volba je v§ak omezena na vzorky
z pfedchozi volby (napf. jsou vybrany a potvrzeny vzorky 1 az 1000, 1ze volit dale ale jen
z téchto 1000 vzorku). Proto stiskem tlacitka Clear Selection se zpatky nactou vSechny
vzorky signalu, bez nutnosti provadét od znova import signalu.
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Ovladaci panel dale obsahuje volbu poctu bodi vystupu Fourierovy transformace,
resp. pocet bodu, na které se vykresli odhad (jelikoz ne vSechny metody vyuzivaji FFT).
Dalsim prvkem je zaSkrtdvaci pole pro volbu mezi vykreslenim odhadu v
(Signal Units)?/Hz nebo dB/Hz.

Samostatny panel tvofi kritéria AIC a FPE pro asistenci s volbou fadu autoregresniho
modelu parametrickych metod. Po stisku tlac¢itka Calculate se za¢ne provadét vypocet,
aplikace oznami jeho ukonceni.

Periodogram Welch method
Window: -0 Window
| Rectangular ¥ | W |Hann M|
N N Segment Length:
L Window Length: L 2 2
i} i1} 5884
o o 80
= 4.56e+04 =
@O @O Segment Overlap:
o o
. -100 4413
Generate 120 | Generate |
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
f[Hz] f[Hz]
Multitaper method AR - Yule-Walker
40 Time-halfbandwidth (NW): -40 Model Order
4 662
f -60 Number of used E 60
i Slepian sequences: i
2 80 Q2 80
-100 | Generate | -100 | Generate |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
f[Hz] f[Hz]

Obrazek A.3  Ptiklad panelti metod v rezimu Parallel methods

Na obrazku A.3 vidno ukazku panell jednotlivych metod. U kazdé metody je rozhrani
pro volbu parametrii. Bez uzivatelského zdsahu se hodnoty, napt. u Welchovy metody
meéni na nastaveni dle doporuceni z prace. Rozsahy vstupnich hodnot jsou omezeny, napf.
nelze zadat piekryv segmentid vys$i nebo roven délce segmentu. Stiskem tlacitka
Generate se odhady zobrazi.

A.2 Rezim Single method

Rezim pracuje podobné jako Parallel methods, ovladaci panel ma stejné rozlozeni a
prvky rozhrani. Vyjimkou je volba poctu vzorku, viz obrazek A.4. Ta je v tomto rezimu
pro kazdy ze tfi odhadii individudlni. PouZitd metoda se voli pomoci panelu metod
v pravém hornim rohu okna aplikace. Volba parametri probiha obdobné jako
v piedchozim rezimu, viz obrazek A.5, s jednim omezenim. Hodnoty parametri metod
jsou omezeny odhadem vyuZzivajicim nejmensi pocet vzorku. Aplikace kontroluje a
prenastavuje dle uzivatelova vybéru vzorkl limitni hodnoty parametri metod.

Vybér vzorka zde pracuje odlisné oproti Parallel methods. Uzivatel zde neni pii
vybéru omezen na vzorky z piredchoziho vybéru, voli je libovolné pokazdé kdyz se
generuji odhady.
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Parallel methods ~ Snglemsthod  Overlay analysis.

Control Panel T Penodogram  Wekh  Blackman-Tukey  Mubitaper AR Yule-Walker AR Burg

File name. Jcon Im import Number of samples 0
- ndow: | Rectangular
Nurnber of FFT points 1 Cutputin dB Sampiing frequency 0

Generate

SO[UNIHz
H

05 06 07 09 0 o1 02 03 04 05 06 05 06
f[Hz f[Hz] f[Hz]

Obrazek A.4  Zalozka Single method aplikace SpecAn

Pericdogram Welch Blackman-Tukey Multitaper AR Yule-Walker AR Burg

Lag Window Length: 400

Periodogram Welch Blackman-Tukey Multitaper AR Yule-Walker AR Burg

Model Order: 127

Obrazek A.5  Detail panelu metod rezimu Single method aplikace SpecAn

A.3 Rezim Overlay analysis

Misto se zdznamy pracuje tento reZim, viz obrazek A.6, s generatorem signal. Prvnim
typem generovaného signdlu je smés jedné nebo dvou sinusoid a bilého Sumu. Druhym
jsou AR procesy prvniho az ¢tvrtého fadu. Detail rozhrani generatort je na obrazku A.7,
V obou piipadech lze navolit pocet vzorkil a vzorkovaci kmitocet. U sinusoid je mozno
meénit amplitudu, frekvenci a fazi. Pfipadné lze vykreslit pouze jednu sinusoidu
nastavenim amplitudy druhé na 0 V. Lze také nastavit jaky bude vykon pouzitého Sumu.

Generator AR procest se nastavuje pomoci koeficientii prenosové funkce IIR filtru,
ktery z bilého Sumu o uzivatelem zadaném vykonu vymodeluje ¢asovy prabeh procesu
s odpovidajici frekven¢ni charakteristikou. Podminkou vygenerovani priibéhu je, Ze filtr
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musi byt stabilni, tj. poly pfenosové funkce v z-rovin€ musi lezet uvniti jednotkové
kruznice. V piipadé, Ze filtr pro danou kombinaci koeficientti stabilni neni, aplikace to
uzivateli oznami. Procesy nizsich adi je mozno generovat vloZenim nul do numerickych
poli koeficientl s nejvyssimi pofadovymi Cisly.

Paraliel methods  Single method  Overtay analyss

Sinusoid(s) nwhe nose  AR(4) process. Timeplot

Generate

8 01 012 014 016 018 02
Time ()

Perosogram  Wekh  Blackman.Tukey  Multtaper  ARYueWaker AR Bug

Window. [Rectangular v Window Length

Number of FFT points 200 Output in 08

Realizations: 1 Set RNG 1o default (only AR4)

Generate piot

(] 01 02 03 04
1[Hz)

Obrazek A.6  Zalozka Overlay analysis aplikace SpecAn

a)

Sinusoid(s) in white noise AR(4) process

Generator panel

General properties: Number of samples 1000 | Sampling frequency 1000 | [Hz]

1. Sinusoid properties:  Amplitude ™ Frequency [Hz] Phase I:I [deq]
2. Sinusoid properties:  Amplitude [V] Frequency 275.3| [Hz] Phase m [deg]

White noise properties: Variance (power 7
prope Lts] 2L l Generate l

b)

Sinusoid(s) in white noise AR(4) process

General properties:  Number of samples 200 Sampling frequency 1000 | [Hz]
Coefficients. a1 3492 a2 | 4769 a3 | 3007 a4 | 07374
White noise properties:  Variance (power) 0.00125| [W]

Stable:

I Generate

Obrazek A.7  Detail na varianty generatoru signalu rezimu Overlay analysis a)
Sinusoidy smisené s bilym Sumem, b) AR(1-4) proces
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Ovladaci panel a panel metod rezimu se nachazi v pravém dolnim rohu okna aplikace.
Zakladni ovladani je shodné s ostatnimi rezimy aplikace, ptibyvaji oproti nim ale nové
prvky, viz obrazek A.8.

Prvnim je moznost nastavit generator nahodnych ¢isel MATLABuU do stavu default,
¢imz se pii generovani prib&ht bude tvofit pouze jedna realizace ndhodného signalu, 1ze
tak srovnat pro rizné délky zdznamu jedné realizace. Jinak by se totiz pti zméné délky
signalu vytvoftila realizace nova. Tento ovladaci prvek by nemél ze samoziejmych
diivodi kombinovan s prvky nize uvedenymi, jelikoz ty pak postradaji smysl.

Druhym prvkem je nastaveni poctu generovanych realizaci procesu. UZivatel je zde
Odhady zvoleného poctu realizaci se po stisknuti tlacitka vykresli najednou do grafu.
Uzivatel m& moznost nechat vykreslit i prumér z téchto odhadi.

Ttetim prvkem je vykresleni teoretického PSD. To 1ze kdykoliv zobrazit/skryt. Jeho
pribéh je v aplikaci z implementacnich divoda vypocitan jako odhad Burgovy metody
pro milion vzorkl generovaného procesu.

Periodogram Welch Blackman-Tukey Multitaper AR Yule-Walker AR Burg

Window: | Hann v | Segment Length: 259 Segment Overlap: 194

Control panel

Number of FFT points: 2000 [+/] Qutput in dB
Realizations: 100 |:|Set RNG to default (only AR4)
Plot average []

Generate plot

Obrazek A.8 Panel metod a ovladaci panel v rezimu Parallel methods
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Priloha B - Navod pro pocitacové cviceni

B.1 Ulohal

Zadani: M¢jme nahodny signal tvofeny smeési dvou sinusoid o amplitudé¢ A =2V,
kmitoctech f; = 150 Hz a f, = 152 Hz s aditivnim bilym Sumem, SNR = —6 dB. Tento
signal, DveSinusoidySumSNR-6dB.mat, importujte do aplikace SpecAn v rezimu Single
method. Pouzivejte ve vSech tkolech méfitko vertikalni osy v dB/Hz. Vygenerované

odhady si v pribéhu vypracovani ukladejte, pro pozd€jsi srovnani. Vyuzijte pii praci

Vv piipad¢ potizi s ovladanim navod k aplikaci.

a)

b)

d)

Zvolte pro odhady metodu periodogramu bez pouziti okénkové funkce
(obdélnikové okno). Nastavte vybérem poctu vzorkli N tii rizné délky zdznamu
tak, aby v jednom pfipadé byly slozky nerozliseny, v druhém byly na hranici
rozliSeni a ve tetim doslo k jednozna¢né separaci. Odhady ptipadné ptiblizte do
oblasti spektra, kde se nachazi sinusoidy. Popiste, jaky vliv mé pocet vzorkd, resp.
délka zaznamu, na kmitocty sinusoid v odhadu. Co se d¢je s Grovni spektralni
vykonové hustoty sinusoid a co s Urovni Sumu, kdyz se méni pocet vzorki?
Pokuste se o vysvétleni.

Ponechte vybér pouzitych vzorki pro odhady stejny jako v pifedchozim bodé.
Pouzijte pro odhady opét metodu periodogramu, ale vyuZzijte modifikace
Hammingovym oknem. Jak se odhady zméni a proc¢? Zaméite se predevSim na
sinusoidy a jejich blizké okoli. Pouzijte i jinou, libovolnou, okénkovou funkci a
odhady srovnejte.

Importujte signal DveSinusoidySumSNR3dB.mat, opét proved’te odhady pomoci
periodogramu s Hammingovym oknem pro stejna nastaveni jako v pfedchozim
bodé. Srovnejte odhady s pfedchozim bodem, posud'te, jaky vliv ma uroven
vykonové hustoty sumu na odhad neparametrickou metodou. Zméni se schopnost
odhadu rozlisit slozky na frekvenéni ose?

Piepnéte aplikaci do rezimu Parallel methods, importujte signal
DveSinusoidySumSNR3dB.mat, vyberte vzorky 1 az 300 a potvrd'te. Nastavte
m¢étitko vertikalni osy na dB/Hz. Zobrazte odhad pomoci periodogramu, podle
poznatkl z predchozich bodii zadani zvolte okénkovou funkei, kterd poskytne
nejvyssi rozliSeni odhadu. Zaroven proved'te odhad parametrickou Burgovou
metodou. Rad autoregresniho modelu zvolte p = 110. Srovnejte rozliseni obou
odhadi. Z odhadu Burgovou metodou odectéte kmitocty sinusoid.

Zustante v rezimu Parallel methods, importujte signal DveSinusoidySumSNR-
6dB.mat. Vzorky volte stejné jako v pfedchozim bod¢, fad modelu také. K jaké
zmeéné doslo v odhadu pomoci Burgovy metody? Srovnejte s vlivem zmény
urovné vykonové hustoty Sumu u neparametrickych metod zbodu c).
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Experimentujte s volbou fadu modelu a posudte, jak voleny fad ovliviuje
schopnost rozeznat v odhadu tizkopasmové slozky.

ReSeni:

a) Prepnéte aplikaci do rezimu Single method. Stiskem tlacitka Import se otevie prohlize¢
soubortl. Oznac¢ime kliknutim soubor DveSinusoidySumSNR-6dB.mat, stiskem Open
se nacte do aplikace. V ovladacim panelu navolime pocet bodli pro vykresleni
(Number of FFT points), napt. 20000. Pozor, jde opravdu o pocet bodt pro vykresleni,
ne o pocet vzorki! Volbou takto vysokého mnozstvi bodi je posloupnost hodnot
doplnéna nulami a odhady jsou pak detailnéjsi. Métitko os prepnéte na dB/Hz (Output
in dB). Dale navolte poc¢ty vzorki u kazdého z grafi k dispozici v tomto rezimu,
v souladu se zadanim ulohy (pole Select samples u kazdého grafu). V panelu metody
ponechte vychozi moznost, periodogram. Okénko nechte vychozi obdélnikové
(Rectangular). Stisknéte tlacitko Generate, tim se vygeneruji vSechny tiéi odhady
najednou. Piipadné si je pomoci tlacitek s lupou (pii piejeti kurzoru pies graf se
zobrazi v pravém hornim rohu) pfiblizte do oblasti, kde se nachdzi tzkopasmové
slozky.

Frekvenéni rozliSeni periodogramu je pfevracenou hodnotou délky zdznamu. Proto

L5 _ 1000 500 vzorku.
Af

Select samples: Select samples

na rozliSeni dvou slozek s rozestupem 2 Hz bude tfeba N =

Y 0)23134199: X 152.9
- . Y -2.14063

’

X 150
Sr Y -1.78983 0

PSD{dBHz)
¥ 8 5 s
—
L ——
E—

PSD{dBHz)
b o &y
] S >

100 120 140 160 180 200 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
T [Hz] T [Hz]

Select samples:

1 2000

e
X 150
Y 5.70387

X 152
Y 5.07943

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190
f[Hz]

Obrazek B.1  Odhady zakladniho periodogramu Vv rezimu Single method pro
bod zadani a) spolty vzorkih a vyznaCenymi Spickami
uzkopasmovych slozek; SNR = —6 dB. Odhady jsou pfiblizeny
do oblasti uzkopasmovych slozek
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Ve skutecnosti ale budou slozky zdanlivé na hranici rozliSitelnosti i pro nizsi pocet
vzorkl. Napftiklad pro N = 400, obrazek B.1 je vidét dvé separatni slozky, ale jejich
kmitocty jsou vychylené. Pfi navySeni poctu vzorkl toto vychyleni vymizi.
Z odectenych hodnot plyne, Ze s délkou nariistd i uroven vykonové hustoty sinusoid,
zatimco vykonova hustota bilého Sumu se stale pohybuje v okoli —20 dB/Hz.

K tomuto dochazi, jelikoz vykonova spektralni hustota koneéného zaznamu
sinusoidy je reprezentovana funkci sinc? se stfedem na jejim kmito¢tu. Hlavni lalok
této reprezentace ma Sitku prevracené délky zaznamu. Prave Sitka hlavniho laloku
udava frekvencni rozliSeni odhadu. Jak délka zaznamu roste, lalok se zuzuje, ale vykon
vném zastava stejny, tim padem roste jeho hustota. Naproti tomu Sum je
Sirokopasmovy. V tomto piipadé se jedna o bily Sum, jehoz vykon (rozptyl) se
rovnom&mné rozkladd na vSech kmitoCtech vzorkovaného pasma. Jeho vykonova
hustota by se pfi stejném vykonu zménila jen zménou vzorkovaciho kmitoctu, jelikoz
by se nyni stejnym vykonem pokryvalo vétsi ¢i mensi pasmo.

b) Vybereme v panelu metody (pofad periodogram) z rolovaciho menu Hammingovo
okno a stiskneme tlacitko Generate. Obdrzime odhady na obrazku B.2 nize.
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1 330 1 400
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.
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Obrazek B.2  Odhady periodogramu s Hammingovym oknem pro bod zadani
b) spocty vzorki a vyznaCenymi Spickami uzkopasmovych
slozek; SNR = —6dB
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Vlivy pouziti okénkové funkce jsou dva. Na odhadu pro N = 2000 je ve srovnani
S prvnim bodem zadani vidét, ze doslo k potlaceni postrannich lalokid spektralnich
reprezentaci sinusoid. Zaroven se vSak snizilo frekven¢ni rozliseni, jelikoz se vykon
pfesunul do laloku hlavniho, coz zpisobi jeho rozsifeni. Odhady za pouziti
Blackmanova okna na obrazku B.3 dosahuji lepsiho potlaceni postrannich lalokti nez
Hammingovo okno, ale zaroven je frekvencni rozliSeni odhadu nizsi.

Select samples: Select samples:

1 330 1 400

I L I L I I L I | L I I I L L I L I I I
100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 100 110 120 130 140 150 160 170 180 180
f[Hz] f [Hz]

Select samples:

1 2000

PSD[dB/Hz]
8 @3 8 & e

i)
)

AN W

I
100 110 120 130 140 150 160 170 180 180
fIHzl

Obrazek B.3  Odhady periodogramu s Blackmanovym oknem pro bod zadani
b); SNR = —6 dB

c) Proved’te import nového souboru, DveSinusoidySUumSNR3dB.mat, stejnym zptisobem
jako v bod¢ a). Po nastaveni vzorkl pro odhady (metoda periodogram, Hammingovo
okno) obdrzime vysledek jako na obrazku B.4. Vidime, Ze doslo k poklesu vykonové
hustoty bilého Sumu. Frekven¢ni rozliseni odhadu je stejné jako bylo v bodé b), ale
sinusoidy nyni oproti Sumu vice vyniknou. Opaény piipad mize také nastat. Pokud
bude hodnota SNR pfili§ nizka, budou tUzkopasmové slozky se Sumem v odhadu
splyvat.

d) Na vrchni liste¢ prepnéte zalozku na Parallel methods. Proved'te import souboru
DveSinusoidySumSNR3dB.mat. V ovladacim panelu navolte vzorky 1:300 a stisknéte
tlacitko Confirm Samples. Nechte odhady vykreslit na 20000 bodu a ptepnéte jednotky
na vertikalni ose na dB/Hz.
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V panelu metody periodogramu zvolte okénkovéni, které dosdhne nejvyssiho
rozliSeni. Z vysledki v bodech a) a b) vyplyva, Ze nejvyssiho rozliSeni dosahne
periodogram nemodifikovany, resp. okénkovany obdélnikovym oknem (Rectangular).
Zaroven nastavte v panelu Burgovy metody (AR-Burg) fad p = 110. Oba odhady
vykreslete pomoci tlacitek Generate. Srovnanim odhadd na obrazku B.5 vidime, Ze
zvolend délka zaznamu je pro periodogram na rozliSeni slozek nedostatecna,

maximalni dosazitelné rozliseni je Af = 3,33 Hz.

Select samples: Select samples:

1 330 1 400

. 5 X 149.167 | | X 152.833
¥ 6.83433 | | Y -5.00062
.

o
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120 130 140 150 160 170 180 190 200
f[Hz]

100 110
Select samples

1 2000

#e
o x 150 || x 152
Y 4.84919 ||| v 4.48566

i 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190
f[Hz]

Obrazek B.4  Odhady periodogramu s Hammingovym oknem pro bod zadani
c); SNR = 3 dB
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Window.

e | Rectangular ¥ |
Window Length:

-20 300

-30
| Generate

00 120 140 160 180
f[Hz]

PSD[dBIz]

4

AR - Burg

Model Order

-
0 X 1501 ||| x 152.4 110
Y 3.6366 V| Y 5.12556

-10

-20
-30 —
Generate
00 120

1 140 160 180
f[Hz]

PSD[EMz]

Obrazek B.5 Odhady periodogramu a Burgovy metody pro bod zadani d);
SNR = 3dB
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Parametricka Burgova metoda je ale schopna slozky rozlisit i pii tomto malém

poctu vzorkd, jelikoZ oproti neparametrickému periodogramu funguje na odliSném
principu. Misto aplikace Fourierovy transformace pfimo na data Burgova metoda
odhad modeluje jako vystup IR filtru, na jehoz vstupu je bily Sum. Metoda vypocitava
parametry pirenosové funkce tohoto filtru. Pokud se vhodné (ovéfite v piistim bod¢)
zvoli tad modelu, je schopna dosdhnout vyssich rozliSeni i pro délky signalu, kde
neparametrické metody selhavaji. Jednou znevyhod metody je ale, ze muze
uzkopasmové slozky reprezentovat na vychylenych kmitoctech, jak ukazuje obrazek
B.5.
Zustante v rezimu Parallel methods. Importujte soubor DveSinusoidySumSNR-
6dB.mat a proved’te stejné odhady (tj. ponechte stejné parametry metod) jako
v piedchozim bod¢. Na obrazku B.6 se projevuje dilezita vlastnost Burgovy metody,
a to sice, ze frekvencéni rozliSeni zavisi mimo jiné na hodnoté SNR. SniZzenim SNR
doslo k poklesu rozliseni a spektralni reprezentace sinusoid je na hranici
rozlisitelnosti. Oproti neparametrickym metodam, jejichz rozliSeni na SNR nezavisi,
jak jsme ovéfili v bodé ¢), jde o znacnou nevyhodu.

Periodogram
Window:
| Rectangular v |
™
g Window Length:
o -
= 300
]
o
. . ‘ . . | Generate
100 120 140 160 180
fJHz]
AR - Burg
Model Order:
0 110
¥
o 10
2
2 20
o
30
. . . ‘ ) | Generate
100 120 140 160 180
f[Hz]

Obrazek B.6  Odhad periodogramu a Burgovy metody pro bod zadani e);
SNR = —6dB

Pfi manipulaci s fddem modelu, viz obrazek B.7, vyplyva pro vlastnosti metody, Ze
rozliSeni se zlepsSuje s rostoucim fddem modelu. Zaroven se ale v odhadu modelu;ji
nadbytecné Spicky, které zkresluji predstavu o podobé spektralni hustoty signalu. Pro
velmi vysoké fady (orientacné vétsi nez N/2) dosahuji Spicky urovni srovnatelnych se
skute€nymi sinusoidami a bez ptedchozi znalosti signalu je prakticky nelze odlisit.
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Obrazek B.7  Odhady Burgovy metody pro rizné hodnoty fadu modelu p pro
bod zadéni e); SNR = —6 dB
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B.2 Uloha?2

Zadani: Spust'te aplikaci SpecAn, presunte se do zalozky Overlay analysis a piepnéte
generator signalu do rezimu generovani AR procesu. Aplikace obsahuje jako ptiklad
prednastavené koeficienty a prenosové funkce. Pro volbu vlastnich mizete vyuzit volné
dostupny online generator IIR filtrt, napt. http://jaggedplanet.com/iir/iir-explorer.asp
(pozor, stranka koeficienty vypisuje v pofadi od nejvyssiho). Snazte se, aby byla jeho
frekvencni charakteristika co nejstrméjsi. V ukazkovém feSeni jsou pro demonstraci

pouzity jiné nez vychozi parametry, a to a; = 0,681; a, = 2,047;a; =
0,659; a, = 0,936. Pouzivejte ve vsech podukolech métitko vertikalni osy v dB/Hz.

VyuZzijte pii praci v ptipadé€ potizi s ovladanim naved k aplikaci.

a) Pro zacatek nastavte pocet generovanych vzorki N = 2000 a vzorkovaci kmitocCet
fs = 1 kHz, vykon Sumu na vstupu filtru mizete ponechat vychozi. Stiskem Generate
se zobrazi ovladaci panel, panel metod a ¢asovy prubéh. V ovladacim panelu navolte:
zobrazit odhad v dB/Hz; vykreslit teoretickou hodnotu PSD; vykreslit praimér odhadi;
volte generovani odhadu ze 100 realizaci procesu. Vykreslete odhady pomoci
periodogramu. Proved’te odhady pro N = 2000 a dva mensi, Vami zvolené pocty
vzorki. PopisSte chovani rozptylu a vychyleni odhadi této metody v zavislosti na délce
signalu. Jak lze vychyleni metody omezit?

b) Pocet realizaci nechte stejny jako v piechozim ptipad€, pouzijte N = 2000 vzorki
signalu. Pfepnéte zalozku metody na Welchovu metodu, okénkovou funkci volte dle
vlastniho uvazeni. V jednom piipadé zvolte délku segmentu M = 2000 a porovnejte
odhady s dvéma délkami segmentu stejnymi jako byly Vami volené pocty vzorku
v ukolu a). Pozorujte, jaky vliv ma na rozptyl a vychyleni odhadid volena délka
segmentu, zdivodnéte. VyzkouSejte varianty piekryvu segmentd 0 (Bartlettova
metoda), 25, 50, 75 % a rozhodnéte, ktera nejvice redukuje rozptyl odhadt. Jaka je
pficina?

c) Opét volte stejné pocty vzorki a realizaci jako v predchozich bodech zadani. Vyberte
metodu Blackman-Tukey, jak se méni rozptyl a vychyleni odhadu pro rizné pocty
vzorkt? Jaky vliv ma na odhad délka okénka autokorelaéni funkce? VyzkousSejte
pfipad, kdy pouZijete plnou délku autokorelacni funkce a alespoil dva dalsi.

d) Jako dal3i proved’te odhady pomoci parametrické Burgovy metody. Rad modelu volte
p = 4, proved’te odhady pro N = 2000 a dv¢ dalsi délky, stejné jako v pfedchozich
bodech zadani, pocet realizaci volte opét 100. Opét popiste, jak se S poctem vzorki
méni vychyleni a rozptyl odhadt. Vyzkousejte, jak pro N = 2000 vypadaji odhady
pro nizsi a vyssi fad modelu, ob¢ varianty srovnejte s ptipadem, kdy byl fad modelu
p = 4.

e) Prepnéte aplikaci do rezimu Parallel methods. Importujte zadznam signalu
UnderwaterBPSK5m.mat a vyberte z n¢j prvnich 50000 vzorkd. Proved’te odhady
pomoci metod z ptedchozich bodli zadani. Snazte se docilit vyhlazeni odhadu,
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nastaveni parametri metod volte na zaklad¢ poznatkli z pfedchozich bodii zadéani a
pozadavku na minimalni frekvenéni rozliseni Af = 300 Hz. U Burgovy metody volte
rad dle kritéria AIC. Vyuzijte poznatky o metodach z predchozich bodi zadani
K posouzeni, které poskytuji vérny vyhlazeny odhad. To si ovéite na signalu
UnderwaterBPSK1m.mat

ReSeni:

a) Piepneme rezim na Overlay analysis a generator piepneme do rezimu AR(4) process.
V feSeni jsou voleny parametry prenosové funkce jiné nez vychozi,
a; = 0,681; a, = 2,047;a; = 0,659;a, = 0,936, vykon Dbilého Sumu
ponechame na vychozi hodnoté 0,00125 W. Vygenerujeme stiskem Generate ¢asovy
pribéh procesu pro N = 2000 vzorki se vzorkovaci frekvenci f; = 1000 Hz.

V panelu metod zvolime periodogram (délku okénkové funkce ponechdme na
vychozi hodnoté, je stejné jako pocet vzorkil) a ponechdme vychozi obdélnikové okno
(Rectangular), v ovladacim panelu nastavime vykreslovani odhadi 100 realizaci
(Realizations), zaklikneme vykreslovani praméru (Plot average), pravé hodnoty PSD
(Display true PSD) a méfitko vertikalni osy v dB/Hz (Output in dB). Nastavime pocet
bodi pro vykresleni (Number of FFT points) na 20000. Stiskneme tla¢itko Generate
plot. Opakujeme pro délky napt. N = 1000 a N = 500.

Z vysledku, obrazek B.8, plyne, Ze odhady periodogramu maji pro vSechny volené
délky ptiblizn¢ stejny rozptyl. Co se méni je jejich vychyleni, viditelné z priméru
odhadi. Plyne, ze vychyleni pro mensi poéty vzorkl nardsta. Lze jej tedy omezit
pofizenim vési délky zdznamu signalu. Dalsi, efektivnéjSi zplsob, jak vychyleni
odhadd omezit, je pouziti okénkové funkce, zde napt. Hannova okna.

a) b)

Obrazek B.8  Odhady metodou periodogramu z bodu zadani a); poéty vzork
N:a) 2000, b) 1000, c) 500, d) 500 s pouzitim Hannova okna
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a) b)

Obrazek B.9  Odhady Welchovou metodou s Hannovym oknem z bodu zadani
b); pocet vzorkd N = 2000, délka segmentu M a) 2000, b) 1000,
c) 500

b) Pfepneme metodu na Welchovu, nastavime délku segmentu M = 2000, nastaveni
prekryvu segmentli ponechame prozatim na aplikaci. Ponechdme pro potlaceni
vychyleni prosakovanim Hannovo okno z ptfedchoziho bodu zadani. Provedeme
odhady i pro délky segmentu M = 1000 a 500. Opét pro 100 realizaci.

Z vysledku, obrazek B.9, plyne Ze odhad pomoci jednoho segmentu je jen odhad
modifikovanym periodogramem, totozny odhadu z bodu zadani a) pii pouziti Hannova
okna. Jak zkracujeme délku segmentu, dochazi k primérovani odhadt z vétsiho poctu
odhadt. To ma za nasledek vyrazné omezeni rozptylu odhadii. Projevuje se, ze ¢im
vEtsi pocet segmentll je prumérovan (¢im kratsi je délka segmentu), tim vice je rozptyl
omezen. Diky pouziti okénkové funkce jsou odhady nevychyleny.

Vliv pouzitého prekryvu segmentl je vidét na obrazku B.10. V pfipadé, kdy se
segmenty nepiekryvaji, je rozptyl nejvyssi. Mirné klesne pii piekryvu 25 %. Pro 50 %
a 75 % je pak rozptyl nejnizsi, srovnatelny. Stejné jako tomu bylo u délky segmentu,
1 zde jde o to, kolik dil¢ich odhadl se bude primérovat. Pro omezeni rozptylu je tedy
vhodné volit vyssi hodnotu prekryvu. Ne vSak pfili§ vysokou, napt. pouziti prekryvu
90 % vlastnosti odhadu prakticky nezlepsi a jen zvysi vypocetni naro¢nost.
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a) b)

Obrazek B.10 Odhady Welchovou metodou s Hannovym oknem z bodu zadani
b); pocet vzorkit N = 2000, délka segmentu M = 500, ptekryv
a) 0 %, b) 25 %, c) 50 %, d) 75 %

c) Piepneme se na metodu Blackman-Tukey, nejprve nechame hodnotu délky okénka
autokorelac¢ni funkce na aplikaci, ta bude nastavovat hodnotu pétiny pocétu vzorku a
zajisti, aby hodnota pouzita pii vypoctu bylo lich¢é ¢islo. Opét generujte odhady pro
100 realizaci procesu.

Z vysledku, obrazek B.11, vidime, ze chovani metody Blackman-Tukey z pohledu
vychyleni v zavislosti na poétu vzorki je podobné chovani periodogramu. S klesajicim
poctem vzorkll vychyleni nartistd. Rozdil nastava v rozptylu odhada. Je zfejmé, ze ten
je narozdil od periodogramu také zavisly na poctu vzork, s klesajicim poctem vzorkt
narusta.

Na obrazku B.12 je vidét vliv délky okénka autokorelacni funkce na rozptyl a
vychyleni odhadi, kdy pocet vzorkh ponechame napi. N = 2000. Pokud je
okénkovana cela autokorela¢ni funkce, odhad je totozny odhadu periodogramu. Jedna
se totiz pouze o zakladni korelogram a takto dobfe ukazuje platnost Wiener-
Chinc¢inovy véty. Pfi zkracovani okénka nartsta vychyleni odhadi, ale zaroven se
sniZuje jejich rozptyl.
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a) b)

fHz]

Obrazek B.11 Odhady metodou Blackman-Tukey z bodu zadani c); délka
okénka autokorela¢ni funkce M ~ N /5, pocet vzorku a) 2000,
b) 1000, c) 500

a) b)

o | o
/\“\ : K

Obrazek B.12 Odhady metodou Blackman-Tukey z bodu zadani c); pocet
vzorkit N = 2000, délka okénka autokorelacni funkce M a)
3999, b) 2001, c¢) 1001, d) 301
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d) Piepneme se na metodu Burg, volime nejprve fad p = 4, tedy pro odhad vykonové
spektralni hustoty AR(4) procesu fad nejvhodnéjsi. Generujeme opét odhady pro 100
realizaci procesu.

Na obrazku B.13 je vidét, ze pfi vhodném fadu modelu jsou odhady Burgovou
metodou nevychyleny a maji velmi nizky rozptyl, pfitomny pouze v okoli Spicek
spektra. Tento rozptyl ovsem s klesajicim poctem vzorki nartsta.

a) b)

Obrazek B.13 Odhady Burgovou metodou z bodu zadani d); fad modelu p = 4
pro pocty vzorki a) N = 2000, b) N = 1000, c) N = 5001

Casto ale nebyvé volba fadu tak piimodarou zéleZitosti jako v tomto piipadé. Na
obrazku B.14 je vidét dopady nevhodné zvoleného fadu modelu. Pokud je tad pfilis
nizky, nedokéze metoda vérné reprezentovat tvary ve spektru a odhad je vychylen. Na
druhé strané je pfili§ vysoky fad, kdy zase metoda modeluje ve spektru nadbytecné
mnozstvi Spicek, coz zvysSuje rozptyl odhadt.
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a) b)
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Obrazek B.14 Odhady Burgovou metodou z bodu zadani d); pocet vzorki N =
2000 pro fady modelu a) p = 3,b) p = 120

e) Presuneme se do zalozky Parallel methods, pomoci tlac¢itka Import nahrajeme do
aplikace signal UnderwaterBPSK5m.mat. Provedeme v ovladacim panelu vybér
prvnich N = 50000 (Select samples 1:50000) vzorki. Co se ty¢e nastaveni metod,
suvazenim vysledkii pfredchozich bodG zvolime pro periodogram modifikaci
Hannovym oknem, kvali omezeni vychyleni. V informacnim panelu aplikace je
vypsana hodnota vzorkovaciho kmito¢tu 512 kHz. U Welchovy metody se budeme

snazit o co nejkrat§i segmenty, za dodrzeni zadaného minimalniho rozliSeni, tj. M =
fs __ 512000
Af T 300

zachovani urcité rezervy v rozliSeni volime M = 2500 (v aplikaci Segment Length),
pouzijeme piekryv (Segment Overlay, aplikace automaticky pouziva piekryv 75%)
budto 50 nebo 75 %. U metody Blackman-Tukey se budeme snazit o kompromis mezi
vychylenim a rozptylem odhadu, zvolime délku okna M = N (Lag Window Length),

tedy 50001. U Burgovy metody vyuzijeme pro stanoveni fadu modelu kritérium AIC,

= 1707 vzorkt. Jelikoz je k dispozici velka délka zdznamu, tak pro

vypoctené aplikaci.

Na obrazku B.15 jsou zobrazeny odhady nastaveny dle pfedchoziho odstavce.
Vidime, Ze na délce nezavisly rozptyl periodogramu je zna¢né nevyhodny pro
rozpoznavani tvarti ve spektru, byt’ odhad alespon diky pouZitému Hannovu oknu neni
vychylen. Welchova metoda poskytuje odhad, jehoZ rozptyl je diky primérovani
omezen do té miry, Ze jednozna¢né rozliSime tvary ve spektru. Metoda Blackman-
Tukey poskytla odhad s relativné omezenym rozptylem, bohuzel je vSak odhad
vychylen, coz je pii popisu tvart spektralni vykonové hustoty dosti zdsadni nevyhoda.
Burgova metoda poskytuje diky vhodné volenému fadu adekvatné vyhlazeny odhad,
srovnatelny s odhadem pomoci Welchovy metody. Jsou to tedy pravé Welchova a
Burgova metoda, které jsou schopny poskytnout vérny vyhlazeny odhad.

To se potvrzuje odhady na druhém signalu, UnderwaterBPSK1m.mat. Vidno, ze
pii uziti periodogramu jsou tvary ve spektru maskovany rozptylem hodnot odhadu.
V ptipad¢ Blackman-Tukeyovy metody kviili vychyleni neni mezi signaly ani patrny

126



rozdil. Odhady Welchovou a Burgovou metodou jsou ale opét vystizné a tvary ve

spektru jsou pomoci nich dobie rozpoznatelné.

Periodogram Welch method
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Obrazek B.14 Spektralni odhady pro signal UnderwaterBPSK5m.mat vsech
metod z bodu zaddni e); nastaveno suvazenim piedchozich

vysledkt
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Obrazek B.15 Spektralni odhady pro signal UnderwaterBPSK1m.mat vsech
metod z bodu zaddni e); nastaveno s uvazenim piedchozich

vysledki
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