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Stru¢na charakteristika problematiky tikolu:

Kvalita ovzdusi je jednim ze zakladnich ukazatelti kvality Zivotniho prostfedi jako celku. Proto
je zjistovani kvality ovzdu$i v popfedi z4jmi odbornikid z celé fady environmentélnich
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Ukolem diplomanta bude pomoci mnohorozmémych statistickych metod analyzovat sloZeni
pras$ného aerosolu, pfipadné identifikovat zdroje zneciSténi a popsat statistickou vazbu mezi
koncentraci prasného aerosolu a doprovodnymi proménymi.

Cile diplomové prace:

Popsat vybrané mnohorozmérné statistické metody (regresni techniky, faktorovou analyzu
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aerosolu PM1 v brnénské aglomeraci v letnim a zimnim obdobi. Uvedené metody pouZit k
analyze téchto dat a zhodnotit vysledky provedenych analyz.
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ABSTRAKT

Diplomova prace se zabyva mnohorozmérnymi statistickymi metodami a jejich environ-
mentalnimi aplikacemi. Teoreticka Cast prace je vénovana vybranym metodam linearni
regresni analyzy, metodé hlavnich komponent a také je popsan model klasické a ro-
bustni faktorové analyzy. V praktické Casti prace jsou pomoci klasické faktorové analyzy
stanoveny hlavni emisni zdroje PM1 aerosolli v letnim a zimnim obdobi v Brné a ve
Slapanicich. Hlavni emisni zdroje aerosolii v 1ét& a v zimé ve Slapanicich jsou dale také
identifikovany pomoci robustni faktorové analyzy. Déle je pomoci linedrniho regresniho
modelu provedena predikce koncentraci PM1 aerosolli v letnim a zimnim obdobi v Brné
a ve Slapanicich.

KLICOVA SLOVA

PM1 aerosoly, regresni analyza, metoda hlavnich komponent, faktorova analyza, robustnf
faktorova analyza

ABSTRACT

The diploma thesis deals with multivariate statistical methods and their environmental
applications. The theoretical part is devoted to selected methods of linear regression
analysis, method of principal components and the model of classical and robust factor
analysis is also described. In the practical part of thesis, the main emission sources of
PM1 aerosols in summer and winter period in Brno and Slapanice are determined by
using the classical factor analysis. The main aerosol emission sources in summer and
winter in Slapanice are also identified by using the robust factor analysis. Furthermore,
the prediction of concentrations of PM1 aerosols in summer and winter period in Brno
and Slapanice is performed by using the linear regression model.

KEYWORDS

PM1 aerosols, linear regression, principal component method, factor analysis, robust
factor analysis
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UVOD

S rostouci urbanizaci se neustale zhorsuje kvalita zivotniho prostfedi. Znecisténi
ovzdusi v dusledku vysokych koncentraci atmosferickych aerosoli v okolnim pro-
stfedi je v soucasnosti velmi diskutovanym tématem. Diilezitym krokem ke zvySeni
kvality zivotniho prostiedi je uréeni hlavnich emisnich zdroji atmosferickych aero-
solli a predikovani koncentraci téchto castic.

Hlavnim cilem této diplomové prace je predstavit mnohorozmérné statistické
metody, pomoci kterych je mozné analyzovat data ziskand mérenim koncentraci a
chemického slozenf PM1 aerosolii v letnim a zimnim obdobi v Brné a ve Slapanicich.
Prace je rozclenéna do nékolika kapitol, jejichz obsah bude nyni stru¢né popsan.

Po tvodni kapitole nasleduje kapitola s nazvem Zakladni pojmy, kterd je zpraco-
vand podle [I] a obsahuje pojmy z teorie pravdépodobnosti a matematické analyzy,
které jsou pottebné v dalsich kapitolach.

Ve treti kapitole zpracované podle [1] a [9] je uvedena teorie, potfebna k sestaveni
linedrniho regresniho modelu.

Ctvrta kapitola zpracovana podle [9] popisuje princip metody hlavnich kompo-
nent.

Paté kapitola, kterd je zpracovana podle [9], je vénovana faktorové analyze. Je
zde popsan ortogonalni faktorovy model, metody vhodné k odhadu parametri to-
hoto modelu, kritérium pro faktorovou rotaci a statistické testy, které je vhodné
pred analyzou dat provést. Je také popsan test, pomoci kterého je mozné ovérit, ze
extrahovany pocet faktori je dostatecny.

V Sesté kapitole zpracované podle [14] a [I5] je popsan princip robustni faktorové
analyzy.

V sedmé kapitole je struény popis softwaru, ktery byl pouzit k praktickym vy-
poctiim v nasledujicich dvou kapitolach.

Osma kapitola je vénovana identifikaci emisnich zdroji PM1 aerosoli v Brné a
ve Slapanicich uzitim vhodnych metod z predchozich kapitol.

V devaté kapitole jsou s uzitim teorie uvedené ve treti kapitole sestaveny regresni
modely umoznujici predikovat denni koncentrace aerosolovych ¢astic.

Posledni, desata kapitola s nazvem Zavér obsahuje shrnuti diplomové prace a

dosazenych vysledkii.



1 ZAKLADNI POJIMY A OZNACENI

1.1 Oznaceni a pomocné véty

V tomto odstavci bude uveden prehled zakladniho znaceni, které je v matematice
obvyklé, a jehoz prehled je uveden na konci prace. Dale budou uvedeny pomocné
véty, jejichz dukazy neuvadime, lze je nalézt v monografii [I] (pokud nebude uvedeno
jinak).

Mnozinu prirozenych cisel budeme znacit symbolem N, mnozinu realnych cisel
symbolem R. Matice realnych ¢isel budeme znacit velkymi pismeny ze zacatku abe-
cedy, tedy A,xn = (@ij)i=1,.m,j=1..n bude znac¢it matici s m raddky a n sloupci.
Symbol ’ bude znacit maticovou transpozici, det(A) = |A| determinant matice A,
h(A) hodnost matice A, Tr(A) stopu matice A a A~ matici inverzni k matici A.
A~ bude znacit pseudoinverzni matici k matici A, tedy matici splnujici AA~A = A.
Vektor jednicek dimenze n budeme znacit 1,,, jednotkovou matici I a nulovou matici
0. I'(¢) bude znacit gama funkci v proménné ¢, V bude znacit obecny kvantifikdtor

a symbolem m budeme znacit konec dikazu.
Véta 1. Pro libovolnou matici A plati h(A) = h(AA’).
Véta 2. Je-li Ay, idempotentni matice hodnosti r, potom h(I, — A) =n —r.

Véta 3. Nechf A je symetrickd matice a x5 je vektor. Potom plati
1. x’Ax = Tr(x’Ax) = Tr(Axx').
2. Tr(A) =S | \;, kde ); jsou vlastni ¢isla matice A.

Dk: [9]

Véta 4. Nechf Ak, Brxr jsou matice a ¢ € R. Potom plati
1. Tr(cA) = cTr(A).
2. Tr(A £ B) = Tr(A) + Tr(B).

Dk: Ztejmy

1.2 Vysledky z pravdépodobnosti a matematické
statistiky

Tento odstavec, zpracovany podle [I] a ¢astecné podle [9], obsahuje zdkladni pojmy z
pravdépodobnosti a matematické statistiky, které jsou potfebné v dalsich kapitolach.

Uvedené citované véty jsou bez dikazu, 1ze ho rovnéz nalézt v [1J.
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V préci budeme pracovat se spojitymi nahodnymi veli¢inami, které jsou defino-
vany na stejném pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P). Budeme je znacit velkymi
pismeny z konce abecedy a jejich pravdépodobnostni chovani v regularnich pripadech
bude popsano hustotou.

E(X) bude znacit stiedni hodnotu nahodné veli¢iny X, Var(X) rozptyl ndhodné
veliciny X a f(z) hustotu ndhodné veliciny X. Déle, pro ndhodné veli¢iny X, Y
bude Cov(X,Y') znadit kovarianci téchto ndhodnych veli¢in, pxy korelacni koeficient
a ryxy vybérovy korelacni koeficient.

Nyni uvedeme prehled zdkladnich spojitych rozdéleni pravdépodobnosti, ktera

budou pouzivana v dalsich kapitolach.

Normalni rozdéleni Necht 1 € R a ¢ > 0 jsou dané konstanty. Normalni

rozdéleni je ur¢eno hustotou

flz) = \/21_7mexp {—@27;)2}, —00 < x < 00,

a znac¢i se symbolem N (p,0?). Pokud X m4 normalni rozdéleni N(u,oc?), potom
E(X) = p a Var(X) = o2

Pozndmka 5. V ptipadé, Ze o = 0, ifkdme, Ze nahodnd veli¢ina X mé singuldrni
normalnf rozdéleni N(u,0), kdyz P(X = p) = 1.

Pearsonovo Y2 rozdéleni Necht n € N. Pearsonovo x? rozdéleni o n stupnich

volnosti je uréeno hustotou
1 n/2—1_ —x/2
flx) = Wﬂ; e pro x > 0,
2
f(z)=0 proz <0,

a znadi se symbolem 2. a kvantily Pearsonova rozdéleni budeme znacit x2 ().

Studentovo rozdéleni Necht n € N. Studentovo rozdéleni o n stupnich vol-

nosti je ur¢eno hustotou

a znadi se symbolem ¢,,. o kvantily Studentova rozdéleni budeme znadit ¢, («).

11



Fisher-Snedecorovo rozdéleni Necht m,n € N. Fisher-Snedecorovo rozdé-
leni 0 m a n stupnich volnosti je uré¢eno hustotou
m+n
G

m/2 —(m+n)/2
(m) ™2t <1 + mx) pro x > 0,
) n n

=
=
|
—
mn
0[3
N—
}1
/N
3

f(z)=0 proaz <0,

a znaci se symbolem F,,,,. a kvantily Fisher-Snedecorova rozdéleni budeme znacit
Fon(a).

Logaritmicko-normalni rozdéleni Necht ;1 > 0a o > 0 jsou dané konstanty.

Logaritmicko-normalni rozdéleni je ur¢eno hustotou

Loy {_[ln<x> — P

2rxo 202

flx) = } pro x > 0,

f(z)=0 proaz <0,

a znadi se symbolem LN (p1, 0?). Jestlize X m4& normalni rozdéleni LN (u, o), potom

In(X) m4 logaritmicko-normdln{ rozdéleni N (u, o?).

Zéapisem X ~ N(u,0?) budeme znacit, Ze ndhodna velicina X m4 normalnf

rozdéleni N (p,0?), analogicky i pro dalsi rozdéleni pravdépodobnosti.

Véta 6. Necht X, Z jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pricemz X ~ N(0, 1)

a Z ~ x*(k). Potom ndhodnd veli¢ina

X

k
Déale budeme pracovat s ndhodnym vektorem. Jsou-li Xy, ..., X, ndhodné veli-
¢iny, pak ndhodnym vektorem rozumime n-tici X = (Xy,...,X,,)". Pfi praci s né-

hodnymi vektory budeme pouzivat standartni oznaceni (napt. dle [1]), tedy stfedni

hodnota ndhodného vektoru X je dana vztahem
E(X) = (E(Xy),...,E(X,)),

(kde E(Xj;) je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X; proi = 1,...,n). Poznamenejme,
ze v praci budeme pracovat pouze s nahodnymi veli¢inami, jejichz stfedni hodnoty

existuji. Varian¢ni matice nadhodného vektoru X je dana vztahem
Var(X) = E(X — EX)(X — EXY/,

a v nasledujici vété budou uvedeny jeji dale pottebné vlastnosti.

12



Véta 7. Necht X je ndhodny vektor. Potom plati:

Var(X;)  Cov(Xy,X3) -+ Cov(Xy, X,)
Cov(Xs, X Var(X. <o Cov(Xq, X,
V) | GO X V() Con(X X,
Cov(X,, X7) Cov(X,,Xs) --- Var(X,)
2. Necht a € R™ je vektor a B,,«, je matice redlnych cisel. Potom plati
(a) E(a+ BX) =a+ BE(X),
(b) Var(a+ BX) = BVar(X)B'.
3. Var(X) je pozitivné semidefinitni, tuto skute¢nost budeme znacit Var(X) > 0.
4. Var(X) je symetricka, tedy Var(X) = (Var(X))".
Oznadime-li X = (X1,...,X,,) aY = (Y1,...,Y,,) ndhodné vektory spliujic
E(X?) <oo,i=1,...,na E(Yf) < 00,7 =1,...,m, potom matici

Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)’
nazyvame kovarianéni matici ndhodnych vektortt X, Y, a pokud m = n, matici
Cor(X,Y) = [diag(Var(X))]~¥2Cov(X, Y)[diag(Var(Y))] /2

nazyvame korela¢ni matici ndhodnych vektoru X, Y. Specidlné, Cor(X, X) predsta-
vuje korelacni matici vektoru X a znacime ji Cor(X).

V nésledujici vété jsou uvedeny dale potiebné vlastnosti kovariancni matice.

Véta 8. Necht XY jsou ndhodné vektory. Potom plati:

Cov(X1,Y1) Cov(X1,Ys) -+ Cov(Xy,Yim)
Cov(Xs,Y7) Cov(X,,Yy) - Cov(Xs,Y,,
o) | COVREY) Cov(XeY5) - Con(Xa o)
Cov(X,,Y:) Cov(X,,Ys) -+ Cov(X,,Yn,)
2. Cov(Y,X) = [Cov(X,Y)].
3. Necht a € RP,c € R? jsou vektory a By, Dgxm jsou matice redlnych cisel.
Potom plati Cov(a + BX,c+ DY) = B[Cov(X,Y)|D".
4. Cov(X, X) = Var(X).

Dale bude zavedeno obecné p-rozmérné normaéalni rozdéleni.

Definice 1. Mé&jme nédhodny vektor X = (Xy,...,X,)". Necht pp = (p1,..., 1)
je dany vektor a Xy, = (0jk)i =1,., symetrickd, pozitivné semidefinitni matice.

Rekneme, 7Ze X mé p-rozmérné normdlni rozdéleni s parametry (u, ), jestlize pro

libovolny vektor ¢ € RP plati

¢’X ~ N(c'u,c'Xc).

13



Je-li X regulérni, fikdme, ze X mé regularni p-rozmérné normalni rozdéleni. Pokud
je X singularni, fikame, ze X m4é singularni p-rozmérné normalni rozdéleni a v obou

pripadech znacime X ~ N, (p, ).

Pri praci s ndhodnymi vektory, které maji p-rozmérné normalni rozdéleni, bu-

deme potiebovat vlastnosti, které jsou uvedeny v nasledujicich vétach.
Véta 9. Jestlize X ~ N,(p,X), potom E(X) = p, Var(X) = X.

Véta 10. Necht X ma rozdéleni N, (p, 3). Necht a € R™ je vektor a B,,, je matice
redlnych ¢isel. Potom Y = a+ BX ~ N,,(a+ Bu, BXB’).

Pozndmka 11. Specialné pokud X ~ N,(p,X) a rozdéleni je regularni, potom na-
hodny vektor U = X7Y2(X — p) ~ N,(0,1), kde T znaéi jednotkovou matici, na-

zyvame standardizovany normélni ndhodny vektor.

Véta 12. Ma-li ndhodny vektor X = (Xj,...,X,) regularni normalni rozdéleni

N, (u, X)), existuje jeho hustota a je ddna vztahem
_ 1 1 /E—l
f(X)—WWeXP{—Q(X—M) (X—M)}-

Véta 13. Necht X = (X3,..., X)) ~ N,(p, X) a k € Nspliuje 1 < k < n. Polozme

211 212
221 222

1231
125

n = 4= ’

kde p,; ma k slozek a matice 31, je typu k X k. Potom marginalni vektor X; =
(Xla s 7Xk‘)/ ~ Nk(”l) Ell)-

ey Y1 Yo

Mo 31 X
|X22| > 0. Potom podminéné rozdéleni k-rozmérného vektoru X; za podminky X =

Véta 14. Necht X = (X1, X)) ~ N,(, X), kde p = Y=

Xy je k-rozmérné normalni Ny (p; + X15359 (Xa — o), 211 — B12309 X91).

Déle predpokladejme, ze X, ..., X, jsou nezavislé ndhodné vektory se stejnym

rozdélenim pravdépodobnosti, jako ma ndhodny vektor X = (Xy,...,X,)’, a

X X X2 - Xy

| || x|

X% an Xn? an
je datova matice. Potom lze stfedni hodnotu g = E(X) ndhodného vektoru X =
(Xi,...,X,) odhadnout vybérovym prumeérem

x - ! zan ~Ix1

- n 1 T n D+n»
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ktery je nestrannym odhadem stfedni hodnoty p = E(X), varianéni matici Var(X)

je mozné odhadnout vybérovou varianéni matici

1 1
S—_— X (In—lnl’)X ,
n—1"P n ") P

kterd je nestrannym odhadem varianéni matice Var(X), a korelaéni matici Cor(X)

lze odhadnout vybérovou korela¢ni matici
R =D /2SD"1/2
kde D = diag{S}.

Véta 15. Necht ndhodné vektory X, ..., X, jsou nahodnym vybérem z néjakého
spojitého p-rozmérného rozdéleni. Jeli n > p + 1, pak matice S,, = [(n — 1)/n]S je

pozitivné definitni (a tedy regularni) s pravdépodobnosti 1.

Véta 16. Necht X;,Xo,...,X,, je ndhodny vybér z vicerozmérného normalniho

rozdéleni se stfedni hodnotou p a varianéni matici 3. Potom

jsou maximalné vérohodné odhady stredni hodnoty p a varianéni matice 3.
Diikaz. [9]

Véta 17. Necht X ~ N,(u,X), pricemz h(X) = r > 1. Potom nahodnd veli¢ina
Y = (X —p)'E" (X — p) mé x? rozdéleni pti libovolné volbé pseudoinverzni matice
3.

Véta 18. Necht X je p-rozmérny nahodny vektor s konecnymi druhymi momenty a
necht E(X) = p, Var(X) = X. Potom pro libovolnou matici A,,x,, plati E(X’AX) =
Tr(AY) + p'Ap.

Véta 19. Necht X ~ N,(u, X) a matice A, x,, > 0. Necht B,,,»,, je takova matice, ze
BXA = 0. Potom pro libovolny p-rozmérny vektor c plati, ze vektor BX a nahodna

veli¢ina (X — ¢)’A(X — c¢) jsou nezavislé.
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2 LINEARNI REGRESNI MODEL

Zavedeni linedrniho regresniho modelu (LRM) budeme motivovat piikladem. Pted-
pokladejme, Ze je tfeba predikovat denni koncentrace PM1 aerosolfﬂ v Brné. Aero-
solové koncentrace jsou ovlivnény predevsim teplotou, relativni vlhkosti, rychlosti a
smérem veétru, a také koncentracemi aerosolt predchoziho dne. Cilem provadéné ana-
Iyzy je sestavit model, ktery by umoznoval predikovat denni koncentrace aerosol v
zavislosti na koncentracich aerosolt predchoziho dne a hodnotach meteorologickych
veli¢in. Takovou predikci lze provést pomoci regresniho modelu, o kterém pojed-
nano v této kapitole. Kapitola je zpracovand prevazné podle [I] a ¢astecné podle [9].

Pouzité znaceni rovnéz vychézi z monografie [IJ.

2.1 Linearni regresni model

V tomto odstavci zavedeme obecny LRM. Ozna¢me Y zavisle proménnou (tzv. ode-

ZVl) & T, ..., T redlnd ¢isla (tzv. regresory). LRM muzeme zapsat:
Y =Bz + ...+ By + ¢,

kde B; ... 0Bk jsou neznamé parametry a ¢ je nahodna chyba, ktera souvisi s pozo-
rovanim Y, a spliuje E(e) = 0, Var(e) = 02, kde 02 zna¢{ nezndmy parametr. Po
provedeni n nezavislych pozorovani (za stejnych podminek) odezvy Y a regresort

x1,...,T, dostavame

Y: = Bz + Baxig + - - + Bk + €1,

Yy = Biwar + Baag + - - - + BrTok + €2,

Yn = lenl + 52-77712 +--+ kank + €n,

kde z;; znac¢i i-té pozorovani regresoru x;, Y; znaci i-té pozorovani odezvy Y,
i=1,2...,n,7=12,....k, ae=(e1,...,6,) je vektor ndhodnych chyb. Pfed-
pokladame, ze chyby vyhovuji nésledujicim predpokladim:

1. E(e) =0,

2. Var (g) = oL
Predpoklad Var (¢) = oI iikd, Ze chyby jsou nekorelované a méfeni jednotlivych

slozek vektoru Y jsou provadéna se stejnou presnosti.

ITento pojem je vysvétlen v kapitole
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Maticovy zapis LRM je:

Y =XpB+e, (2.1)
kde Y = (Y1,...,Y,) je ndhodny vektor ndhodnych pozorovani odezvy Y, X =
(@ij)izt,..mj=1,. % je tzv. matice planu a B8 = (fi,...,0k)" je vektor neznamych
parametru.

Pti sestavovani LRM umoznujiciho predikovat denni koncentrace aerosoli je na-
hodny vektor Y = (Yi,...,Y,,) tvoren pozorovanymi hodnotami dennich koncent-
raci PM1 aerosoltl a regresory x1,...,x; predstavuji meteorologické faktory: napf.
prumérnd denni teplota je oznacena proménnou x;, prumérnd relativni vlhkost je
znacena promeénnou o atd.

V nasledujicim odstavci bude popsano, jak ziskat odhad neznamych parametra

Bla 62; s 7619 modelu "

2.2 Odhad a vlastnosti odhadovanych parametri

modelu

Predpokladejme, ze je ddn LRM ({2.1)). Uzitim vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu

muzeme odvodit stfedni hodnotu a rozptyl ndhodného vektoru Y. Plati
B(Y) = E(XB +¢) = X8, (2:2)
Var(Y) = Var(X B + €) = Var(e) = o°L (2.3)

Déle budeme predpokladat, ze h(X) = k < n, a budeme fikat, ze LRM je plné
hodnosti. Podle véty [1] plati A(X) = h(XX') = h(X'X) = k a z teorie maticové
algebry plyne, Ze matice X'X je regularni.

Odhad b = (by,...,b) parametru 8 ziskdme metodou nejmensich ¢tverct, mi-
nimalizaci virazu S(B8) = X5, (Y; = frzj1 — ... — Beap)* = (Y — XB) (Y — X ).

V nasledujici vété je uveden vysledny tvar odhadu neznamych parametri.

Véta 20. Odhad b parametru 8 metodou nejmensich ¢tverct je
b= (X'X)"'X'Y. (2.4)
Diikaz. Pro vektor b dany vztahem ([2.4)) plati
X'(Y —Xb) =X"Y — X’X(X’X)_IX’Y = XY -XY =0,
(Y — Xb)'X = (Y — X(X’X)le’Y)’X =YX-YX=0.

Dale odvodime

(Y - XB)(Y —XB) = (Y — Xb + Xb — XB8)(Y — Xb+ Xb — X3) =
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— (Y — Xb)(Y — Xb) + (b — 8)X'X(b — 8)+
+(b = B)[X(Y = Xb)] + [(Y — Xb)'X](b — B).
ProtoZe X'(Y — Xb) = (Y — bX)'X = 0 v{raz se zjednodusif na
(Y -XB)(Y —XB) = (Y = Xb) (Y — Xb) + (b — B)X'X(b — 8) >
> (Y — Xb)(Y — Xb).

Z ptredpokladu h(X) = k plyne, ze matice X'X je pozitivné definitni a proto rovnost

nastava prave pro 8 = b.

Véta 21. Odhad b je nestranny a tedy E(b) = 8 V8 € R*, a Var (b) = ¢2(X'X) ™"
Diikaz. 7 vlastnosti stfedni hodnoty odvodime
E(b) = E[(X'X)'X'Y] = (X'X) ' X'E(Y) = (X'X) 'X'XB =8 VB cRF,
a uzitim vlastnosti varian¢ni matice odvodime
Var (b) = Var [(X'X)7'X'Y] = (X'X)'X'Var (Y)X(X'X)™" =

= (X/X)_IX/(UQI)X(X/X)_I _ O'Q(X/X)_l,

Soustava rovnic X'Xb = X'Y, ze které je mozné odhad b ziskat, se nazyva
norméalni. Vektor ¥ = Xb obsahuje pro dané hodnoty regresorti z, .. ., 2 hodnoty
predikované linearnim regresnim modelem a je nejlepsi aproximaci vektoru Y, kterou
muzeme ziskat linearni kombinaci sloupcti matice X.

Dale budeme pracovat s vektorem rezidui, ktery je definovan e =Y — Y, tedy
J-té reziduum e; = Y; — Yj =Y, —bzji —... = by, pro j = 1,...,n. Rezidudlni

vektor e je odhadem vektoru chyb e, a vyraz
Se=¢ee=(Y-Y)(Y-Y)= (Y -Xb)(Y —Xb) (2.5)

se nazyva rezidualni soucet ¢tverci.

LRM budeme ilustrovat na motivac¢nim ptikladu z avodu této kapitoly. Oznac¢me
PM1; i-té méteni koncentrace PM1 aerosoli a T} i-té méfeni teploty. Uvazujme
model PM1; = T;+¢; umoznujici predikovat denni koncentrace aerosoli v zavislosti

na teploté. Oznacme b odhad parametru 5. Rezidua e; = PM1; — bT; znazornéna v
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Obr. 2.1: Rezidua

grafu na obrazku [2.1] pfedstavuji vzddlenosti mezi naméfenymi hodnotami PM1; a
hodnotami predikovanymi podle modelu PM1; = BT; + ;.
V nasledujicich dvou vétach jsou uvedeny vlastnosti vektoru rezidui a rezidudl-

niho souctu ¢tvercu.

Véta 22. Vektor rezidui e = Y — ¥ = [I — X(X'X) ' XY spliiuje

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze
Y-Y=Y-Xb=Y-— X(X’X)le’Y = [I-X(X'X)"'XY.
Matice [I — X(X'X)'X'] spliiuje
L I-X(X'X)"'XT = [T - X(X'X)"'X']
2. [T - X(X'X)IX[I - X(X'X)"1X'] =
=T - 2X(X'X)" X' + X(X'X)" ' X'X(X'X)'X' = [T — X(X'X)"1X], coz
znamena, ze je symetrickd a idempotentni.
Dale plat{ X'e = X'[I - X(X'X)"' XY =XY -XY =0
aY'e = (Xb)e=b'X'e=b'0=0.

Véta 23. Pro rezidualni soucet Ctvercu S, plati:

S.=Y[I-XX'X)'XTY, S.=YY-bXY.

19



Diikaz. Podle véty R2plati Y=Y = [I-X(X'X)'X']Y. Matice H = T — X(X'X) "X/
je idempotentni a symetrické, z ¢ehoZ plyne H?> = H. Dosazenim do vztahu (2.5)

dostaneme
Se=(HY)HY =YHHY =YHY =Y'[I - X(X’X)_IX’]Y,
coz je prvni vztah. Roznasobenim dostéavame druhy vztah:

S, =[Y - YX(X'X)'X|Y =[Y - bX]Y =YY - b'X'Y.

Kromé odhadu by, ..., by neznamych parametra Sy, ..., 8y jsou pro statistickou
interferenci potiebné také odhady rozptyli Var(b;), které oznacime s*(b;). Nejdiive
uvedeme odhad rozptylu o2.

Se

n —

Véta 24. Nahodn4 veli¢ina s? = se nazyva rezidudlni rozptyl a je nestrannym

odhadem parametru 2.

Diikaz. Podle véty 23] je S. = Y'[I — X(X'X)'X']Y. V dikazu véty [22] bylo uka-
zéno, ze matice [I — X(X’X)le’] je idempotentni a z teorie matic je znamo, ze jeji
stopa je rovna jeji hodnosti. Protoze X/[X(X'X) 'X'|X = X'X a h(X'X) = k, je
AX(X'X)'X'] > k. Protoze h(X) = k, musi soutasné byt h[X(X'X)"'X'] < k,
2z ¢ehoz plyne h[X(X'X)'X'] = k a podle Vétyje AI—X(X'X)"'X'| =n— k.
Protoze Var(Y) = oI, podle véty (18| plati

E(S) = E (Y/[I - X(X'X)"'XY) =
= Tr ([T - X(X'X) "' X']o’T) + (XB)'[1 - X(X'X)'X/|X8 =
= o”Tr ([T = X(X'X)7'X']) 4 0 = o?h[I - X(X'X) "' X'] = 0*(n — k),

Se

n—=~k
odhadem parametru o2,

e

z ¢ehoz plyne, ze E( ) = 02 a ndhodn4 veli¢ina s? = je nestrannym

2

Nahradime-li v matici Var(b) parametr o2 reziduélnim rozptylem s? a oznacime-

li v;; prvek matice (X'X)~! na pozici (4, ), mize byt odhad rozptyli odhadt para-

metrua b; stanoven podle vztahu:
Sg(bj) = S2Ujj, ] = 1,...,]{3.

Poznamenejme, ze s(b;) se nazyva smérodatna chyba, tedy

s(bj) = \/STU]'ja j=1,...,k (2.6)
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2.3 Testovani hypotéz o parametrech regresniho

modelu

P1i sestavovani LRM je nutné ovérit, které z regresori xq, ..., r; maji na Y statis-
ticky vyznamny vliv. Napriklad chceme ovérit, zda je pro predikci dennich koncent-
raci aerosolu statisticky vyznamna teplota, relativni vlhkost i rychlost a smér vétru.
V tomto odstavci je proto popsano, jak testovat hypotézu, ze vliv regresoru x; na
odezvu Y je statisticky nevyznamny.

Budeme predpokléddat, ze vektor chyb mé n-rozmérné normalni rozdéleni, tedy
e ~ N,(0,0°1), (2.7)

z ¢ehoz miizeme odvodit, ze Y ~ N, (X 3, 0%1).

Nejdffve uvedeme vétu o vlastnostech odhadii b, S, a s2.

Véta 25. Za predpokladu (2.7)) plati
1. b~ Ni(B,0%(X'X)™h),
e 2
2. g ~ Xn—k’
3. b a s? jsou nezavislé.

Diikaz.
1. ProtoZe Y ma normdlni rozdéleni a b = (X'X)~!X'Y, podle véty [10| m& b
také normdln{ rozdéleni. Podle véty 21| plati E(b) = 3, Var(b) = o?(X'X) ™!,
z Cehoz je ziejmé, Ze b ~ Ni(B,0%(X'X)™1)

2. Nejprve ukazeme, ze

E(Y-Y)=E(Y)-EY)=X8-EXb)=X8-X3=0

Var(Y — V) = Var ([I - X(X'X)"'XY) =
= [I— X(X'X) "' X[Var(Y)[I - X(X'X)'X] =
— [I - X(X'X) ' X)o’I[I - X(X'X)'X] = o?[I - X(X'X)'X'].
Daéle muzeme odvodit, zZe
Var(Y — Y) (o ) Var(Y = Y) =

= o?[I — X(X'X) "' X'|(¢e2T)o?[I - X(X'X)'X] =
= 21 - X(X'X)'X'] = Var(Y - Y),
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7 GehoZ je ziejmé, Ze matice 021 je pseudoinverzni matici k matici Var(Y —Y).

Vektor Y — ¥ mé norméln{ rozdélen{ a proto podle véty [17| ndhodnd veli¢ina

N A S,
(Y = )01 = ¥) = %5~

kde m = h(Var(Y —Y)). Diive jiz bylo ukézéno, ze h[I — X(X'X)'X'] =
n — k, z &eho? plyne h(Var(Y — ¥)) = h (0?1 X(X'X)"'X']) =n -k a
tedy m =n — k.

3. Protoze Y ~ N,(XB,0I), b= (X'X)"'X'Y, S, = Y/[I - X(X'X)'X']Y
a [(X'X)'X](e*D)[I - X(X'X)"'X'] = 0, plati podle véty , ze vektor
[(X'X)"'X']Y = b a ndhodn4 veli¢ina
(Y —0)[T - X(X'X)'"X'|(Y — 0) = S, jsou nezéavislé, z ¢ehoz plyne i neza-
vislost veli¢in b a s* = S./(n — k).

Nyni bude uvedena véta, jejimz uzitim je mozné zjistit, které z regresoru

X1, ..., jsou pro predikci Y statisticky nevyznamné.

Véta 26. Necht v;; je prvek matice (X'X)™! na pozici (i,7). Pak pro kazdé i =
1,..., k ndhodna veli¢ina

T
Diikaz. Podle vét a plati b; ~ N(B;,0%vy) a je ziejmé, %e ndhodnd veli¢ina
(bi — B:) /v 02v;; ~ N(0,1). Podle véty 25/ nahodna veli¢ina S, /0% ~ x2_, a veli¢iny

b a s? jsou nezavislé, z éehoz uzitim véty |§] muzeme odvodit, ze

(bi — Bi)/V o?vy _ b; — B oy
o o n—k-

vVn—k

t (2.8)

T, =

Podle predchézejici véty nulovou hypotézu Hy : 5; = 0, Ze vliv regresoru x; na

Y je statisticky nevyznamny, zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud

kde t,—r(1 — «/2) je (1 — a/2) kvantil Studentova t rozdéleni.

2.4 Regresni diagnostika

Mame-li sestaveny regresni model a odhadnuté neznamé parametry, je treba ohod-

notit kvalitu modelu a posoudit, zda je dobfe sestaven.
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Predpokladame-li v LRM, Ze regresory xi, ...,z jsou ndhodné veli¢iny, potom
linearni zavislost mezi nimi a odezvou Y vyjadiime koeficientem mnohonasobné

korelace py,(g,.....z,). Oznacime-li Cor(Y, X) radkovy vektor obsahujici korela¢ni koe-

ficienty pyu,s-..,pya,, podobné Cor(X,Y) sloupcovy vektor obsahujici korelacni
koeficienty pyu,, ..., pys, a predpokladame-li, ze korela¢ni matice Cor(X) vektoru
(z1,...,x%) je regularni, potom koeficient mnohondsobné korelace pocitame podle
vztahu

DY, a1y = Cor(Y, X)Cor(X) ' Cor(X, ).
UZzitim ndsledujici véty muzeme testovat statistickou vyznamnost py, ;... ;)

Véta 27. Necht ndhodné vektory (Yi,zs,...,2%) pro i = 1,...,n, jsou vybérem
z normalniho rozdéleni s reguldrni variancni matici. Plati-li py, (s, +,) = 0, pak pri

n > p+ 1 veli¢ina

_n—p- 1 ,02y,(:c1,...,a:,€)

Z 2
p 1 - pY,(afl,...,CCk)

~/ p,n—p—1- (29)
Dikaz: [1]
Pro testovani nulové hypotézy, Ze koeficient mnohonéasobné korelace py, (4, . 2,) =
0, odhadneme koeficient mnohondsobné korelace py, (s, ,....,) vybérovym koeficientem

mnohonésobné korelace

2 _ —1

TY (21,0z) — RyxRx Rxy, (2.10)
kde Ry x je fddkovy vektor vybérovych korelac¢nich koeficientdt 7y, , ..., 7y, Po-
dobné Ry y je sloupcovy vektor vybérovych korelacnich koeficient ry4,, ..., 7y, a
Rx znaci vybérovou korela¢ni matici vektoru (z1, ..., xy). Déle stanovime testovaci
statistiku (2.9) a hypotézu o linearni nezavislosti Y na regresorech xy, ...,z zamit-

neme, pokud je jeji realizace vétsi nez (1 — ) kvantil Fisher-Snedecorova rozdéleni

F, p,n—p—1-
Pti testovani hypotézy o linedrni nezavislosti Y na jediném regresoru x; vycha-

zime z nasledujici véty.
Véta 28. Necht (X;,Y;) kde i = 1,...,n je vybér z dvojrozmérného normélniho

rozdéleni, které ma kladné rozptyly a korelacni koeficient py x = 0. Necht n > 3.

Potom ndhodné veli¢ina

T=—"X /n_2~t, . (2.11)
V2 ¥ x
Drukaz: [1]
Podle predchazejici véty nulovou hypotézu, ze korelacni koeficient py,, = 0 za-
mitame, pokud je realizace testovaci statistiky (2.11)) |T'| > t,,—2(1 — a/2).
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Kvalita regresniho modelu s nenahodnymi regresory se v literature velmi casto
hodnoti koeficientem determinace, ktery nyni odvodime. Vzhledem k definici vektoru

rezidui plati
YY=Y+Y-Y)/Y+Y-V)=Y+e)(Y+e)=YVY +ee (212

Predpokladédme-li, ze prvni sloupec matice planu X je tvoren n-rozmérnym vektorem
jednic¢ek, potom podle Véty plati 0 = T'e = X7, e; = 30, (V) — Y) Y —

> Y}, z ¢ehoz je ziejmé, e (1/n) Y=Y = YV = (1/n) . Y;. Odeétenfm
vyrazu n(Y)? = n(Y)? od vztahu (2.12) dostévame

_ A < 2
YY -n(Y)2 =YY —n(Y) +¢e.

S vyuzitim Y =Y, kde ~ znaci primér hodnot daného vektoru, mtizeme predchozi

vztah zapsat ve tvaru

1 & — 1 &Ko 1 &
> (Y5 - > (Y] 2.4
—1Z n—1=" n—14"
a koeficient determinace zavedeme jako R%
n 2 n 9 V)2
R o1 zimG_ (oY) (2.13)
Y-V (- V)
Protoze ¢len % i (Y — }7)2 predstavuje celkovou variabilitu slozek vektoru Y a
¢len ﬁ PO ej znaci variabilitu rezidui v modelu s k regresory x1,...,xy, z pred-

choziho odvozeni je ziejmé, Ze R% urcuje, jakd C¢ast celkové variability v datech je
vysvétlena modelem. Jestlize regresni model popisuje data presné, potom je rezidu-

alni soucet ¢tvercu S, = e? nulovy a koeficient determinace Rp = 1. Pokud je

1
vsak prvni sloupec matice pjlanujtvoren vektorem jedni¢ek a odhad b = (Y,0,...,0),
potom je rezidualni soucet ¢tverci roven celkovému rozptylu Y a Rp = 0, coz zna-
mena, ze regresory na predpovéd proménné Y nemaji zadny vliv.

Nyni budeme predpokladat, ze prvni sloupec matice planu X je tvoren vektorem
Jedmcek a ukazeme, ze RD = rY (£1m): Pomoci Vety . muzeme odvodit, ze 0 =
Y'e = Ye] = Y(Y Y) YY PO Y2, z ¢ehoz je ziejmé, Ze

Hmn—&ﬁ?

Teoreticky koeficient mnohondsobné korelace py.(,, . 4, je korela¢ni koeficient
mezi ndhodnou veli¢inou Y a jeji nejlepsi linearni aproximaci zalozené na x, . .., xj.
Proto, oznac¢ime-li vybérovy korelacni koeficient mezi slozkami vektori Y a Y sym-

bolem 7y y, mizeme podle [I] psat

~ (7, ViV — n¥Y)?
( ?:1 Y;z - nin)( ?:1 )A/iQ - ”fn)
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Protoze Y =Y a 37, V;Y; = Y0, Y2, miizeme déle odvodit

( 1 }A/z‘z - n}_/z)Q N ( ) }Afiz - niﬂ)

i Y - nY2)( i=1 }A/zz -nY?) (L Y? - n§72)

2 _
TY (@1,0zy) = (

mLyi-Y)? o,
N O

Za predpokladu, 7ze prvni sloupec matice X je tvofen vektorem jednicek, 100R%

urcuje, kolik procent variability dat je vysvétleno regresnim modelem. Tedy
1007’32,7@17“7“) znaci procenta variability dat vysvétlené regresnim modelem i pokud
predpoklad, ze prvni sloupec matice X obsahuje samé jednicky, splnén neni.

K ovéreni, ze regresni model je dobre sestaven, je mozné uzit grafické me-
tody. Pokud plati linedrni model , potom j-té reziduum e; je odhadem j-té
chyby ¢;. Protoze piedpokldddme, Ze vektor chyb € ma normalni rozdéleni s nulo-
vou stfedni hodnotou a konstatnim rozptylem, pozadujeme, aby i vektor rezidui e

mél nulovou stfedni hodnotu a konstantni rozptyl. Protoze plati
E(e) = E(Y —X8) = E(Y) =X =XB-XB=0,

Var(e) = Var ([T - X(X'X) ™' X]Y) = [I - X(X'X) ™' X/]Var(Y)[I - X(X'X) !X}
= o?[I - X(X'X)'X'] = ¢?[I - H]

je zfejmé, ze vektor rezidui ma nulovou stfedni hodnotu, avsak jeho varianéni matice
o2[I — H], kde H = X(X'X) "X/, neni diagonélni, jednotlivé rezidua nemaji stejny
rozptyl a navic mohou mit nenulové korelace. Pokud jsou diagondlni prvky matice
o[ — H] ptiblizné shodné, potom jsou rozptyly jednotlivych rezidui priblizné stejné
velké a model je v poradku. V opacném pripadé ma matice planu X na vlastnosti
rezidui vliv, ktery je tfeba v dalsi analyze eliminovat.

Aby bylo mozné uzitim grafickych metod model posoudit, budou zavedena stan-

dardizovana rezidua
e.:—ej , j=1...,n,
s*(1 — hyj)
kde h;; je prvek matice H = X(X’X)_lX’ na pozici (j,j). V idedlnim ptipadé by
standardizovana rezidua méla vypadat jako nahodny vybér z normovaného normal-
niho rozdéleni, coz je obvykle stézi dosazitelna podminka. Abychom mohli normalitu
rezidui posoudit, vykreslime nasledujici grafy:
e Rezidua e; vykreslime na y-ové ose proti predikovanym hodnotdm, vynesenym
na x-ové ose. Podle toho, jak bude graf vypadat, miizeme rozlisit tii pripady
zobrazené na obrazku[2.2] Idealné by vSechna rezidua méla lezet v pasu ohrani-

¢eném dvéma rovnobéznymi primkami y = +6, kde d > 0 je vhodna konstanta.
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Pokud model neni v poradku, miize se objevit zavislost rezidui na predikované
hodnoté, napt. s rostouci predikovanou hodnotou rostou i samotna rezidua.
Dalsi problém nastane, pokud rozptyly jednotlivych rezidui nejsou konstantni
a s rostouci predikovanou hodnotu roste i variabilita jednotlivych rezidui. Ta-
kovy model miizeme opravit vhodnou transformaci nebo uzitim vazené metody
nejmensich ¢tverci.

Dalsim grafem je tzv. Q-Q graf standardizovanych rezidui, podle kterého je
mozné usoudit, zda maji rezidua normalni rozdéleni. V Q-Q grafu jsou proti
sobé vykresleny pozorované a teoretické kvantily. Na y-ové ose jsou vyneseny
pozorované kvantily (vypoctené ze standardizovanych rezidui), na x-ové ose
jsou vyneseny teoretické kvantily vypoctené z norméalniho normovaného roz-
déleni. Jestlize standardizovana rezidua maji normalni rozdéleni, potom body
v Q-Q grafu lezi na piimce tak, jak je zndzornéno v prvnim grafu obrazku [2.3]
ktery je stejné jako vétsina grafii uvedenych v této praci vystupem softwaru R
verze 3.0.1. popsaného v kapitole [0, Druhy graf obrdzku[2.3|zndzornuje pfipad,
kdy body netvori primku, ale tvar pripominajici pismeno S. Znamena to, ze

normalita rezidui je narusena a je tfeba model sestavit jinym zptisobem.
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Obr. 2.2: Grafy rezidui proti predikovanym hodnotam
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3 METODA HLAVNICH KOMPONENT

Opét vyjdeme z motivacniho prikladu. Predpokladejme, ze méame ndhodné veliciny
Xi,...,X, predstavujici koncentrace kovii a iontt v PM1 aerosolech: napt. X; pred-
stavuje koncentraci chloridu (Cl™) v aerosolech, X, predstavuje koncentraci fluoridu
(F~) v aerosolech atd. Cilem metody hlavnich komponent je vysvétlit ptvodnich p
veli¢in pomoci mensiho poctu jejich linearnich kombinaci, které nazyvame hlavni
komponenty. Miizeme ocekavat, ze jednotlivé hlavni komponenty predstavuji emisni
zdroje PM1 aerosolii a pivodni veli¢iny X, ..., X, miZeme témito komponentami
nahradit, ¢imz dojde k redukci dat.

Metoda hlavnich komponent patii mezi casto vyuzivané statistické metody, v
praktické ¢dsti této prace (v kapitole[7)) je vyuzita k nalezeni skrytych faktoru, které
ovliviiuji koncentrace kovii a iontl v aerosolech a které maji stejnou interpretaci jako
hlavni komponenty. Model zahrnujici skryté faktory je podrobné popsan v nasledujici
kapitole.

V této kapitole, kterd je zpracovana podle [9], je popsan princip metody hlavnich
komponent. Diikazy vét neuvadime, lze je nalézt v [9].

Predpokladejme, ze X = (X3, Xo,...,X,)" je ndhodny vektor pozorovanych ve-
licin s varianéni matici ¥ = (0y;);j=1,., a necht a; € RP. Protoze pro linearni

kombinace
Vi=aX=auX1+apXo+- - +apX, i=1,...,p
néhodného vektoru X podle vét [7] a [§] plati
Var(Y;) = a/¥a;, Cov(Y;,Yy) =aXa, i, k=1,2,...,p,

jsou hlavni komponenty hledany jako nekorelované linedrni kombinace Y7,Y5,...,Y,
s nejvetsim moznym rozptylem. Znamena to, ze je tfeba nalézt p-rozmérné vektory
a;, které maximalizuji Var(Y;) = a/Xa,. Protoze pro vektor a; spliujici a;¥a; >
0 1ze hodnotu vyrazu a;¥a; libovolné zvysit vynasobenim vektoru a; libovolnou
konstantou ¢ > 1, je pozadovano splnéni podminky aja; = 1. i-ta hlavni komponenta
je tedy linearni kombinace a/X, kterd maximalizuje Var(a/X) za podminky aja; = 1
a Cov(a/X,a,X) = 0 pro k < i. V nésledujici vété je popsana konstrukce hlavnich

komponent pomoci vlastnich vektort varian¢ni matice 3.

Véta 29. Necht ¥ je variancéni matice nahodného vektoru X = (X3, Xo,...,X,),
ktera ma dvojice vlastnich ¢isel a vlastnich vektori (A1, e1), (A2, €2),..., (A, €,), kde

A1 > A2 > ...\, > 0. Potom i-t4 hlavni komponenta ma tvar

Y;:e;X:€i1X1+€i2X2—|—...+€ipo, i:1,2,...,p
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a plati
Var(Y;) = e;3e; = \;, Cov(Y;,Yy) =€Xe, =0, i=1,2....p,i#k.
Jestlize \; = Ay pro ¢ # k, potom volba odpovidajicich e; a Y; neni jednoznacna.

Véta 30. Necht ndhodny vektor X = (X, Xy, ..., X,) ma varianéni matici ¥ s
dvojicemi vlastnich ¢isel a vlastnich vektort (A1, e;), (A2, €2), ..., (A, €p), kde Ay >
Ay > ...\, > 0. Necht V; =e,X,i=1,...,p jsou hlavni komponenty. Potom plati

p p
Tr(X) =) Var(Xy) = M+ A+ ...+ A, =) Var()).
=1 =1
V nasledujici vété je uvedeno, jak velky vliv mé veli¢cina Xj na i-tou hlavni

komponentu.

Véta 31. Jestlize YV; = €,X, i = 1,...,p jsou hlavni komponenty ziskané z varian¢ni
matice 3, potom korelacni koeficient mezi komponentou Y; a ndhodnou veli¢inou
Xk

ez’k\//\_i
VO

PYiX =
kde Okk 7é 0.

Korelace mezi hlavnimi komponentami a pozorovanymi ndhodnymi veli¢inami
pomahaji interpretovat hlavni komponenty, ale neukazuji vliv k-té veli¢iny X} na
i-tou komponentu Y; v pritomnosti ostatnich nahodnych velic¢in X, X, ..., X;_1,
Xk+1,---,Xp. Proto se doporucuje pfi interpretaci hlavnich komponent uvazovat
také koeficienty e;x, které ukazuji vyznamnost veli¢iny X vzhledem ke komponenté
Y;.

Geometricky lze hlavni komponenty interpretovat jako vybér nového souradni-
cového systému, ktery ziskdme rotaci ptivodniho systému se souradnicovymi osami
Xy, X, ..., X, Nové soutadnicové osy €)X, e5X, ..., e X reprezentuji sméry s ma-
ximalni variabilitou, pricemz nejvétsi variabilita je ve sméru soutradnicové osy € X.

Hlavni komponenty jsou casto ziskavany ze standardizovanych nahodnych veli-
¢in Z = V72(X — ), kde matice V = diag(X) je regularni a pu = E(X). Pozna-
menejme, ze varianéni matice standardizovanych veli¢in je rovna korela¢ni matici
ptvodnich veli¢in, tj. Var(Z) = V-/22V~12 = Cor(X). V nasledujici vété bude

uveden vztah pro vypocet hlavnich komponent standardizovanych velic¢in.

Véta 32. i-ta hlavni komponenta standartizovanych nahodnych velicin Z =
(Z1,Za, ..., Z,) = VY2(X — p) s varianén{ matici Var(Z) = Cor(X) je ddna

Vi=eZ=eV VX -p), i=12,...,p
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a plati
p p
S Var(Y;) = Y Var(Z) = p, prize = ey ik =1,2,...,p,
=1 =1

kde V = diag(X), p = E(X), a (A1, e1), (A2, €2),..., (A, €p) jsou dvojice vlastnich
¢isel a vlastnich vektortt matice Cor(X), spliujicich Ay > Ay > ... A, > 0.

Mame-li n nezavislych pozorovani ndhodnych veli¢cin Xi,..., X, potom Ize
stfedni hodnotu g odhadnout vybérovym primérem X, variancni matici X lze
odhadnout vybérovou varian¢ni matici S, korelaéni matici Cor(X) lze odhadnout
vybérovou korela¢ni matici R a pfi vypoctu hlavnich komponent se vychézi z ma-
tice X popt. matice R, na kterou jsou aplikovany vztahy uvedené ve véteé 29 popr.
ve véte B2

Predpokladejme, Ze jsou jiz "zkonstruované"hlavni komponenty, kterymi je mozné
vysvétlit varianéni strukturu nahodnych velicin X;,..., X,. Je tfeba zjistit, jaky
nejmensi pocet m < p komponent vysvétluje variabilitu dat dostateéné a téchto m
komponent interpretovat. Pfi nespravné volbé m by doslo ke ztraté dat, nebo by
nekteré z hlavnich komponent vysvétlovaly pouze zanedbatelnou ¢ast variability a
navic by ziejmé byly tézce interpretovatelné. Podle vét [30] a [32] je pomér variability

vysvétlené k-tou hlavni komponentou a celkové variability

Ak

ro stanoveni vlastnich ¢isel z matice S,
)\1—|—)\2+...—|—)\p P

(3.1)

Ak
— pro stanoveni vlastnich ¢isel z matice R.

Jestlize prvnich m hlavnich komponent, m < p, vysvétluje podstatnou cast va-
riability (80 - 90%, [9]), potom tyto komponenty mizeme intepretovat a nahradit

jimi ptvodnich p velicin.

Sutinovy graf

vlastni &isla

index

Obr. 3.1: Sutinovy graf

Dalsi moznosti, jak urcit optimalni pocet interpretovanych komponent, je vyuzit
tzv. "sutinovy graf'vykresleny na obrazku [3.1] Je to graf vlastnich ¢isel, které jsou
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zobrazeny jako body o soufadnicich [i, \;], pfiemz A; > Ay > ...\, > 0. Body v
grafu spojime lomenou carou a najdeme misto, kde dochéazi k nejvétsimu poklesu
mezi dvéma vlastnimi ¢isly. Komponenty odpovidajici vlastnim ¢islim lezicim na-
levo od tohoto mista budou zahrnuty do modelu, zatimco komponenty odpovidajici
vlastnim ¢islim lezicim napravo od tohoto mista jsou zanedbany. Z obrazku je
patrné, ze dochazi k nejvétsimu poklesu mezi prvnim a druhym a potom mezi dru-
hym a tfetim vlastnim ¢islem. Na zakladé uvedeného grafu tedy miize byt uc¢inén

zavér, ze optimalni je extrahovat jednu nebo dvé hlavni komponenty.
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4 FAKTOROVA ANALYZA

Zavedeni faktorového modelu budeme opét motivovat prikladem. Stejné jako v pred-
chozi kapitole predpokladejme, Ze ndhodné veli¢iny X, ..., X, predstavuji koncen-
trace kovl a ionttt v PM1 aerosolech. Po stanoveni vybérové korelacni matice bylo
zjisténo, ze jednotlivé veli¢iny maji mezi sebou statisticky vyznamné korelace a mo-
hou byt rozdéleny do skupin tak, ze veli¢iny patiici do stejné skupiny maji mezi
sebou statisticky vyznamné korelace, ale korelace s velicinami z ostatnich skupin
jsou statisticky nevyznamné. Je pravdépodobné, ze tyto korelace jsou zpusobeny
spoleénymi emisnimi zdroji a kazda skupina ndhodnych veli¢in predstavuje skryty
faktor reprezentujici jeden emisni zdroj. Cilem faktorové analyzy je tyto spolecné
faktory nalézt a interpretovat.

V aplikaéni ¢asti této prace uvedené v kapitole [7] je faktorova analyza vyuzita k
uréeni hlavnich emisnich zdroji aerosolt v Brné a ve Slapanicich.

V této kapitole, ktera je zpracovana podle [9], je popsan faktorovy model a teorie,

potiebna k praktickému vypoctu.

4.1 Ortogonalni faktorovy model

Necht ndhodny vektor pozorovanych veli¢in X,«1 = (X1, Xo,...,X,)" ma stiedni
hodnotu g a varianéni matici 3. Ortogondlni faktorovy model predpoklada, ze X
linedrné zavisi na ndhodném vektoru F,,«1 = (F1, Fa, ..., F,,)" nepozorovatelnych
nahodnych veli¢in, které budeme nazyvat faktory a vektoru p chyb, neboli specific-
kych faktort e,y; = (e1,¢€2,...,¢,). Ozna¢me L matici redlnych ¢isel, ktera bude
nazyvana matice faktorovych zatézi a jejiz prvky [;; znaci zatéz faktoru F; v pro-

meénné X;. Faktorovy model miize byt zapsan

X1 = = Fy+LoFy 4o 4 L By + €1,

Xo — g = log Fy + looFo + ... 4 Lo, F, + €2,

Xp — Hp = lplFl -+ lp2F2 + ..+ lmem + Ep.
Maticovy zapis ortogonalniho faktorového modelu je
Xp><1 - Pl'pxl - LpXmmel + €p><1‘ (41)

Je ztejmé, ze odchylky X; — p; zavisi na nepozorovatelnych nahodnych veli¢inach
Fje;,kde j =1,...,m,i=1,...,p a faktorovy model (4.1)) tudiz obsahuje velké
mnozstvi nepozorovatelnych proménnych (Fj,e;, kde j = 1,...,m, i = 1,...,p).
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Daéle, aby bylo mozné odhadnout proménné Fj, budeme pro zjednoduseni dlohy

predpokladat:
E(F)=0,x1, Var(F)=1,, (4.2)
E(e) = 0,x1, Var(e) = W,y, = diag(Vy, Vy,...,,),
Cov(e, F) = 0pxm.- (4.4)

7, modelu odvodime
(X —p)(X —p) =(LF +¢€)(LF +¢€) = (LF +¢)((LF) +¢€') =

= LF(LF) + ¢(LF) + LFe + &€,

a dale uzitim vlastnosti stfedni hodnoty odvodime tvar varianéni matice
Y=Var(X)=E(X — p)(X —p)=E(LF +¢)(LF +¢) =

= E[LF(LF)' + ¢(LF) + LFe' + e¢'| = LE(FF')L'+E(e F/)L'+LE(Fe’)+E(e€’) =
= LVar(F)L' + Cov(e, F)L' + LCov(F,€) + Var(e) = LL' + ¥,

a tvar kovarianc¢ni matice
Cov(X,F)=E[(X — u)F'] =E[(LF + ¢)F'| = LE(FF') + E(eF') =

= LVar(F) + Cov(e,F) = L.

7 predchoziho odvozeni plyne nasledujici varianc¢ni struktura modelu:

Var(X;) =0y =13 + 15+ ...+ + U, =h?+ T,

COV(XZ', Xk) = lillkl + liglkg + ...+ limlkm;
COV(XZ‘, FJ) = lz]

Vyraz h? = 12, +12%,+...+12,, se nazyvd i-t4 komunalita a predstavuje ¢ast variability
proménné X;, kterd je vysvétlena spole¢nymi faktory, zatimco vyraz ¥; nazyvany
specificita (jedinecnost) predstavuje ¢ast variability X;, ktera nalezi chybé ;.

Nyni ukdzeme, ze matice faktorovych zatézi L a vektor spoleénych faktora F
nejsou urceny jednoznac¢né. Necht T,,x,, je ortogonalni matice splnujici TT' = 1.
Potom

X—-pu=LF+e=LTTF+e=LF +e.

Néasobenim ortogonalni matici T ziskdme novy vektor spoleénych faktora F* = T'F
a novou matici faktorovych zatézi L* = LT, pro které plati E(F*) = T'E(F) =
T'0 = 0, Var(F*) = T'Var(F)T = I, Cov(e,F*) = Cov(e, F)T = 0T = 0 a tudiz
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nové faktory F* také splinuji predpoklady a . Vektory F, F* a matice L, L*
maji stejné statistické vlastnosti a generuji stejnou varian¢ni matici 3. Mizeme tedy
psat

S =LL+¥ = (L)(L*) +¥. (4.5)

Této vlastnosti se vyuziva pri tzv. rotaci faktori. Spolecné faktory reprezentuji sou-
fadnicové osy v kartézském souradném systému, kde polohy proménnych X; jsou
urceny souradnicemi [l;1, lia, . . ., lim] & nasobeni ortogonélni matici odpovidé rotaci
souradnicového systému. Podrobné bude faktorova rotace rozebrana pozdéji.

Mame-li datovou matici X p obsahujici n nezavislych pozorovani Xy, Xs, ..., X,
nahodného vektoru X, varianéni matice 3 je odhadnuta vybérovou varianéni matici
S a muzeme prejit k odhadu parametri faktorového modelu.

Poznamenejme, ze nahodny vybér obvykle standardizujeme a nasledné pracu-
jeme s nahodnym vybdérem standardizované ndhodné veli¢iny Z = V~V/2(X — ),
kde V = diag(X). Varian¢ni matice standardizovaného vektoru Z je rovna korela¢ni
matici vektoru X a protoze E(Z) = 0, ortogonélni faktorovy model muzeme zapsat
ve tvaru

Zp><1 = LpXmmel + Epx1s
Var(Z) = Cor(X) = LL' + .

Je tedy zfejmé, ze pti odhadu parametrii faktorového modelu mizeme vychazet z
korela¢ni matice Cor(X), kterou odhadneme vybérovou korelacni matici R.

Nez prejdeme k odhadu parametrii, je tfeba posoudit, zda jsou data vhodna
k uziti faktorové analyzy. Jestlize jsou mimodiagonalni prvky vybérové variancéni
matice S relativné malé nebo prvky vybérové korela¢ni matice R lezici mimo dia-
gonalu témér nulové, potom nema uziti faktorové analyzy smysl, protoze proménné
X1, Xo, ..., X, jsou navzajem prakticky nekorelované a variancni strukturu faktoro-
vého modelu vysvétluji predevsim specificity (specifické faktory), nikoliv spolecné
faktory. Korelacni strukturu pozorovanych proménych je mozné posoudit uzitim
Bartlettova testu sféricity, ktery bude popsan v odstavci 4.5 V piipadé, Ze po-
zorované proménné maji dobrou korelac¢ni strukturu, je tfeba odhadnout parametry
faktorového modelu a nasledné interpretovat spolecné faktory. K odhadu parametri
se nejcastéji pouziva metoda hlavnich komponent a metoda maximalni vérohodnosti.
Konstrukee hlavnich komponent jiz byla popsdna v kapitole [3, v nasledujicim od-
stavci bude popsano, jak je mozné hlavni komponenty uzit k nalezeni a interpretaci
spole¢nych faktorti. Také budou doplnény metody vhodné k urceni poc¢tu extrahova-
nych komponent (faktoru). Metoda maximélni vérohodnosti pro odhad parametri
faktorového modelu bude popsana v odstavci [4.3]
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4.2 Odhad parametra faktorového modelu meto-

dou hlavnich komponent

Jak bylo popséno v kapitole [3], princip metody hlavnich komponent spociva v hle-
déani dvojic vlastnich ¢isel a vlastnich vektori (A1, e1), (A2, €2), ..., (A, €,) variancni
matice ¥ usporadanych tak, ze Ay > Ag > ... > A, > 0. Potom plati

VAe]
VAze

prp = [\/)\»161 \/;282 S \/)Tpep ] . ? - LPXPL;)XP + Opx = LpXPL;Xp‘
ot

(4.6)

Ze vztahu (4.6) je zfejmé, ze ¥ mé pozadovany tvar (4.5) vyplyvajici z kovari-
ancni struktury faktorového modelu. Prvky matice faktorovych zatézi [;; jsou urceny
li; = \/)\T-eji, specificity ¥; jsou nulové a komponenty odpovidajici vlastnim cislim
e; reprezentuji spolecné faktory. Variancéni matice ¥ je takto odhadnuta naprosto
presné, ale pocet spolecnych faktoru je stejny jako pocet puvodnich proménnych
X1, Xo,...,X,. ProtoZe je pozadovano, aby variabilita pozorovanych proménnych
byla vysvétlena pomoci mensitho poc¢tu m < p spoleénych faktorti, zanedbame v
pifspévek do varian¢éni matice 3 od Apii1€m11€5,41 + - .. + Apep€), kde viastni
cisla Appy1 + ... + A, maji relativné malou hodnotu. Do aproximace matice 3 zahr-

neme i specifické faktory a dostaneme

Vel v, 0 -+ 0
o€ 0 W, --- 0

S e e e 1| LT e
‘/)\melm 0 0 \I/p

Z aproximace [4.7] je ziejmé, ze specificity jsou urceny
m
\Pizaii_zl?j; i:1,2,...,p
=1

a matice faktorovych zatézi ma tvar

Lpxm = (lij)i=1,...pj=1,...m = \/ Aj€ji-

Vztah (4.7)) aplikujeme na vybérovou varianéni matici S, nebo vybérovou kore-
la¢ni matici R nahodného vektoru X. Nejprve predpokladejme, ze vychézime z vybé-
rové varianéni matice S. Oznacme (A81), (A282), .., (Am@m) Ami1@met) - - - (A8))

dvojice vlastnich cisel a vlastnich vektori matice S takové, ze
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5\1 > :\2 > > :\m jsou relativné veétsi nez 5\m+1 > > :\p. Podle plati
I = (ZZ]) = [\/5\71@1 \/5\7262 \/gém], kde I = (l;j) je odhad matice faktoro-
vych zatézi a m < p znaci pocet spolecnych faktort. Specificity jsou odhadnuty jako
diagonalni prvky matice S — LI/, tedy U; = s;; — i l?j, U= diag(\ifl, s, ..., \ilp)
a komunality odhadneme jako soucet c¢tverci odhadt faktorovych zatézi, tedy
h2 = 12 + 1% + ...+ 2. Pii vipoétu parametril z vybérové korelaéni matice R
je postup analogicky.

Poznamenejme, ze pti vypoctu metodou hlavnich komponent se odhad faktoro-
vych zatézi neméni, jestlize pocet faktori postupné zvysujeme.

V praxi je tfeba gzjistit, kolik spolec¢nych faktorii je nutné extrahovat a inter-
pretovat, aby byla variabilita dat dostateéné vysvétlena. Proto bude nyni uvedeno
nékolik metod, pomoci kterych lze nalézt optimalni pocet extrahovanych faktort.

Predpokladejme, ze parametry faktorového modelu extrahujeme z vybérové va-
rianénf matice S. Zavedeme rezidualni matici & = (§;) = S — (LI + ¥), jejiz
diagonélni prvky jsou v disledku korela¢ni struktury faktorového modelu nulové.
Mimodiagonalni prvky jsou nenulové, avsak pokud jsou malé, mizeme predpokla-
dat, ze extrahovany pocet spolecnych faktoru je dostatecny. Protoze plati
PP R R

& <A+ AL
=1j=1

)

1j

muzeme pocet m interpretovanych faktort vhodné zvolit na zakladé odhadu vlast-
nich ¢isel matice S (viz vztah (3.1])). Podil variability vysvétlené pomoci spoletného

faktoru Fj a celkové variability je dan

A pro stanoveni vlastnich ¢isel z matice S,
811+ So2 + ...+ Spp
A , e .
n pro stanoveni vlastnich ¢isel z matice R.
Pocet m spoleénych faktora zvolime tak, aby bylo vysvétleno alespon 70% (idedlné
80% - 90%) celkové variability.

Pocet spolecnych faktori muzeme také urcit na zakladé Kaiserova kritéria, podle
kterého by mély byt interpretovany faktory odpovidaji vlastnim ¢islim matice R
vétsim nez 1 a faktory odpovidajici vlastnim ¢islim s hodnotou mensi nez 1 by
meély byt zanedbany. Prestoze je tento pristup pomérné casto vyuzivany, neni zcela
idealni. Pokud mame vlastni ¢isla s hodnotami 1,05 a 0,95, podle Kaiserova kritéria
by mél byt extrahovan pouze faktor odpovidajici prvnimu vlastnimu ¢islu, prestoze
faktor odpovidajici vlastnimu ¢islu s hodnotou 0,95 vysvétluje témér stejné procento

variability.
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Dalsi moznosti, jak urc¢it optimalni pocet interpretovanych spoleénych faktori,
je vyuzit tzv. sutinovy graf, ktery byl popsan v kapitole |3| Protoze kritérium vycha-
zejici ze sutinového grafu je z velké ¢asti intuitivni, uvedeme jesté metodu, ktera se
nazyva paralelni analyza [11].

Paralelni analyza je zaloZzena na simulacich Monte Carlo, pomoci kterych je ge-
nerovan datovy soubor stejného rozsahu a se stejnym poctem proménnych jako je
originalni datovy soubor, z kterého jsou extrahovany spolecné faktory. Generovany
datovy soubor vsak obsahuje ndhodné veli¢iny z norméalniho rozdéleni. Z varianc¢ni
matice souboru generovanych nadhodnych veli¢in jsou spoctena vlastni cisla a cely
postup se nékolikrat opakuje (obvykle 50-100 replikaci). Vlastni ¢isla ziskana z vari-
an¢ni matice originalniho datového souboru jsou potom porovnana s vlastnimi ¢isly,
kterd odpovidaji generovanym datovym soubortim. Dfive se pouzival pristup, kdy
byly extrahovany faktory odpovidajici vlastnim ¢islim s hodnotou vétsi nez primeéry
vlastnich ¢isel ziskanych z varian¢nich matic simulovanych souborii. Tento pristup je
vyuzit v implementované funkci softwaru R, ktery byl pouzit k praktickému vypoctu
a proto je také v aplikacich v odstavci V soucasné dobé se vsak vyuziva pristup,
podle kterého jsou extrahovany faktory odpovidajici vlastnim ¢islim s hodnotou
vétsi nez 95% kvantily vlastnich ¢isel odpovidajicich simulovanym soubortum.

Priklad vysledku paralelni analyzy je zobrazen v grafu na obrazku [4.1} Vlastni
¢isla ziskana z varianéni matice originalniho datového souboru jsou spojena modrou
carou, zatimco Cervend Cara spojuje prumeéry vlastnich ¢isel odpovidajicich simulo-
vanym datim. Je zfejmé, ze by mély byt extrahovany dva spolec¢né faktory, protoze
presné dve vlastni ¢isla odpovidajici originalnim dattim jsou vétsi nez praméry vlast-

nich ¢isel vypoctenych z varianénich matic simulovanych dat.

Parallel analysis

—+— Actual data
- Simulated data

2 3 4 5
T

eigen values

1

M
[T Xi—xi—x—x_x—ﬁx_x
T I I I |
: 4 : 8 10
Factor Number

Obr. 4.1: Vysledek paralelni analyzy
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4.3 Odhad parametra faktorového modelu meto-

dou maximalni vérohodnosti

Metoda maximélni vérohodnosti je zaloZzena na maximalizaci vérohodnostni funkce,
kterd je v tomto odstavci odvozena. Predpokladem pro pouziti metody maximélni
vérohodnosti je znalost rozdéleni ndhodného vektoru X = (X, Xs,...,X,)". Zde
budeme predpokladat, ze ndhodny vektor X méa p-rozmérné normalni rozdéleni.
Zmaci-li kazdy z p-rozmérnych vektort Xy, Xo, ..., X,, nezdvisla pozorovani nahod-
ného vektoru X = (X3, Xs,...,X,)", potom za predpokladu normality vektory
X1, Xs,. .., X, reprezentuji ndhodny vybér z N,(p, X). Pokud sdruzené rozdéleni
F; a e; (j-té pozorovani) je mnohorozmérné normélni, potom ma mnohorozmérné

normalni rozdéleni také X; —u =LF; +¢€;, 5 =1,2,...,n

Nyni prejdeme k odvozeni vérohodnostni funkce L(u,3). Protoze pozoro-

vani Xy, Xy, ..., X, p-rozmérného nahodného vektoru jsou nezavisld a X; ~
N, (e, %),5 = 1,2,...,n, jejich spole¢nd hustota f(xi,Xa,...,X,) je rovha soudinu
marginalnich hustot. Hustotu f(xi, X, . . ., X,,) zapiSeme v proménnych Xy, X,, ..., X,

a podle vety [12] dostaneme
L(p,X) = f(X1,Xg,..., X, 0, X) =

~ 11 | Gpargraem {00 — s %, - w2} -

J=1

- m)np/lz,gwexp {— i% —WEX, - u)/?} .

Podle prvniho vztahu véty [3] plati
(X;—p) 7 (Xj—p) = Tr [(X; = p)S7H(X; = )| = Tr [B71(X; — p)(X; — )]

Déle, s vyuzitim druhého vztahu véty 4| odvodime, Ze

S, — ) SX, ) = ZT (X, - (X, — )] =

J=1

=Tr

! (i(xj W)X, - u)’)

j=1

Pfipoménme, 7e X = 1y _1 X, zna¢i vybérovy prumér a piedchozi vztah dale

upravujeme:

Tr

=1 (i(xj — (X, - u)’)

J=1
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= =1

=Tr

Posledni vztah dosadime do L(p, ) a dostaneme
L(s, 3) = (20) # |5

1
X exp {—zTr

»! (Xn:(Xj - X)(X; = X)' +n(X — p)(X - M)/)

Jj=1

} |

Protoze podle vét [3] a [ plati:

Tr

x! (zn:(Xj - X)(X; = X)' +n(X — pw)(X - N)')

=Tr |2} (i(xj —X)(X; — X)’) +nTr [2—1(5{ — ) (X — u)’} =
=Tr |2} (i(Xj - X)(X; — X)/) +n(X —p)E X - p)
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- ( (X, — X)X, - X)')

J

np n 1
= (2m) 2 |X| zexp {—2Tr

} " (4.8)

X exp {—;n(X — )X - p,)} .

7 predpokladi faktorového modelu bylo odvozeno ¥ = LL' + ¥, z ¢ehoz je
ziejmé, ze L(pu, ) zavisi na L a W. V odstavci byla zminéna ortogonalni trans-
formace a bylo ukazano, ze matice L neni jednoznacné urcena. Aby uloha méla

jednoznacné teseni, klademe doplnujici podminku
LU 'L = A, (4.9)

kde A je diagonalni matice. Podminka zajisti jednoznacné urceni matice fak-
torovych zatézi L. Odhady matic L a ¥ metodou maximalni vérohodnosti potom
ziskdme numerickou maximalizaci , kde varianéni matici 3 nahradime matici
[(n — 1)/n]S, a komunality odhadneme jako soucet ¢tverci odhadu faktorovych za-
tezi, tedy ﬁf = l?l +Zi22+. . —l—l?m K numerické maximalizaci uzijeme vhodny software,
napt. Statistica Cz 10 nebo R verze 2.15.2.

Pracujeme-li se standardizovanou nahodnou veli¢inou Z = V~Y2(X — ), plati
Var(Z) = Cor(X) = V7'/2EV~12 = (VTV2L)(VT2LY + V2wV 12,

Je tedy zfejmé, ze pokud vychézime z korelaéni matice Cor(X), dostaneme matici
faktorovych zatézi L, = V2L a matici specificit ¥, = V=28V -2 Matice V je
odhadnuta matici D = diag{S}, matice Cor(X) je odhadnuta vybérovou korelacni
matici R a plati R = (D~Y/2L)(D~Y2L) + D~/2¥D~/2 = LI + ¥.. Odhady
matic L, a ¥, ziskdme numerickou maximalizaci 1’ kde varian¢ni matici X
nahradime matici R.

Jsou-li L, ¥ odhady ziskané metodou maximalni vérohodnosti vychézejici z ma-
tice S a L, = V2L, &, = V-2V ~1/2 odhady ziskané metodou maximalni
vérohodnosti vychézejici z matice R, potom pomér variability vysvétlené pomoci

faktoru Fj a celkové variability je dan vztahy

72 72 72

811+822+...+Spp

,  pro odhad parametri vychéazejici z matice S,

72 72 72
G, &, +.. .+,
p
Nyni bude uvedena véta, kterou uzijeme v odstavci k testovani hypotézy, ze

,  pro odhad parametri vychazejici z matice R.

pocet extrahovanych faktort je dostatecny.
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Véta 33. Necht Xy, X, ..., X, je ndhodny vybér z p-rozmérného normalniho roz-
déleni. Odhady L a ¥ (maximélné vérohodné) metodou maximélni vérohodnosti
ziskané maximalizaci (4.8) vzhledem k podmince (4.9) spliuji

(128,97 1/2)(§12L) = (§1 L)1+ A),

Tedy j-ti sloupec W—1/2L je vlastni vektor matice ¥~1/2S,, ¥~/2 odpovidajici vlast-
nimu &slu 1+ A;. Déle S, = 1S a A; > Ay > ... > A,,. Také plati

; = i-ty diagonalni prvek S, — LI/, Tr(f]_lsn =p).

Dikaz: [9]

4.4 Rotace faktoru

V odstavci bylo uvedeno, ze po provedeni ortogonalni transformace ziskame
novou matici faktorovych zatézi L* = LT, kterd generuje stejnou variancni matici
3 (popt. korelacni matici Cor(X)) jako ptivodni matice L. Ortogondlni transformace
faktorovych zatézi a spolecnych faktort se nazyva faktorova rotace.

Odhady faktorovych zatézi Zij jsou obvykle Spatné interpretovatelné a proto jsou
uzitim faktorové rotace ziskdny odhady lépe interpretovatelnych rotovanych zatézi
i;‘j. Idealni by bylo ziskat takovy odhad matice L, aby kazda proménnd X;, i =
1,...,p méla velkou zatéz pouze od jediného faktoru. V takovém pripadé rikame, Ze
byla ziskana jednoduché struktura.

Je-li Bi, 1 = 1,...,p odhad komunalit a L odhad matice faktorovych zatézi
ziskany uzitim jedné ze dvou dfive popsanych metod, potom L*=LT je odhad
matice rotovanych faktorovych zatézi. Navic plati LL + O = L*LY + ¥. Nejcastéji
uzivanou ortogonalni transformaci je varimax kritérium, které hleda ortogondlni

transformaci T maximalizujici vyraz

A\ 4 ~ N 272
A IR iy s 1 (5
VoS (5) - L e (R

Pz [i=1 P iz \

Maximalizace vyrazu V odpovidd maximalizaci variability c¢tverci (Zj] /h;) na kaz-
dém faktoru. Tato variabilita bude maximalni, pokud bude ziskdna jednoducha
struktura a kazdy sloupec matice L* bude obsahovat skupiny relativné velkych a
skupiny zanedbatelnych koeficientii. Znamena to, ze varimax kritérium minimali-
zuje pocet proménnych, které jsou vysvétlené jednim faktorem. Déleni koeficientti
lA;kj odhadem komunalit »; ma za nasledek, ze veli¢iny, jejichz komunality jsou rela-
tivné malé, maji v urceni jednoduché struktury vétsi vahu nez veliciny s relativné

velkymi komunalitami.
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Ortogonalni transformace budeme dale pouzivat v aplikacni ¢asti prace k identi-
fikaci emisnich zdroji atmosferickych aerosoli, protoze faktory reprezentujici emisni
zdroje jsou nezavislé. V nékterych situacich je vsak uc¢inén predpoklad zavislosti spo-
leénych faktoru. V takovém pripadé je vhodné uzit sikmé faktorové rotace [19], ale

v této praci se jimi nebudeme podrobné zabyvat.

4.5 Bartlettuv test sféricity

V odstavci bylo uvedeno, ze k odhadu parametrt faktorového modelu je mozné
prejit az po ovéreni, ze data jsou adekvatni k uziti faktorové analyzy.

Jsou-li mimodiagonalmi prvky vybérové korelacni matice R analyzovaného da-
tového souboru relativné malé (téméf nulové), potom jednotlivé proménné nejsou
vzajemné korelované a ve faktorovém modelu vystupuji pouze specificity. Je proto
tfeba testovat hypozétu, zda jsou jednotlivé proménné vstupujici do modelu fakto-
rové analyzy mezi sebou korelované, coz je ekvivalentni s testovanim hypotézy, ze
korelacni matice Cor(X) datového souboru je jednotkovou matici. Tuto hypotézu
lze ovérit Bartlettovym testem sféricity [18], ktery dale uvedeme.

Je testovana nulova hypotéza
Hp : Cor(X) =1,

oproti alternativni hypotéze H; : Cor(X) # I. Testovaci statistika

_2p+5

B=—|(n—-1) In|R| (4.10)

m4 asymptoticky x*(v) rozdéleni, kde v = p(p — 1)/2 jsou stupné volnosti (viz
[18]). Nulovd hypotéza je zamitnuta, jestlize realizace testovaci statistiky je vétsi

nez prislusny kvantil.

4.6 Test o poctu spolecnych faktora

Méame-li odhad parametri faktorového modelu, je vhodné otestovat hypotézu, ze
extrahovany pocet spolecnych faktort je dostateény. Predpoklddejme, ze nahodny
vektor pozorovanych veli¢in X = (X7, ..., X,)’ ma p-rozmérné normalni rozdélenf a
plati ortogonélni faktorovy model . Test hypotézy, ze pocet spolecnych faktori

m ve faktorovém modelu (4.1 je "dostateény'je ekvivalentni s testovanim hypotézy
Hy:X=LL +W¥

oproti alternativni hypotéze H; : 3 = jina libovolna pozitivné definitni matice.

43



Ze vztahu 1' a vty (16| je ziejmé, 7e r = X a X = S, = [(n — 1)/n]S

jsou maximalné vérohodné odhady stfedni hodnoty p a varian¢ni matice ¥, které
maximalizuji vérohodnostni funkci L(p, ) a plati

L(p, 2) = =

| 1 w1
Fe P e = e B (4.11)
@em= Xz (2m)z [S.|®

coz znamend, Ze L(f1, X)) miZe byt zapsano ve tvaru

L) =cx|S,| 3¢ 7, (4.12)

kde ¢ je vhodna konstanta. Pokud plati nulova hypotéza Hy, je ¥ = LL’ + W a pro

odhady r = X, 3 = LI/ + ¥ ( L, ¥ jsou odhady matic L, ¥ ziskané metodou
maximaln{ vérohodnosti) ze vztahu (4.8)) odvodime

exp {—;Tr -t (jZ::l(Xj - X)(X; — X)’)} }

A A A n 1 A A 2\ —
e ]LL’+\I’|_2eXp{—2nTr [(LL’+\I!> 1sn}}. (4.13)

Pro testovani nulové hypotézy Hy bude pouzita testovaci statistika —2InA, ktera
vychazi z teorie maximalni vérohodnosti, kde

w3

[\

L(, %) = ¢ x|

A (max L(X) za predpokladu H0>

max L(X) (4.14)

se nazyva vérohodnostni pomér. Pro velky rozsah vybéru n ma statistika —2InA
asymptoticky x? rozdéleni.

Uzitim vztaha (4.12), (4.13) a (4.14) odvodime, Ze statistika

_n
2

3 .
—2InA = —2In <||s ||> +n [Tr(z—lsn) —p}
m4 asymptoticky x? rozdéleni, kde pocet stupiiii volnosti v = %p(p—i— 1)—[p(m+1)—
1

Im(m —1)] = Y[(p — m)? — p — m]. Podle véty 33 pro odhad £ = LI’ + ¥ ziskany
metodou maximélni vérohodnosti plati Tr(2'S,,) — p = 0, z ¢ehoz odvodime

—2InA = nln <‘|SZ|’> . (4.15)

Bartlett ukézal, Ze x? aproximaci rozdéleni —2InA lze zpiesnit nahrazenim konstanty

n v (4.15) hodnotou n — 1 — (2p + 4m + 5)/6. S uzitim tohoto poznatku hypotézu
Hy zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

A,

=
(1= 1= @ dm+ 500 (151) 2yl - ).
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Pokud pri odhadu parametrii faktorového modelu vychézime z vybérové kore-
la¢ni matice R = D™Y/28D~'/2 kde D = diag(S), mfizeme podle [9] ukézat, ze

plati
2| _ [DTV?|Z =LL + ¥||D'?]

El [D-172[[S[|D~1/2|
(D Y2L)(DY2L)Y + DY2ED V2| LI+ 0
|D—1/2SD—1/2‘ - ]R‘ ’

a nulovou hypotézu Hy zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud testovaci sta-
tistika

(n—1—(2p+4m+5)/6)ln (@) (4.16)

ma vétsi hodnotu nez kvantil X[Q(pfm)Lpfm]/g(l —a).

4.7 Odhad spolec¢nych faktora regresni metodou

Opét uvazujme motivacni priklad z tvodu této kapitoly. Kromé odhadii faktorovych
z4tézi a komunalit jsou pozadovany pro jednotliva pozorovani X, j = 1,...,n, také
odhady spoleénych faktoru (predstavujicich spoleéné emisni zdroje), které nazy-
vame faktorové skére. Pro odhad hodnot faktorového skére se uziva vazena metoda
nejmensich ¢tvercti, nebo regresni metoda, ktera je dale uzita v této praci pri analyze
redlnych dat a nyni bude popsana. Odhad j-tého faktorového skére f;, dosazeného
vektorem spole¢nych faktort F; pro j-té pozorovani X;, j = 1,...,n, budeme znacit

A

f;.

Uvazujme ortogonalni faktorovy model a predpokladejme, ze zndme ma-
tici faktorovych zatézi L i matici specificit W. Jestlize ndhodné vektory F =
(F1,Fy, ... F,) a e = (e1,€9,...,6,) maji mnohorozmérné normalni rozdéleni a
jejich stfedni hodnoty a varian¢ni matice spliuji predpoklady , , potom
X — p = LF + € ma p-rozmérné normalni rozdéleni N,(0, LL’ + ¥). Predpokla-

déme, ze sdruzené rozdéleni marginalnich vektoria X — p a F je N,,,4,(0,3*), kde

prp — LL, + ‘y Lp><m
L/ Losm.

mxp

X (mtp)x (mtp) =

Uzitim véty lze odvodit, Zze podminéné rozdéleni vektoru F za podminky
X = x je mnohorozmérné normalni s nasledujici podminénou stfedni hodnotou a
podminénym rozptylem:

e EFx) =LY YX —p)=L(LL + &) (X — p)

e Var(F|x) =1 - L'S7'L =1- L/(LL' + ¥)"'L
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Hodnoty L/(LL/ + W)~ ! piedstavuji koeficienty pro linedrn{ regresi faktori v za-
vislosti na regresorech X; — pq,..., X, — p,. Odhady téchto koeficienti pouzijeme
k sestrojeni m-rozmérného vektoru faktorového skére. Mame-li dany vektor nékte-
rého pozorovani X;, odhady matic L a ¥ ziskané metodou maximaln{ vérohodnosti,

potom j-ty vektor faktorového skére je dan:

f=L'SX, - X)=L/(LL +¥)" (X, -X), j=1,...,n
Abychom zamezili chybam vlivem nespravné volby poc¢tu spolecnych faktori, pou-

zijeme k odhadu faktorového skore misto matic L a ¥ vybérovou variancéni matici

S, ¢imz dostaneme:

A

f,=0'S™(X;,-X), j=1,...,n

Jestlize pri odhadu faktorového skore vychazime z vybérové korelacni matice R,
plati:

S o 4

f]:L;R Zj, ]:1,...,n,

kde Z; = D7Y/2(X; —X). Pokud odhad vychaz{ z rotované matice faktorovych zatézi
L* = LT, potom je ziskano rotované faktorové skére fj*, splnujici:

Ak

f, =T, j=1,...,n

4.8 Boxuv test

Opét budeme uvazovat model faktorové analyzy, kde ndhodné veli¢iny X, Xo, ..., X,
predstavuji koncentrace kovli a ionttht v PM1 aerosolech v zimnim a letnim obdobi.
Pokud by bylo prokdzano, ze nahodné veliciny X;, Xs,..., X, nejsou rocnim ob-
dobim ovlivnény, data z letniho a zimniho obdobi by bylo mozné analyzovat spo-
le¢né. Zakladnim predpokladem pro testovani hypotézy, ze koncentrace analyzova-
nych kovi a iontd v aerosolovych ¢asticich nejsou ovlivnény ro¢nim obdobim, je ho-
mogenita variancnich matic vektort ndhodnych veli¢in ziskanych z letniho a zimniho
meéreni. Homogenitu variancénich matic lze testovat uzitim Boxova testu popsaného
v tomto odstaveci.

Obecné predpokladejme, ze mdme m datovych soubori obsahujicich nezavisla
pozorovani p-rozmérného nahodného vektoru a ozna¢me ¥J; varian¢ni matici [-tého
souboru, [ = 1,2,...,g, a X spole¢nou variancni matici za predpokladu, ze se jed-

notlivé varian¢ni matice mezi sebou nelisi. Je testovana nulova hypotéza

H0:21:22:...22g:2,
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oproti alternativni hypotéze Hi: alespon dvé varianéni matice nejsou shodné. Za
predpokladu mnohorozmérného normalniho rozdéleni jednotlivych datovych sou-

bort 1ze test nulové hypotézy Hy zalozit na vérohodnostnim poméru

|Sl| (ni—1)/2
A= , 417
H <|Spool|> ( )

kde m; znad¢i rozsah [-tého souboru, S; znaci vybérovou variancni matici pro [-ty

soubor a S,,, predstavuje sdruzenou vybérovou varianéni matici danou vazenym

pramérem jednotlivych varian¢nich matic. Tedy
1
Yia(—1)

Opét z teorie maximalni vérohodnosti plyne, ze statistika —2InA ma asymptoticky

Spool = [(n1 - 1)81 + (TLQ - 1)82 +...+ (ng - 1>Sg]

x? rozdéleni. Polozime-li —2InA = M, kde M je tzv. Boxova statistika, miizeme
odvodit, ze

(m-1)/2 [ g o

=1 =1

Za platnosti nulové hypotézy se vybérové variancni matice Sy, ..., S, prilis nelisi od
sdruzené variancni matice Sp,q, pomér determinantt v (4.17)) je blizky 1 a Boxova
statistika M m4é relativné malou hodnotu. V opa¢ném pripadé je hodnota Boxovy
statistiky M relativné velka.

Polozme

‘s Lzl (n - e Zlgloln - 1>] l6<252++1;)@:11)1 |

Zavedeme testovaci statistiku

g

g
C=1—-uM=(1—-u) {lz n—1) ] In|S, 00 —Z[(nl—l)ln]SlH}, (4.18)
=1 =1
kterd ma x2 rozdéleni, kde v = gip(p+1) — 5p(p+1) = 3p(p+1)(g — 1). Hypotéza
Hy je zamitnuta na hlading vyznamnosti «, jestlize C > x2(1 — «).
Test je asymptoticky a doporucuje se jej uzivat v pripadé, ze n; > 20 pro | =
1,2,...,9 ap < 5,g < 5. Pokud tyto podminky splnény nejsou, lze test nulové

hypotézy zalozit na testovaci statistice s F' rozdélenim [20], kterou nyni zavedeme.

_p-1D(p+2) (9 1 >
2T 6 - 1) 2 (m—12 (S, m—g)?)

=1

Polozme

a dale zavedme

w=—— at=——— = —
|ug — u2|’ 1—u— 2’ l—u+2
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Jestlize uy > u?, polozime testovaci statistiku

M
v opac¢ném pripadé polozime
I/2M
Fr=—. 4.20
via=— M) (4.20)

Protoze testovaci statistika F' ma asymptoticky F,,, rozdéleni, nulovou hypotézu
Hy zamitame, pokud je F' > F, ,,(1 — «).
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5 ROBUSTNI FAKTOROVA ANALYZA

Opét uvazujme motivacni piiklad, kde Xi, X, ..., X, jsou ndhodné veli¢iny pred-
stavujici koncentrace kovi a ionta v PM1 aerosolech. Oznacme Xy, Xo, ..., X,, neza-
visld nahodnd pozorovani p-rozmérného nahodného vektoru X = (X3, Xs, ..., X,)".
Uzitim modelu faktorové analyzy je tfeba urcit hlavni emisni zdroje aerosoli. Pro-
toze klasicka faktorova analyza muze byt ovlivnéna odlehlymi pozorovanimi, bude
v této kapitole pojednéano o robustni faktorové analyze.

V prvnim kroku klasické faktorové analyzy, uvedené v predchozi kapitole, je po-
¢itan vybérovy primér X a vybérovéa varianéni matice S, popi. vybérova korelacni
matice R, kterymi je odhadnuta stiedni hodnota a varianc¢ni matice, popr. korela¢ni
matice pozorovaného nahodného vektoru X. Dale jsou z matice S popt. z matice R
extrahovany faktorové zatéze, které vsak mohou byt ovlivnény odlehlymi pozorova-
nimi, nebof jiz samotné odhady stfedni hodnoty a varianéni matice jsou k odlehlym
pozorovanim velmi citlivé. V této kapitole je proto popsan princip robustni faktorové
analyzy [14], kterd odlehlymi pozorovanimi ovlivnéna neni.

Ortogonalni faktorovy model pro robustni faktorovou analyzu i predpoklady o
vektorech F a ¢ jsou stejné jako pro klasickou faktorovou analyzu, postup vypo-
¢tu se lisi odhadem stredni hodnoty p a variancéni matice 3 nahodného vektoru
X. Misto klasickych odhadia X a S jsou uzity robustni odhady st¥edni hodnoty a
varianéni matice vychdzejici z ,minimum covariance determinant estimator* (MCD
odhad), ktery je nalezen uzitim FAST-MCD algoritmu [I5]. MCD algoritmus hled4
podmnozinu h pozorovani ndhodného vektoru X takovych, Ze jejich variancéni matice
ma nejmensi determinant. St¥edni hodnota a varianéni matice je potom odhadnuta
vybérovym priumeérem a vybérovou varianéni matici téchto h pozorovani. Obvykla
volba po¢tu pozorovani MCD podmnoziny je h = 3n/4.

Zéakladni krok FAST-MCD algoritmu je zalozen na tom, ze pokud mame libo-
volnou podmnozinu pozorovani (aproximaci MCD), mizZeme najit novou podmno-
zinu pozorovani takovou, ze jeji varianéni matice bude mit stejny nebo nizsi deter-
minant nez varian¢ni matice puvodni podmnoziny. Zvolme H,, C {1,...n}, kde

card(H,q) = h a stanovme

_ 1 1 _ _
Xold = E Z Xi7 Sold = 7 Z (X'L - Xold) (Xz - Xold>/-
i€H, g 1€H,q
Déle jsou stanoveny relativni vzdalenosti vektortt X4 a X, (j=12..nv
metrice dané matici S,y podle vztahu
dora(i) = \/(Xi — Xo1a)'Syy(X; — Xoig) proj=1,...,n. (5.1)
Pozorovani jsou precislovana tak, ze plati dya(l) < doa(2) < ... < dya(n) a je

polozeno H,e, = {1,2,...h}. Opakovinim tohoto kroku je iterovana posloupnost
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det(S1) > det(Ss) > det(S3) > .... V okamziku, kdy je nalezeno m, pro které plati
det(S;,) = 0, nebo det(S,,) = det(S,,-1),

jsou iterace zastaveny, protoze dalsim opakovanim zakladniho kroku uz by nebyla
nalezena podmnozina, jejiz variancni matice by meéla mensi determinant. Pozna-
menejme, ze posloupnost det(S;) > det(Sy) > det(S3) > ... je nezdporna a tedy
konvergentni. Konvergence této posloupnosti plyne také z toho, ze miize byt vy-
bran pouze konecny pocet H podmnozin a tedy existuje takové m, pro které plati
det(S,,) = 0, nebo det(S,,) = det(S,,—1). Dale poznamenejme, Ze ani jedna z pod-
minek det(S,,) = 0, det(S,,) = det(S,,_1) neni postacujici pro nalezeni podmnoziny
h pozorovani s nejmensim determinantem varian¢ni matice, jedna se pouze o nutné
podminky.

Zakladni myslenka algoritmu tedy je zvolit nékolik pocatecnich H,4 podmnozin
a na kazdé z nich opakovat zdkladni krok tak dlouho, dokud nebude nalezeno m
splnujici nékterou z podminek pro ukonceni iterace. Ze vsech ziskanych podmnozin
bude vybrana ta, jejiz varianéni matice ma nejmensi determinant.

Protoze datovy soubor, na ktery je v této praci FAST-MCD algoritmus apliko-
van neni rozsahly, nebudeme dale zminovat dalsi kroky algoritmu, které vedou ke
zkraceni casu vypoctu. Poznamenejme vsak, ze obvykle staci 2 - 3 iterace zaklad-
niho kroku k tomu, abychom poznali, zda je feseni dobré. Tento poznatek je velmi
uziteény pri aplikaci algoritmu na rozsahly datovy soubor, kdy je kazda pocatecni
podmnozina H,4 iterovana pouze 2x a je ponechano feknéme 10 nejlepsich feseni.
Tato TeSeni jsou déle iterovana az do okamziku, kdy jsou splnény podminky pro
ukonceni iterace.

Robustni vybérovy pramér X”, robustni vibérova varianéni matice S”, popf.
robustni vybérova korelaéni matice R™ = (A")"/28"(A")"1/2, kde A" = diag S",
ziskané z MCD podmnoziny jsou pouzity k odhadu parametrt faktorového modelu
metodou hlavnich komponent nebo metodou maximalni vérohodnosti.

Protoze robustni odhady stfedni hodnoty a variancéni matice nejsou ovlivnény
odlehlymi pozorovanimi, rovnéz ani na robustni odhady matice faktorovych zatézi

L", matice specificit ¥" a spoletné faktory odlehld pozorovani nemaji vliv.
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6 SOFTWARE

Vsechny dale uvedené vypocty byly provedeny uzitim softwaru R verze 3.0.1. R
je volné dostupny programovaci jazyk specializovany na statistické vypocty a ana-
Iyzy. Vychazi z jazyka S, ktery byl vyvinut Johnem Chambersem a jeho kolegy.
R poskytuje vSsechny prostredky potiebné pro vizualizaci a analyzu dat, v pridav-
nych bali¢cich je implementovano velké mnozstvi pokrocilych statistickych metod a
funkci. Jazyk umoznuje psani vlastnich funkei a skripttt a poskytuje prostredky pro
tvorbu nejriznéjsich diagrami, 2D i 3D grafii. R se stal velmi populdrnim jazykem,
ktery ma kromé statistiky vyuziti ve napt. ve finan¢nictvi, priimyslu nebo ve védecké

sfére.
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7 URCENI EMISNICH ZDROJU PM1 AERO-
SOLU

Atmosfericky aerosol je smés pevnych a kapalnych ¢astic suspendovanych ve vzdu-
chu s velikosti ¢astic pohybujici se v rozmezi 1 nm — 100 pm. Aerosolové ¢éstice
maji neptiznivy vliv na zemské klima, snizuji dohlednost, podileji se na produkci
smogu a negativné ovliviuji lidské zdravi ([16]). Nékolik epidemiologickych studif
(M, [5]) ukazalo statistickou vazbu mezi vysokou koncentraci aerosoli ve vzduchu
a negativnimi vlivy na lidské zdravi.

V této praci je uvedena analyza chemického slozeni PM1 aerosolii, coz jsou ¢astice
s aerodynamickym primérem || mensim nez 1 pm. Céastice PM1 aerosoltt pronikaji
az do alveolarni oblasti plic a zptsobuji dychaci a kardiovaskuldrni onemocnéni.

Pro urceni hlavnich emisnich zdroji PM1 aerosoli v zimnim a v letnim obdobi
v Brné a ve Slapanicich je uzita klasicka faktorova analyza. Protoze klasické ana-
Iyza mize byt ovlivnéna odlehlymi pozorovanimi, jsou emisni zdroje ve Slapanicich
urceny také uzitim robustni faktorové analyzy.

K urceni emisnich zdroji je nutné znat chemické slozeni aerosolovych c¢astic,
které je velmi rtiznorodé, protoze ¢astice obsahuji organické i anorganické slouceniny.
Faktorova analyza uvedena v této diplomové praci vychazi z koncentraci kovi a iontt
v PM1 ¢asticich.

Faktorova analyza chemického slozeni aerosolti uvedena v této kapitole vychazi

z modelu, vztaht, poznatki a statistik uvedenych v kapitoldch [4] a [p]

7.1 Data

Vsechna data, kterd jsou v této diplomové praci analyzovana, byla zméfena Ustavem
analytické chemie AV CR, v.v.i, Veveii 97 Brno, a poskytnuta pro téely této prace.
PM1 aerosoly byly vzorkovany na odbérovych lokalitich umisténych v Brné a ve
Slapanicich. Brno s 370 000 obyvateli je druhym nejvétsim méstem Ceské republiky,
zatimco Slapanice pfedstavuji malé mésto s 6000 obyvateli. Odbérova lokalita ve
Slapanicich byla umisténa na zahradé rodinného domu, v Brné se aerosoly vzorkovaly
na balkoné v prvnim poschodi Ustavu analytické chemie na ulici Veveri. Vzorkovani
v obou lokalitach neprobihalo ve stejnych terminech.

Mezi hlavni znedistovatele ovzdusi ve Slapanicich patif cihelna, mistni drobné
provozovny, doprava a spalovani v domacnostech. Méné nez 6 km od mésta se na-

chazi cementarna v Mokré, dalnice, méstska spalovna v Brné-Zidenicich a letisté v

laerodynamicky priimér je primér ekvivalentni koule o jednotkové hustoté (1g/cm?) a stejné

rychlosti sedimentace jako mé studovand castice
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Brné-Turanech. Dalsim vyznamnym znecistovatelem ovzdusi je regiondlni a dalkovy
transport. V Brné patii mezi nejvyznamnéjsi znecistovatele ovzdusi v misté odbérové
lokality doprava na ulici Veveri a lokdlni topenisté. Regionédlni znecistovatelé zahr-
nuji dopravu, spalovani v domécnostech a tovarny v dalsich ¢astech mésta a okolnich
vesnicich. Stejné jako ve Slapanicich je i v Brné vyznamnym znecistovatelem ovzdusi
dalkovy a regionalni transport.

Na obou odbérovych lokalitach byly PM1 aerosoly vzorkovany denné po dobu
24 hodin béhem jednoho tydne v 1été a v zimé roku 2009 a 2010. PM1 castice byly
analyzovany na pritomnost kovi a iontd. Pro analyzu kovi byly aerosoly vzorkovany
na nitratcelulézové filtry (pérovitost 3 pm, pramér filtru 150 mm, Sartorius) uzitim
velkoobjemového vzorkovace (DHA-80, Digitel, 30 m3/h), a pro analyzu iontt byly
astice vzorkovany nizkoobjemovym vzorkovac¢em (NILU drzék filtr, 1 m3/h) na
Teflonové filtry (Zefluor,pérovitost 1 pm, prumeér filtru 47 mm, PALL). Z nitratce-
lul6zovych filtri bylo analyzovano 14 kovu (Al, K, Ca, Fe, Mn, Zn, Cu, Cd, Ba, As,
Pb, V, Ni, Sb) metodou indukéné vizané plazmy. Iontovou chromatografiii bylo z
teflonovych filtri analyzovano dohromady 10 iontu (dusi¢nan, dusitan, siran, sta-
velan, fluorid, chlorid, Na®™, K, NH;, Ca?"). Dohromady bylo ze viech kampan{
ziskano 52 filtrii (24 filtri pro Brno a 28 filtrt pro Slapanice) a z kazdého filtru bylo
ziskano 24 veli¢in.

V grafu na obrazku jsou zobrazeny prumeérné koncentrace PM1 aerosola
béhem jednotlivych kampani. Je zfejmé, ze kromé brnénské kampané v zimé roku
2009 byly zimni koncentrace aerosoli vétsi nez letni koncentrace. Je to zpisobeno
odlisnymi meteorologickymi podminkami a také odliSnym slozenim emisi v 1été a
zimé (v zimé dochézi k vétsimu spalovani dreva a uhli v rdmci domécich topenist).

Na obréazcich a jsou zobrazeny prumérné koncentrace kovi v PM1 aero-
solech. Je patrné, ze v zimé mély nejvétsi zastoupeni v PM1 aerosolech dva kovy,
konkrétné Pb a K. V 1été byly kromé vysokych koncentraci téchto dvou kovii nale-
zeny také vysoké koncentrace Ca a Zn.

Obrazky a zobrazuji prumérné koncentrace ionti v PM1 aerosolech. Je
zietelné, ze v zimnim obdobi byly zjistény nejvétsi koncentrace dusi¢nanu, siranu a

amonia, zatimco v 1été byly zjistény nejvétsi koncentrace pouze u siranu a amonia.

7.2 Klasicka faktorova analyza

Ovéreni homogenity varian¢nich matic

Pro ovéreni, zda je mozné letni a zimni data ziskand méfenim ve Slapanicich ana-
lyzovat spolecné, bylo tfeba provést Boxuv test popsany v odstavci [4.8] Na hladiné

vyznamnosti & = 0,05 méla byt testovana hypotéza, ze varianéni matice Xgy a
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Obr. 7.2: Praumérné koncentrace minoritnich koviu v PM1 aerosolech
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Sz datovich souborti Slapanice léto a Slapanice zima jsou homogenni. Protoze
oba datové soubory obsahovaly 14 méfeni na 24 veli¢indch (predstavujich koncent-
race 10 iontu a 14 kovii v PM1 aerosolech), determinanty vybérovych varian¢nich
matic téchto soubort byly nulové a nebylo mozné spocitat testovaci statistiku
nutnou pro provedeni Boxova testu. Z tohoto divodu byla homogenita variancnich
matic testovana na podsouborech obsahujicich 13 proménnych, které byly postupné
obménovany.

Prvni vytvorené podsoubory obsahovaly koncentrace nasledujici podmnoziny
kovii a iontt: F~, C17, SO, ox?>~, NHJ, K+, V, Sb, Mn, Fe, Zn, K, Pb. Pro tes-
tovani nulové hypotézy Hy : Xgr1 = Xgz1 0 homogenité varianénich matic prvnich
dvou podsouborii byla spocitana testovaci statistika C = 295,34. a kvantil
X2,(0,95) = 114.27. Protoze hodnota testovaci statistiky C' byla vétsi nez 0, 95 kvan-
til %2 rozdéleni, nulova hypotéza o homogenité varianénich matic g7, a X571 byla
zamitnuta. Testované podsoubory obsahovaly 13 proménnych a proto byla spocitana
také testovaci statistika F = 2,96 a kvantil Fy; 2119(0,95) = 1, 26. Hypotéza
o homogenité varian¢nich matic Xg71 a X gz1 byla opét zamitnuta, protoze hodnota
testovaci statistiky F' byla vétsi nez 0,95 kvantil F' rozdéleni.

Druhé datové podsoubory obsahovaly koncentrace nasledujicich 13 ionti a kovii:
F~, NO;, NO3, Na*, NHf, Cd, As, Sh, Cu, Ba, Zn, Ca, Pb. Pro testovani nulové
hypotézy Hy : Xsr0 = Xgz2 0 homogenité variancnich matic druhych podsouborii
byly opét spocitany testovaci statistiky C = 228,30 > x2,(0,95) = 114.27 a
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F =229 > Fy2119(0.95) = 1,26 s hodnotami vétsimi nez prislusné kvantily,
z ¢ehoz je zrejmé, ze nulova hypotéza byla zamitnuta.

Treti podsoubory byly vytvoreny nasledujici kombinaci iontt a kovi: C17, NO5 ,
SO3, ox?~, Ca?*t, KT, Cd, As, Ni, Mn, Ba, Fe, Zn. Po spo¢itani testovacich statistik
C = 431,52 > x2,(0,95) = 114.27 a F =4,32 > Fy2119(0.95) = 1,26
byla nulova hypotéza Hy : ¥gr3 = Xsz3 0 homogenité variancnich matic tretich
podsoubort zamitnuta.

Protoze byly zamitnuty hypotézy o homogenité variancénich matic jednotlivych
podsoubortt Slapanice 1éto a Slapanice zima, je velice pravdépodobné, Ze varianéni
matice originalnich datovych souborti Slapanice léto a Slapanice zima nejsou homo-
genni.

Podobné byla testovana a zamitnuta nulova hypotéza Hy : X, = Xpzi, ¢ =
1,2,3 o homogenité varian¢nich matic i-tych podsoubori Brno 1éto a Brno zima.
Je tedy pravdépodobné, Ze varianéni matice originalnich souborii Brno 1éto a Brno
zima jsou nehomogenni.

Protoze homogenita varian¢nich matic je zakladnim predpokladem pro vytvoreni
sdruzeného nahodného vybéru z letnich a zimnich hodnot, bude nutné oba soubory
letnich a zimnich hodnot zpracovavat oddélené.

Je zfejmé, ze pozorované koncentrace kovi a ionti v PM1 aerosolech zalezi na
roénim obdobi a datové soubory z letniho a zimniho obdobi je treba analyzovat
individualné.

7.2.1 Analyza pro zimni obdobi ve Slapanicich

Nyni bude nésledovat podrobna analyza datového souboru Slapanice zima, jehoZ

prislusna vybérova korelacni matice bude dale znacena R.

Ovéreni korelac¢ni struktury dat

Pro ovéreni, ze data ziskand analyzovanim koncentraci kovi a iontd v PM1 aeroso-
lech jsou korelovana a vhodna k aplikaci faktorové analyzy, byla na hladiné vyznam-
nosti a = 0, 05 uzitim Bartlettova testu (popsaného v odstavci testovana nulova
hypotéza Hy : R = I o shodnosti vybérové korelaéni matice s jednotkovou matici.
Protoze datovy soubor Slapanice zima obsahoval pii daném poctu 14 pozorovani
prilis velké mnozstvi proménnych, determinant matice R byl nulovy a proto stejné
jako pri testovani homogenity varianc¢nich matic byl Bartlettiv test proveden na
nékolika podsouborech obsahujicich podmnoziny proménnych origindlniho datového
souboru.

Prvni podsoubor byl vytvoren nasledujici kombinaci 13 ionti a kovia: F~, Cl™,
SO?, ox*>~, NHJ, K*, V, Sb, Mn, Fe, Zn, K, Pb. Pro testovani nulové hypotézy,
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ze vybérova korela¢ni matice prvniho podsouboru R; = I, byla spocitana testovaci
statistika B = 225,76 a kvantil x%(0,95) = 99, 62. Protoze hodnota testovaci
statistiky B byla v&tsi nez 0, 95 kvantil y? rozdéleni, nulova hypotéza byla zamitnuta.

Vybranim nasledujici podmnoziny veli¢in: F~, NO5, NO3, Na®, NHf, Cd, As,
Sb, Cu, Ba, Zn, Ca, Pb byl vytvoren druhy podsoubor. Po spocitani testovaci statis-
tiky B = 190,23 > x%(0,95) = 99, 62 byla hypotéza, Ze vybérova korela¢ni
matice druhého podsouboru Ry, =1, zamitnuta.

Tteti podsoubor byl vytvoren kombinaci nasledujicich iontt a kovi: C17, NO3,
SO3™, ox?>, Ca?t, K+, Cd, As, Ni, Mn, Ba, Fe, Zn. ProtoZe testovaci statistika
B = 221,34 > x2(0,95) = 99,62, nulova hypotéza Hy : Rz = I o shodnosti
vybérové korelacni matice tietiho podsouboru s jednotkovou matici byla zamitnuta.

Protoze byly zamitnuty hypotézy, ze vybérové korela¢ni matice i-tych podsou-
bori R; =1 pro ¢ = 1,2, 3, je ocekavané, ze vybérova korelacni matice originalniho
datového souboru R # I. Znamena to, ze nahodné veli¢iny predstavujici koncent-
race kovli a iontil v aerosolech jsou navzajem korelované a je mozné prejit k modelu

faktorové analyzy.

Urceni poctu extrahovanych faktori

K urceni spravného poctu extrahovanych faktora byl pouzit sutinovy graf a Kaise-
rovo kritérium, jejichz princip byl popsan v kapitole [3]a v odstavci [4.2]

7 vybérové korelacni matice R byla vypoctena vlastni ¢isla s nasledujicimi hod-
notami: 10,19; 5,87; 2,18; 1,74; 1,45; 0,71; 0,60; 0,51; 0,29; 0,19; 0,17; 0,12; 0,04,
0,..., 0. Protoze presné 5 vlastnich ¢isel ma vétsi hodnotu nez 1, na zédkladé Kaise-
rova kritéria by mélo byt extrahovano 5 faktor.

7 hodnot vlastnich ¢isel byl vykreslen sutinovy graf zobrazeny na obrazku (7.6,
7 grafu je patrné, ze pokles nastava mezi prvnim az tfetim a mezi patym a Sestym
vlastnim cislem. Protoze cilem faktorové analyzy je identifikace emisnich zdroju a
je pozadovana interpretace vice nez dvou faktori, bylo rozhodnuto, ze bude extra-
hovano 5 spole¢nych faktori, coz je zavér odpovidajici Kaiserovu kritériu.

Ywvo,

Odhad nerotovanych faktorovych zatézi a komunalit

Pét spolecnych faktorti bylo extrahovano uzitim metody hlavnich komponent, jejiz
princip byl popsan v odstavci[4.2] Vysledné odhady nerotovanych faktorovych zatézi
a komunalit jsou zobrazeny v tabulce [7.1} Prvni sloupec obsahuje studované ionty a
kovy, nasledujici sloupce s hlavickami F1, F2 ... obsahuji odhady faktorovych zatézi
a posledn{ sloupec s hlavickou h? obsahuje odhady komunalit. Ré4dek s ndzvem "Prop.
Var."zna¢i pomér variability dat vysvétlené jednotlivymi faktory, zatimco radek s

nazvem "Cum. Var."obsahuje pomér variability vysvétlené vice faktory najednou.
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Sutinovy graf

10

vlastni &isla

Index
Obr. 7.6: Sutinovy graf pro datovy soubor Slapanice zima

Pro vétsi prehled jsou odhady nerotovanych faktorovych zatézi zobrazeny v grafu
na obrizku Z tabulky [7.1]a grafu[7.7 je patrné, ze 8 z 24 veli¢in ma |zatéz| > 0,5
od dvou spoleénych faktort, zatimco zbyvajicich 16 veli¢in méa |zatéz| > 0,5 pouze od
jednoho spolecného faktoru. Protoze extrahované faktory nejsou jednoznacné urceny,
bylo pristoupeno k faktorové rotaci, jejiz cilem je ziskat jednodussi strukturu a lépe

interpretovatelné faktory.

Nerotovane faktorove zateze pro soubor Slapanice zima

Faktorove zateze

ok P NOF MR+ = Fe i+ Na+ L] - M SO A g2 NOZ- N v caz+ ou = n K =] As

Fromenne

Obr. 7.7: Nerotované faktorové zatéze pro datovy soubor Slapanice zima
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Tab. 7.1: Vysledky klasické faktorové analyzy bez faktorové rotace pro datovy soubor

Slapanice zima

Proménné | F1 F2 F3 F4 F5 h?
F- -0,90 -0,11 0,00 -0,27 -0,13 0,92
Cl~ -0,97 -0,12 -0,06 -0,14 0,05 0,98
NO3 -0,33 0,59 047 -0,13 0,08 0,70
NO3 -0,92 0,17 -0,14 -0,17 -0,16 0,94
SO;~ -0,68 0,68 -0,12 0,06 -0,01 0,94
ox?~ -0,70 0,62 0,09 -0,03 -0,26 0,95
Na* -0,76 -0,30 0,17 -0,34 0,28 0,89
NH; -0,92 0,29 -0,06 0,08 -0,13 0,96
Ca?*t 0,12 -0,09 030 -0,72 0,52 0,90
K+ -0,83 -0,49 0,14 -0,15 0,10 0,98
\Y% 039 -0,38 0,75 0,14 0,01 0,88
Cd -0,73 -0,57 0,09 026 -0,01 0,93
As -0,38 -0,71 0,18 0,18 -0,36 0,85
Sb -0,01 -0,58 -0,69 0,11 0,22 0,88
Cu -0,56 -0,40 -0,62 -0,11 0,28 0,95
Ni 005 031 -0,14 -0,52 -0,68 0,84
Mn -0,69 0,01 034 043 0,13 0,78
Al -0,44 0,78 -0,18 0,27 0,21 0,95
Ba -0,17 0,70 -0,09 0,35 0,18 0,68
Fe -0,90 -0,24 0,12 0,02 0,02 0,88
Zn -0,63 -0,66 0,07 -0,04 -0,09 0,85
Ca 0,64 -046 -0,26 -0,22 -0,18 0,77
K -0,13 -0,91 0,03 032 -0,15 0,96
Pb -0,97 0,10 -0,15 -0,02 -0,06 0,98
Prop. Var. 042 0,24 0,09 0,07 0,06

Cum. Var. 042 0,67 0,76 083 0,89
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Odhad rotovanych faktorovych zatézi a komunalit

Bylo vyzkouseno nékolik ortogondalnich rotaci implementovanych v softwaru R, nej-
jednodussi strukturu se vsak podarilo ziskat uzitim Varimax kritéria popsaného v
odstavci 4.4 V tabulce jsou zobrazeny odhady rotovanych faktorovych zatézi a
komunalit, poméry vysvétlené variability a emisni zdroje reprezentované jednotli-
vymi faktory. Odhady rotovanych faktorovych zatézi jsou vykresleny v grafu na ob-
razku [7.8], z kterého je patrné, ze i po uziti faktorové rotace méa nékolik proménnych
|z&atéz| > 0,5 od dvou spoleénych faktorti. Rotované faktory jsou vSak 1épe interpre-

tovatelné a v nésledujicim odstavci jsou identifikovany jednotlivé emisni zdroje.

Rotovane faktorove zateze pro soubor Slapanice zima

Faktorove zateze

Fromenne

Obr. 7.8: Rotované faktorové zatéze pro datovy soubor Slapanice zima

Interpretace spolecnych faktort

Podle udaji uvedenych v tabulce je ztejmé, ze pét extrahovanych faktora vy-
svétluje 89% variability dat.

Prvni faktor, ktery vysvétluje 42% variability dat, mé vysoké nebo stfedni zatéze
F~, C17, NO;3, Na*, NH}, K*, Cd, Fe, Zn, Pb a Cu a piedstavuje smés tif emisnich
zdroji. Prvnim z nich jsou emise z méstské spalovny (F~, C17, NO3, Na®, K*, Zn,
Pb a Cu), dale faktor reprezentuje emise ze spalovani uhli (NO3, Na™, K, Zn, Pb,
Cd a Fe) a ze spalovani biomasy (NO3, NH; a KT). Emise ze spalovan{ biomasy a
uhli pravdépodobné pochazi z vytapéni doméacnosti.

Druhy faktor s vysokymi nebo stfednimi zatézemi SOF~, ox?>~, NHJ, NO3, Al

a Ba reprezentuje sekundarni aerosoly (SO3~, ox*~, NHJ a NOj), které vznikaji
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Tab. 7.2: Vysledky klasické faktorové analyzy po pouziti Varimax rotace pro datovy

soubor Slapanice zima

Proménné F1 F2 F3 F4 F5 h?
F~ 0,91 0,20 -0,04 -0,07 -0,21 0,92
Cl- 0,93 0,31 0,16 -0,05 -0,06 0,98
NO3 0,16 0,54 -0,55 -0,26 -0,05 0,70
NO3 0,77 0,50 0,09 0,04 -0,30 0,94
SO;~ 0,33 0,89 -0,04 0,06 -0,18 0,94
ox>2~ 0,43 0,74 -0,28 0,12 -0,34 0,95
Na™ 0,85 0,03 0,05 -0,39 0,10 0,89
NH} 0,70 0,64 -0,01 0,19 -0,14 0,96
Ca?t 0,04 -0,21 -0,10 -0,92 0,03 0,90
K* 0,97 -0,09 0,09 -0,10 0,13 0,98
\Y -0,11 -0,59 -0,61 -0,02 0,39 0,88
Cd 0,85 -0,13 0,11 0,29 0,31 0,93
As 0,63 -0,51 -0,05 0,42 0,08 0,85
Sb 0,09 -0,30 0,86 0,11 0,18 0,88
Cu 0,56 0,05 0,79 -0,08 0,06 0,95
Ni -0,07 0,03 -0,13 0,03 -0,91 0,84
Mn 0,60 0,35 -0,25 0,23 0,44 0,78
Al 0,02 0,97 0,02 0,06 0,07 0,95
Ba -0,18 0,78 -0,07 0,12 0,14 0,68
Fe 0,91 0,17 0,01 0,06 0,11 0,88
Zn 0,84 -0,33 0,14 0,12 0,09 0,85
Ca -0,41 -0,69 0,29 -0,01 -0,21 0,77
K 0,43 -0,68 0,19 0,42 0,33 0,96
Pb 0,82 0,51 0,15 0,10 -0,13 0,98
Prop. Var. 0,42 0,24 0,09 0,07 0,06
Cum. Var. 0,42 0,67 0,76 0,83 0,89
Zdroje spalovna, sekundarni doprava produkce pramysl

spalovani aerosoly, cementu

biomasy spalovani uhli,

a uhli doprava
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sekundarni reakci primarnich polutantii, jako jsou napf. oxid siti¢ity SO, oxidy
dusiku NO, a amoniak NHs. Déle faktor predstavuje emise ze spalovani uhli (SO3~
a Al) a z dopravy (Ba).

Tteti faktor indikuje emise z dopravy spojené s vysokymi zatézemi Sb a Cu a
¢tvrty faktor mé vysokou zatéz Ca?™, coz pravdépodobné indikuje emise z produkce
cementu. Posledni, paty faktor mé vysokou zatéz Ni a zfejmeé predstavuje prumyslové

emise.

Odhad faktorového skore

Pro ziskani prehledu o odhadu spoleénych faktori bylo regresni metodou, jejiz prin-
cip je popsan v odstavci vypocteno faktorové skore zobrazené v tabulce

Tab. 7.3: Odhady faktorového skére pro datovy soubor Slapanice zima

Pozorovani F1 F2 F3 F4 F5

pozorovani 1 | 1,28 0,38 0,37 0,46 -0,19
pozorovani 2 | 2,61 0,54 0,59 -0,09 0,07
pozorovani 3 | 0,63 1,17 0,16 0,36 0,06
pozorovani 4 | -0,98 0,78 -0,20 -0,39 0,07
pozorovani 5 | -1,00 2,01 -0,26 0,24 1,30
pozorovani 6 | -0,77 1,08 -0,34 -0,58 -0,52
pozorovani 7 | -0,38 0,04 -0,35 0,12 -3,16
pozorovani 8 | 0,06 -1,18 -0,86 1,21 0,20
pozorovani 9 | -0,55 -0,66 0,08 0,55 0,16
pozorovani 10 | -0,21 -0,74 -1,20 0,54 0,65
pozorovani 11 | 0,41 -0,92 -148 0,29 0,55
pozorovani 12 | 0,20 -0,87 -0,29 -3,14 0,35
pozorovani 13 | -0,64 -0,76 2,44 0,20 0,29
pozorovani 14 | -0,68 -0,89 1,33 0,23 0,17

7.2.2 Analyza pro letni obdobi ve Slapanicich

Datové soubory Slapanice 1éto, Brno 1éto a Brno zima byly analyzovany stejnym
zpiisobem jako soubor Slapanice zima. Pro stru¢nost jsou v této praci uvedeny pouze
vysledné odhady faktorovych zatézi a komunalit ziskané uzitim metody hlavnich

komponent a Varimax kritéria.
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Odhady parametrii faktorového modelu pro datovy soubor Slapanice 1éto jsou
zobrazeny v piiloze v tabulce [A.1] Dohromady bylo extrahovano 6 faktoru, které
spolecné vysvétluji 92% celkové variability dat.

Prvn{ faktor vysvétlujici 33% variability ma vysoké nebo stiedni zitéZe ox?~,
Ca’t, SO?~, K* a NHJ, coZ znadi emise ze spalovani biomasy. ProtoZe tento faktor
ma také vysoké zatéze Sb, Ba, F~ a Cl~, predstavuje rovnéz emise z dopravy (Sb,
Ba) a z méstské spalovny (F~ a CI7).

Druhy faktor mé vysoké zatéze SO3~ a NHJ a stiedni zatéz ox?~, coz indikuje
sekundarni aerosoly. Tento faktor predstavuje také emise z méstské spalovny, jak
indikuji vysoké nebo stfedni zatéze F~, Zn, K, a Pb. Vysoka zatéz Cd, predstavuje
kromé jiz zminénych zdrojt také priamyslové emise.

Treti faktor s vysokymi nebo strednimi zatézemi Cu, Fe, Mn a Al reprezentuje
emise z prumyslu a ¢tvrty faktor s vysokymi zatézemi NOj3 a Na™ pravdépodobné
predstavuje emise pochézejici z dopravy (NO3 ) a ze spalovani biomasy (Na™).

Paty faktor ma vysokou zatéz As, coz indikuje emise ze spalovani uhli. Posledni,
Sesty faktor je sSpatné interpretovatelny, ale protoze ma vysokou zatéz V a stredni

zatéz Mn, zfejmé predstavuje priamyslové emise.

7.2.3 Analyza pro zimni obdobi v Brné

Odhady parametri faktorového modelu pro datovy soubor Brno zima jsou zobrazeny
v priloze v tabulce Dohromady bylo interpretovano 6 faktort, které spolecné
vysvétluji 88% variability dat.

Prvni faktor vysvétlujici 27% variability m4 vysoké nebo stiedni zatéze Cl—, KT,
Mn, Sb, Cu, Zn, Fe a K a predstavuje emise pochézejici z méstské spalovny.

Druhy faktor s vysokymi ztézemi NO3 , ox?~, NH; a Pb pfedstavuje smés dvou
emisnich zdroji: emise ze spalovani biomasy a sekundarni aerosoly.

Treti faktor ma vysoké zatéze V a Ni, coz jsou kovy, které mizeme spolecné
nalézt v emisich ze spalovani olejt.

Ctvrty faktor s vysokymi zatézemi F~ a Ca' a péaty faktor s vysokymi nebo
stfednimi zatézemi NO3, Na™ a Cd indikuji emise ze spalovani uhli. Posledni, Sesty

faktor predstavuje emise z dopravy spojené s vysokymi zatézemi Cu a Ba.

7.2.4 Analyza pro letni obdobi v Brné

Odhady parametri faktorového modelu pro datovy soubor Brno 1éto jsou zobrazeny
v piiloze v tabulce [A3] z které je zfejmé, Ze 5 extrahovanych faktort spolecné

vysvétluje 91% variability dat.
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Prvni faktor vysvétlujici 33% variability ma vysoké zatéze SO?™, ox?*~, Nat,

NH;, Ca?t, K*, Ba, Ca a Pb a reprezentuje smés tif emisnich zdrojii. Kombinace
ionttt SO3~, ox?~, Nat, NHJ, Ca’t a K* indikuje emise pochézejici ze spalovani
biomasy, zatimco kovy Ba a Pb mtzeme nalézt v emisich z dopravy. Tento faktor
reprezentuje také sekundérni aerosoly, coz indikuji ionty SO3~ a NHj .

Druhy faktor s vysokymi zatézemi Cd, Cu, Sb, Mn, Al, Zn a K reprezentuje
emise z dopravy.

Tteti faktor mé vysoké zatéze F~ a Cl™, coz jsou ionty vyskytujici se v emisich
z méstské spalovny. Ctvrty faktor pravdépodobné reprezentuje primyslové emise
spojené s vysokou zatézi NOg a posledni, paty faktor s vysokou zatézi As predstavuje

emise pochazejici ze spalovani uhli.

7.2.5 Zhodnoceni vysledkia

7 dat ziskanych ve Slapanicich v zimnim obdobi bylo uzitim klasické faktorové ana-
Iyzy extrahovano 5 spolec¢nych faktort, zatimco v letnim obdobi bylo interpretovano
o 1 spoleény faktor vice. V letnim obdobi je spolecnymi faktory vysvétleno 89%
variability dat, zimni faktory vysvétluji o 3% varability dat vice.

V letnim i zimnim obdobi byly nalezeny faktory reprezentujici sekundarni aero-
soly, emise z méstské spalovny, spalovani uhli, emise z dopravy, ze spalovani biomasy
a z prumyslu. Letni i zimni faktor vysveétlujici nejvétsi ¢ast variability dat predsta-
vuje emise pochézejici ze spalovani biomasy a méstské spalovny. V zimé tento faktor
reprezentuje také emise ze spalovani uhli, zatimco v 1été faktor vysvetlujici nejvétsi
cast variability predstavuje kromé jiz zminénych zdroji také emise z dopravy. V
reprezentaci zimnich faktori byly dale nalezeny emise z produkce cementu, coz je
zdroj, ktery v letnim obdobi nalezen nebyl. Emise z produkce cementu ziejmé po-
chazi z cementarny umisténé cca 6 km od Slapanic.

7, datového souboru Brno zima bylo extrahovano 6 spolecnych faktort, o 1 spo-
le¢ny faktor vice nez z letniho brnénského datového souboru. Zimni faktory dohro-
mady vysvétluji 88% variability dat, zatimco v letnim obdobi je spoletnymi faktory
vysvétleno 91% celkové variability.

V obou obdobich byly nalezeny faktory predstavujici sekundarni aerosoly, emise
ze spalovani biomasy, méstské spalovny, spalovani uhli a z dopravy. Faktor, ktery v
zimé vysvétluje nejveétsi cast variability dat predstavuje emise pochéazejici z méstské
spalovny, zatimco letni faktor vysveétlujici nejvétsi cast variability indikuje sekun-
darni aerosoly a emise ze spalovani biomasy a z dopravy. V letnim obdobi byl také
interpretovan faktor ptredstavujici primyslové emise, zatimco v zimé byl nalezen

faktor predstavujici spalovani oleju.
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7.3 Robustni faktorova analyza

Aby mohly byt uzitim robustni faktorové analyzy urc¢eny hlavni emisni zdroje PM1
aerosoltt v letnim a zimnim obdobi ve Slapanicich, bylo nutné vytvofit datové sou-
bory, které by obsahovaly méné proménnych nez originalni datové soubory. Ma-
ximalni pocet pozorovani, kterd mohou byt z datového souboru odstranéna uzitim
FAST-MCD algoritmu, je roven ¢islu n—1/2(n+p+1), kde n predstavuje pocet po-
zorovani a p znac¢i pocet proménnych. Protoze origindlni datové soubory obsahovaly
14 méteni na 10 iontech a 14 kovech, nebylo mozné odstranit zadné pozorovani. Aby
mohlo byt z datovych soubortt Slapanice 1éto a Slapanice zima odstranéno alespoti
jedno odlehlé pozorovani, byly vytvoreny “robustni datové soubory” s 11 veli¢inami,
z nichz Sest bylo vytvoreno sectenim koncentraci kovi a iontl, které se v emisnich
zdrojich vyskytuji spoleéné. Konkrétné byly sec¢teny koncentrace iontid F~ a Cl—,
NO; a SOF™ a déle byly secteny koncentrace kovit V a Ni, Sb a Ba, Cd a As, Al
a Fe. Zbyvajicich pét veli¢in predstavovalo koncentrace nasledujicich ionta a kovii:
NHJ, Cu, Zn, K a Pb. Veli¢iny tvoiici “robustni datovy soubor” jsou uvedeny v
prvnim sloupci tabulky

7.3.1 Analyza pro zimni obdobi ve Slapanicich

Nyni bude uvedena podrobn4 analjza pro “robustni datovy soubor” Slapanice zima,

jehoz vybérova korelac¢ni matice bude dale znacena R.

Ovéreni korelacni struktury dat

Pro ovéfeni, ze veli¢iny tvorici robustni datovy soubor jsou vzajemné korelované
a na data miuze byt aplikovana faktorova analyza, byla uzitim Bartlettova testu
sféricity popsaného v odstavci[d.5|na hladiné vyznamnosti o = 0, 05 testovana nulova
hypotéza, ze vybérova korelacni matice R = I. Byla spocitana testovaci statistika
(4.10) B = 172,78 a kvantil x25(0,95) = 73,31. ProtoZe testovaci statistika méla
vétsi hodnotu nez 0,95 kvantil x? rozdéleni, nulova hypotéza byla zamitnuta a bylo

pristoupeno k hledani MCD podmnoziny.

Nalezeni MCD podmnoziny

Pomoci funkce implementované v pridavném balicku softwaru R byla nalezena pod-
mnozina s minimalnim determinantem varianéni matice tvofena 13 pozorovanimi.
Graf na obrazku zobrazuje relativni vzdalenosti vsech 14 pozorovani spo-
¢itanych na zakladé MCD podmnoziny. Z grafu vidime, ze nejvétsi vzdalenost mé
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druhé pozorovani, které v MCD podmnoziné obsazeno neni. Vybérova korela¢ni ma-
tice MCD podmnoziny, kterd je robustnim odhadem korela¢ni matice, bude déle

znacena R,.

Relativni vzdalenosti méfeni v zimé ve $lapanicich

[=]

rel. vzdalenosti
200 400 &00

0

méfeni

Obr. 7.9: Graf relativnich vzdalenosti pro “robustni datovy soubor” Slapanice zima

Urceni poctu extrahovanych faktori

Z vybérové korelaéni matice MCD podmnoziny R, byla spoc¢itana néasledujici vlastni
cisla: 4,57; 3,28; 1,06; 0,96; 0,54; 0,30; 0,18; 0,09; 0,02; 0,01; 0,00. Protoze tii vlastni
¢isla maji hodnotu vétsi nez 1, podle Kaiserova kritéria by mély byt extrahovany
3 spolecné faktory. Hodnota c¢tvrtého vlastniho cisla je vSak velmi blizkd 1 a je
ziejmé, ze faktory prislusné tretimu a c¢tvrtému vlastnimu cislu vysvétluji témer
stejné procento variability.

Déle byla provedena paralelni analyza popsana v odstavci jejiz vysledek je
zobrazen v grafu na obrazku [7.3.1] Modré lomend ¢ara tvoii sutinovy graf vlastnich
¢isel matice R, zatimco Cervena lomena ¢ara spojuje prumeéry vlastnich cisel ziska-
nych z ndhodné generovanych dat. Je zfejmé, ze pouze dvé vlastni cisla ziskana z
matice R, jsou vétsi nez priuméry vlastnich c¢isel simulovanych dat a podle kritéria
paralelni analyzy by mély byt extrahovany dva spolecné faktory.

V sutinovém grafu vlastnich ¢isel matice R, nastava pokles mezi druhym a tietim
a ¢tvrtym a patym vlastnim ¢islem, z ¢ehoz je zrejmé, ze by mély byt extrahovany
2 nebo 4 spolec¢né faktory.

Protoze pro identifikaci emisnich zdroji je pozadovana interpretace vétsitho poctu
spole¢nych faktort, byl ucinén zavér, ze budou extrahovany 4 spolecné faktory.

vV,

Odhad rotovanych faktorovych zatézi a komunalit

Spolecné faktory byly extrahovany uzitim metody hlavnich komponent popsané v

odstavci 1.2 a rotovdny uzitim Varimax kritéria (viz. kapitola [4.4]). V tabulce
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Obr. 7.10: Vysledky paralelnd analyzy pro “robustni datovy soubor” Slapanice zima

jsou zobrazeny odhady rotovanych faktorovych zatézi, odhady komunalit a poméry
variability vysvétlené jednotlivymi faktory. Odhady faktorovych zatézi jsou také
znazornény v grafu na obrazku z kterého je patrné, Ze se podarilo ziskat jed-
noduchou strukturu a jednotlivé veli¢iny maji zatéz > 0,5 pravé od jednoho ze ¢tyt

spolecnych faktorii.

Rotovane faktorove zateze pro soubor Slapanice zima

Faktorove zateze

b A

NH4+ Pb NO3-_SO42- F-_Ck Al Fe Sb_Ba Cd_As zn K cu V_Ni

Fromenne

Obr. 7.11: Rotované faktorové zatéze pro “robustni soubor” Slapanice zima
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Tab. 7.4: Vysledky robustni faktorové analyzy pro datovy soubor Slapanice zima

Proménné F1 F2 F3 F4 h?
F~_CI- 0,82 0,33 0,31 0,00 0,88
NH; 0,97 -0,07 -0,09 0,04 0,96
Cu 0,08 0,16 0,87 -0,14 0,81
Zn 0,27 0,88 0,34 -0,03 0,96
K -0,23 0,86 0,14 -0,28 0,89
Pb 0,96 0,05 0,21 0,11 0,98
V_Ni 0,03 -0,13 -0,11 0,68 0,49
Sb_Ba 0,49 -0,42 0,02 -0,07 0,42
Cd_As 0,07 0,91 -0,02 -0,11 0,85
Al_Fe 0,77 0,27 -0,09 -0,32 0,78
NO; _SO%~ 0,93 -0,26 0,04 0,19 0,97
Prop. Var. 0,40 0,26 0,10 0,07
Cum. Var. 0,40 0,66 0,76 0,83
Zdroje spalovna, spalovani  doprava spalovani
sekundarni uhli a dreva oleji
aerosoly

Interpretace spolecnych faktort

7 tabulky je ziejmé, Ze 4 extrahované faktory dohromady vysvétluji 83% varia-
bility dat.

Prvni faktor vysvétlujici 40% variability dat méa vysoké zatéze veli¢in F~_Cl~,
NH;, Pb, Al_Fe a NO; _SO3™ a piedstavuje smés dvou emisnich zdroji. Ionty NHJ,
NOj; a SO3™ indikuji sekundérni aerosoly, zatimco kombinace F~, C1=, Pb, Al a Fe
se vyskytuje v emisich z méstské spalovny.

Druhy faktor s vysokymi zatezemi Zn, K, Cd a As reprezentuje emise pochazejici
ze spalovani dreva a uhli. Tteti faktor ma vysokou zatéz Cu, coz pravdépodobné
indikuje emise z dopravy, a ¢tvrty faktor s vysokou zatézi V a Ni reprezentuje emise

ze spalovani olejt.

Odhad faktorového skoére

Regresni metodou popsanou v odstavci [4.7], bylo spocitano faktorové skore, zobra-
zené v tabulce [L.5l
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Tab. 7.5: Odhady faktorového skére pro “robustni datovy soubor” Slapanice zima

Pozorovani/Faktory | F1 F2 F3 F4

Pozorovani 1 1.86 1,37 1,52 0,55
Pozorovani 2 2,13 -0,10 -0,17 -1,30
Pozorovani 3 0,00 -144 -0,30 -0,17
Pozorovani 4 0,40 -148 -0,17 -0,93
Pozorovani 5 0,37 -1,36 -0,55 0,28
Pozorovani 6 0,05 -0,40 -0,24 3,24
Pozorovani 7 -0,40 1,70 -1.42 0,73
Pozorovani 8 -0,54 0,12 -0,99 -0,73
Pozorovani 9 -0,49 0,50 -0,77 0,12
Pozorovani 10 -0,31 1,10 -1,06 -1,20
Pozorovani 11 -0,99 0,21 0,93 0,77
Pozorovani 12 -1,12 -0,05 2,18 -0,76
Pozorovani 13 -0,96 -0,18 1,06 -0,60

Testovani hypotézy o dostatecném poctu extrahovanych faktort

Na zaver byla uzitim testu popsaného v odstavci testovana hypotéza, ze 4 ex-
trahované faktory vysvétluji variabilitu “robustnfho datového souboru” Slapanice
zima dostatecné. Byla spocitdna testovaci statistika (4.16)) vychézejici z robustni

vybérové korelaéni matice R":

(n—1—(2p+4m+5)/6)ln <||fz{37’||> = 34, 06.
Protoze hodnota 0,95 kvantilu x? rozdéleni x%,(0,95) = 27,58 < 34,06, méla by
hypotéza o tom, ze extrahovany pocet faktort je dostatecny, byt zamitnuta. Vzhle-
dem k malému rozsahu analyzovaného datového souboru je vsak pravdépodobné,
ze test nefunguje dobfe a vysokd hodnota testovaci statistiky je zpusobena nizkou
hodnotou det(R").

7.3.2 Analyza pro letni obdobi ve Slapanicich

“Robustni datovy soubor” Slapanice 1éto byl analyzovan stejnym zptisobem jako da-
tovy soubor Slapanice zima. Odhady faktorovych zatézi a komunalit ziskané uzitim
robustni analyzy na data z letniho obdobi ve Slapanicich, jsou zobrazeny v piiloze
v tabulce [A.4l

7 uvedenych vysledki je zfejmé, ze 3 extrahované faktory spolecné vysvétluji
81% variability dat.
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Prvni faktor vysvétlujici 49% variability dat méa vysoké zatéze velicin F~_Cl™|
NO; _SO?~, NHf, Zn, Pb a K a pfedstavuje smés tii emisnich zdroji. Ionty NO3,
SO3™ a NHJ se vyskytuji v sekundéarnich aerosolech, kombinaci F~ a Cl~ s kovy
Zn a Pb lze nalézt v emisich z méstské spalovny a K indikuje emise pochézejici ze
spalovani dreva.

Druhy faktor s vysokymi zatézemi Cu, Zn, Fe a Al reprezentuje emise z dopravy

a treti faktor predstavuje emise ze spalovani oleju, coz znac¢i vysoka zatéz V a Ni.

7.3.3 Zhodnoceni vysledku

7 dat ziskanych v zimnim obdobi byly uzitim robustni faktorové analyzy extrahovany
4 spolecné faktory, zatimco v letnim obdobi bylo extrahovano a interpretovano o 1
faktor méné. Zimni i letni faktory vsak vysvétluji témér stejnou c¢ast variability dat.
V obou obdobich byly interpretovany faktory reprezentujici sekundarni aerosoly,
emise z méstské spalovny, spalovani dfeva, oleji a z dopravy. V zimnim obdobi byl
dale nalezen faktor predstavujici emise pochézejici ze spalovani uhli, coz je emisni
zdroj, ktery v letnim obdobi nalezen nebyl. Letni i zimni faktor vysvétlujici nejvéts
cast variability dat predstavuje sekundarni aerosoly a emise z méstské spalovny,

pricemz v 1été tento faktor reprezentuje také emise pochazejici ze spalovani dreva.

7.4 Zhodnoceni klasické a robustni faktorové ana-
lyzy

Uzitim klasické faktorové analyzy byly nalezeny hlavni emisni zdroje PM1 aerosoli v
letnim a zimnim obdobi v Brné a ve Slapanicich, zatimco robustni faktorové analyza
byla aplikovéna na data ziskand v 1été a v zimé ve Slapanicich. Na data ziskand z
Brna robustni analyza aplikovana nebyla, protoze pocet méreni v této lokalité byl
ptilis maly (problémy se vzorkovanim v dusledku destivého pocasi) a nebylo mozné
vytvorit robustni datovy soubor, aniz by doslo k degeneraci dat.

Aplikovanim obou metod na zimni datovy soubor ve Slapanicich byly nalezeny
faktory predstavujici sekundarni aerosoly, emise z méstské spalovny, spalovani uhli a
z dopravy. Déle byly klasickou metodou interpretovany faktory predstavujici emise
ze spalovani biomasy, z produkce cementu a z primyslu. Robustni metodou byly
naopak nalezeny emise pochazejici ze spalovani dieva a oleji1, coz jsou emisni zdroje,
které klasickou analyzou interpretovany nebyly.

7 dat ziskanych v letnim obdobi ve Slapanicich byly uzitim klasické i robustni
analyzy extrahovany faktory predstavujici sekundarni aerosoly, emise z méstské spa-

lovny a z dopravy. Prvni klasicky faktor predstavuje predevsim emise ze spalovani
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biomasy, coz je emisni zdroj, ktery robustni metodou nenalezen nebyl. Spalovani
biomasy je reprezentovano také ¢tvrtym klasickym faktorem. Dalsi zdroj nalezeny
pouze klasickou metodou je spalovani uhli indikované patym faktorem a prumyslové
emise reprezentované druhym, tretim a Sestym faktorem. Naopak robustni metodou
byly v reprezentaci prvniho faktoru nalezeny emise ze spalovani dreva a také byl
nalezen faktor predstavujici emise pochazejici ze spalovani olejt.

Vyhodou robustni faktorové analyzy je, ze vychazi z robustniho odhadu vybérové
korela¢ni matice, kterd neni ovlivnéna odlehlymi pozorovanimi a tedy ani odhady
faktorovych zatézi a samotné faktory odlehlymi pozorovanimi ovlivnény nejsou. Od-
stranénim odlehlych pozorovani ziskame lepsi korela¢ni strukturu dat. Z vysledkt
predstavenych v této préci je zfejmé, ze uzitim klasické analyzy se podatilo vysvétlit
vetsi ¢ast variability dat nez uzitim robustni analyzy. Je to patrné zpusobeno tim,
ze klasicka analyza byla aplikovana na datovy soubor obsahujici jiné proménné nez
datovy soubor, z kterého vychazela robustni analyza.

Obecné nevyhodou robustni faktorové analyzy je delsi vypocetni cas, protoze
FAST-MCD algoritmus je vypocetné narocny. Datové soubory analyzované v této
praci vSak nebyly rozsédhlé a proto vypocetni ¢as algoritmu pro hledani MCD byl za-
nedbatelny. Dalsi nevyhodou robustni analyzy je potieba vétsiho datového souboru,
coz muze byt problém, zvlasté pokud jednotliva méfeni jsou finanéné néakladna.

Klasickd ani robustni faktorova analyza nedokézala tplné oddélit emisni zdroje
v reprezentaci jednotlivych faktori. Nékteré robustni i klasické faktory reprezentuji
smés dvou az t¥i emisnich zdroji, coz je pravdépodobné zpiisobeno tim, ze emise z
riznych zdroji jsou v ovzdusi smichané dohromady a také tim, Ze pro statistickou

analyzu bylo k dispozici jen omezené mnozstvi vstupnich dat.
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8 PREDIKCE KONCENTRACI PM1 AERO-
SOLU

V této kapitole jsou predstaveny linearni regresni modely, které umoznuji predikovat
denni koncentrace PM1 aerosoli v zimnim i letnim obdobi v Brné a ve Slapanicich
v roce 2009 a 2010. Koncentrace aerosolt jsou predikovany na zdkladé namérenych
koncentraci PM1 aerosoli z predchoziho dne a hodnot meteorologickych velic¢in.

Analyza v této kapitole vychazi z modeli, vztahu, poznatku a statistik uvedenych

v kapitole [2|

8.1 Data

Regresni analyza je zalozena na datech, ktera byla ziskana béhem experimentalnich
kampani na stejnych odbérovych lokalitédch jako data pro faktorovou analyzu (Brno,
Slapanice). Denni koncentrace PM1 aerosolit byly méfeny po dobu dvou tydnt bé-
hem zimniho a letniho obdobi roku 2009 a 2010. Soucasné s koncentraci aerosolii
byla méfena rychlost vétru V; [ms™!], smér vétru D, [°], teplota T; [°C] a relativn{
vlhkost RH; [%)]. Meteorologickd data pouzitd v analyze predstavuji denni prumeéry
I-minutovych méreni a index t znac¢i den. Obrazky - zobrazuji pro danou
lokalitu a dané obdobi pribéhy dennich koncentraci PM1 aerosoli a primérnych
dennich hodnot teploty, relativni vlhkosti, rychlosti a sméru vétru béhem jednotli-

vych dntt vsech kampani.

8.2 Regresni model

Pro predikei dennich koncentraci aerosolit PM1; v dané lokalité (Brno, Slapanice)
a daném obdobi (zima, 1éto) je uzit linedrni regresni model zavedeny v odstavci .
Jako regresory jsou pouzity nasledujici faktory:

e PM1,_;: denni koncentrace PM1 aerosoli mérend dne t — 1

o T;: Prumér 24 1-hodinovych méreni teploty ze dne t.

o T, 1: Primér 24 1-hodinovych méreni teploty ze dne ¢ — 1.

e RH;: Primér 24 1-hodinovych méreni relativni vlhkosti ze dne ¢.

e RH; 1: Primér 24 1-hodinovych méreni relativni vlhkosti ze dne ¢ — 1.
Analogicky jako v [§] byly kromé uvedenych regresorti pomoci proménnych D; - smér

vétru [°] (orientovany thel mezi vektorem smétujicim severné od odbérové lokality
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Obr. 8.1: Hodnoty PM1 koncentraci a meteorologickych faktort pro datovy soubor
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a vektorem sméfujicim v pozorovaném sméru vétru) a V; - rychlost vétru [ms™!]
zavedeny dalsi dva regresory:

o Visin(Dy): prumér 24 1-hodinovych méfeni veliciny V;sin(D;).

o Vicos(Dy): prumér 24 1-hodinovych méfeni velic¢iny Vicos(D,).
Protoze v nékolika vyzkumech ([I7], [8]) se ovéril pFedpoklad, ze méfeni koncentraci

PM1 aerosolit méa logaritmicko-norméalni rozdéleni, je uvazovan nasledujici model

ln(PMlt) == B() + 51111<PM15_1) + BQRHt + ﬁgRHt_1 + B4Tt+
+B5T1—1 + B Visin(Dy) + 7Vicos(Dy) + &y,
kde t = 2,...,14,16,...,n, dale ¢, predstavuje ndhodnou chybu a Sy, 51,..., 7

jsou neznamé parametry, které je tfeba odhadnout. Po provedeni n pozorovani na-

(8.1)

hodné veli¢iny In(PM1;), regresora RHy, Ty, Visin(Dy), Vicos(D;) a n—2 pozorovani
regresoru In(PM,;_1), RH;_1, T;_1, je zaveden ndhodny vektor pozorovanych hod-
not Y = (In(PMly),...,In(PM1y,),In(PM1yg),...,In(PM1,))" a matice planu
X (n—2)x8, jejiz prvni sloupec je tvoren vektorem jednicek a ostatni sloupce jsou
tvoreny namérenymi hodnotami jednotlivych regresorii pro ¢t = 2,...,14,16,...,n.
Model potom muze byt zapsan ve tvaru uvedeném v odstavci , tedy

Y = X3 + ¢,

kde € = (g2,...,€14,€16, - - -, €n)  je ndhodny vektor chyb s predpoklady uvedenymi
v odstavei 2.1

8.3 Odhad parametri a ohodnoceni modelu

Pro konkrétni lokalitu a obdobi je tfeba odhadnout nezndmé parametry modelu
a postupnym odstranovanim statisticky nevyznamnych regresoru vytvorit jed-
nodussi podmodel. Nyni bude nasledovat podrobné sestavovani podmodelu na da-
tech z datového souboru Brno léto.

Uzitim softwaru R byly metodou nejmensich ctverci, ktera je popsana v odstavci
, odhadnuty neznamé parametry modelu . Pro kazdy parametr byl spocitan
odhad smérodatné chyby a pomoci testu popsaného v odstavci byla na
hladiné vyznamnosti v = 0, 05 testovana nulova hypotéza Hy : 5; = 0, ze vliv i-tého
regresoru na In(P»M1;) je statisticky nevyznamny.

Odhady parametri a smérodatnych chyb modelu (8.1)) jsou zobrazeny v tabulce
, v které je pro kazdy parametr zobrazena také testovaci statistika T; po-
ttebna pro testovani nulové hypotézy Hy : 5; = 0 a tzv. p-hodnota, kterad je sou-
casti vystupu vétsiny statistickych softwart. Vyhodou p-hodnoty je to, ze dava po-

drobnéjsi informaci o vysledku testu nez kombinace hodnoty testovaci statistiky a
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prislusného kvantilu. Je to pravdépodobnost, s jakou testovaci statistika nabyva ex-
trémneéjsich hodnot nez je pozorovana hodnota statistiky. Ve vystupech statistickych
test se p-hodnota interpretuje jako nejnizsi mozna hladina vyznamnosti, na které
muzeme nulovou hypotézu zamitnout. V tabulce jsou pro veétsi prehled u né-
kterych p-hodnot zobrazeny hvézdicky, jejichz pocet se lisi v zavislosti na hladiné
vyznamnnosti, na které muzeme zamitnout nulovou hypotézu. Interpretace je na-
sledujici: * - zamitnuti Hy na o = 0,05, ** - zamitnuti Hy na o = 0,001, *** -
zamitnuti Hy na a = 0,0001.

Tab. 8.1: Pribézné odhady koeficientl regresniho modelu pro Brno 1éto

Koeficienty | Odhad Smeér. chyba Testovaci stat. 7; p-hodnota
konstanta By | 0,950 0,870 1,093 0,289
In(PM1, 4) 0,324 0,247 1,310 0,207

RH, 0,016 0,008 2,024 0,058

RH,; 4 -0,016 0,008 -2,017 0,059
Visin(Dy) -0,075 0,179 -0,420 0,680
Vicos(Dy) 0,023 0,222 0,102 0,920

T; 0,114 0,034 3,385 0,003 **

T, 4 -0,079 0,038 -2,093 0,051

V odstavci bylo popsano, ze nulova hypotéza H, : 5; = 0 je zamitnuta na
hladiné vyznamnosti «, pokud je realizace testovaci statistiky |7;| > ¢,_x(0,975),
kde t,_1(0,975) je kvantil Studentova t rozdéleni. Z tabulky je ziejmé, ze hod-
notu kvantilu ¢15(0,975) = 2,101 prekracuje pouze realizace testovaci statistiky |7
regresoru 7;. Znamena to, ze na In(PM1;) mé statisticky vyznamny vliv pouze Tj,
vliv ostatnich regresort na denni koncentrace aerosoli nebyl prokazan jako statis-
ticky vyznamny. Tento zavér je potvrzen také tim, Ze p-hodnota odpovidajici T;
splnuje nerovnost p-hodnota = 0,003 < 0,05 = «, zatimco pro p-hodnoty ostatnich
regresoril plati p-hodnota > 0,05 = «.

Statisticky nevyznamné regresory budou postupné z modelu (8.1]) odstranovany.
Po odstranéni regresoru Vicos(D;), ktery ma nejnizsi hodnotu testovaci statistiky

|T;|, je uvazovan regresni model

In(PM1;) = Bo+Biln(PM1, 1)+ Be RH+ B3 RH; 1+ 34T+ B5T, -1 + s Visin( D) +&4,

(8.2)

kde t = 2,...,14,16,...,n. Odhady neznamych parametri, smérodatnych chyb,
testovacich statistik a p-hodnot modelu jsou zobrazeny v tabulce .

Protoze kvantil Studentova t rozdéleni t19(0,975) = 2,093, z tabulky je

ziejmé, Ze po odstranéni regresoru Vicos(D;) byl potvrzen statisticky vyznamny
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Tab. 8.2: Pribézné odhady koeficientt regresniho modelu pro Brno léto

Koeficienty | Odhad Smeér. chyba Testovaci stat. 7; p-hodnota
konstanta By | 0,955 0,845 1,131 0,272
In(PM1;_4) 0,340 0,188 1,809 0,086

RH, 0,016 0,008 2,077 0,052

RH,; 4 -0,016 0,007 -2,218 0,039 *
Visin(Dy) -0,090 0,101 -0,895 0,382

T; 0,113 0,032 3,538 0,002 **

T, 4 -0,080 0,034 -2,366 0,029 *

vliv T} na In(PM1,_1) a navic bylo prokazano, regresory ze RH; 1 a T;_; maji na
denni koncentraci aerosolti rovnéz statisticky vyznamny vliv. Odstranénim statis-

ticky nevyznamného regresoru V;sin(D;) je model (8.2)) zjednodusen na model

In(PM1;) = By + Siln(PM1,1) + foRH; + f3sRHy—1 + BaTi + BsTi—1 + €1, (8.3)

prot = 2,...,14,16,...,n. Vysledky odhadu parametri modelu (8.3) jsou zobra-
zeny v tabulce [8.3]

Tab. 8.3: Prubézné odhady koeficientt regresniho modelu pro Brno 1éto

Koeficienty | Odhad Smeér. chyba Testovaci stat. T p-hodnota
konstanta 3y | 1,227 0,784 1,564 0,134
In(PM1;4) 0,337 0,187 1,803 0,086

RH, 0,017 0,008 2,252 0,036 *
RH,; 4 -0,017 0,007 -2,284 0,034 *

T, 0,101 0,029 3,492 0,002 **

T, 4 -0,082 0,034 -2,447 0,024 *

7 odhadt uvedenych v tabulce je zrejmé, ze hodnotu kvantilu Studentova
t rozdéleni t19(0,975) = 2,086 prekracuji testovaci statistiky |7;| regresori RH,
RH, 1, T, a T;_1, které maji po odstranéni regresoru V;sin(D,) na In(PM1,;) statis-
ticky vyznamny vliv. Po odstranéni statisticky nevyznamné konstanty fy je uvazovan

model

In(PM1y) = filn(PM1e 1) + BoRHy + BsRHy 1 + BTy + BsTh1 + e, (84)

kdet=2,...,14,16,...,n.
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Tab. 8.4: Pribézné odhady koeficientt regresniho modelu pro Brno léto

Koeficienty | Odhad Smeér. chyba Testovaci stat. T p-hodnota
In(PM1;_4) 0.307 0.192 1.598 0.125

RH, 0.018 0.008 2.292 0.032 *
RH,; 4 -0.010 0.006 -1.636 0.117

T; 0.123 0.026 4.638 0.000 ***
T, 4 -0.066 0.033 -1.999 0.059

Z tabulky [8.4] kde jsou zobrazeny odhady parametrii, smérodatnych chyb, hod-
noty testovacich statistik a p-hodnot modelu je zfejmé, ze po odstranéni kon-
stanty bylo prokézano, ze na In(PM1;) ma statisticky vyznamny pouze RH; a T;.
Zamitnuti nulovych hypotéz Hy : 5y = 0,8, = 0 je potvrzeno tim, ze hodnoty
testovacich statistik pro ¢ = 2,4 spliuji |T;| > t21(0,975) = 2,080. Odstranénim
statisticky nevyznamného regresoru RH;_; je model zjednodusen na model

In(PM1;) = p1In(PM1;_1) + BoRHy + B5T; + BaTi—1 + 4, (8.5)

kdet =2,...,14,16,...,n.
Odhady parametrii modelu (8.5)) jsou zobrazeny v tabulce , z které je ziejmé,

Tab. 8.5: Priubézné odhady koeficientl regresniho modelu pro Brno 1éto

Koeficienty | Odhad Smér. chyba Testovaci stat. T p-hodnota
In(PM1,_4) 0,254 0,196 1,294 0,209

RH, 0,007 0,005 1,605 0,123

T; 0,107 0,025 4,185 0,000 ***
T, 4 -0,042 0,031 -1,375 0,183

ze hodnotu kvantilu t92(0,975) = 2,074 prekracuje pouze testovaci statistika regre-
soru T;. Znamend to, Ze po odstranéni regresoru RH; ; ma na In(PM1,) statisticky
vyznamny vliv pouze T; . Ostatni regresory jsou povazovany za statisticky nevy-
znamné a model je déale zjednodusen odstranénim regresoru In(PM1;_4). Je

proto uvazovan model

In(PM1,) = 1 RH, + 52T} + B3T—1 + &4, (8.6)

kdet=2,...,14,16,...,n.
Protoze kvantil Studentova t rozdélen{ t3(0,975) = 2,069, z tabulky [8.6] kde jsou
zobrazeny odhady parametrt modelu je zfejmé, Ze i po odstranéni In(PM1;_,)
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Tab. 8.6: Pribézné odhady koeficientt regresniho modelu pro Brno léto

Koeficienty | Odhad Smeér. chyba Testovaci stat. T p-hodnota

RH, 0,008 0,005 1,868 0,074
T, 0,121 0,023 5,233 2,62¢-05 ***
T 0,031 0,030 -1,031 0,314

ma na koncentraci aerosolu statisticky vyznamny vliv pouze T;. Vliv ostatnich re-
gresoru nebyl prokazén jako statisticky vyznamny, z modelu (8.6)) je dale odstranén

regresor T; 1 a je uvazovan model
In(PM1;) = f1RHy + BT} + ¢4, (8.7)

kde t = 2,...,14,16,...,n. Odhady parametri tohoto modelu jsou zobrazeny v
tabulce R

Tab. 8.7: Pribézné odhady koeficientl regresniho modelu pro Brno léto

Koeficienty | Odhad Smeér. chyba Testovaci stat. T p-hodnota

RH, 0,006 0,004 1,717 0,098
T, 0,097 0,013 7,361 8,11e-08 ***

Kvantil t94(0,975) = 2,064 a z tabulky [8.7] je ziejmé, Ze vliv regresoru RH; je
statisticky nevyznamy a je tfeba jej z modelu odstranit, ¢im? je ziskdn koneény
model

hl(PMlt) = 51Tt + &4, (88)

kdet =2,...,14,16,...,n. V tabulce 8.§ je zobrazen odhad parametru, smérodatné
chyby, testovaci statistiky a p-hodnoty vysledného modelu (8.8]).

Tab. 8.8: Priubézné odhady koeficientti regresniho modelu pro Brno 1éto

Koeficienty | Odhad Smér. chyba Testovaci stat. T p-hodnota R%

T, 0,119 0,002 50,54 <2e-16 0,990

Podle odhadu z tabulky lze puvodni model (8.1]) zjednodusit a zapsat jeho
podmodel ve tvaru:
In(PM1,) = 0,119T;, (8.9)

coz znamend, ze denni koncentrace PM1 aerosolli je ovlivnéna pouze teplotou ve
sledovany den, jejiz rist ma za nasledek rostouci koncentraci aerosoli. VIiv ostatnich

meteorologickych faktori a koncentrace aerosolti predchoziho dne nebyl prokazan
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jako statisticky vyznamny. Je to zfejmé diisledek toho, Ze smér vétru D; byl béhem
meéreni prakticky konstantni a rychlost vétru V; se v pribéhu obdobi, kdy méreni

!, coz jsou relativné malé hodnoty (viz.

probihalo, pohybovala v rozmezi 0,3-0,9 ms™
obr. . Mizeme se domnivat, Ze statistickd nevyznamnost regresort RH; a RH;
je zptisobena tim, ze absolutni obsah vodni pary ve vzduchu je v letnim obdobi vyssi
nez v zimnim obdobi, a proto zména relativni vlhkosti vzduchu nema4 v 1été na zménu
aerosolovych koncentraci tak vyznamny vliv jako v zimé.

Byl stanoven vybérovy korelacni koeficient T = 0,652 a pro posouzeni

PM1,)T}
linedrni zavislosti veli¢iny In(PM1;) na regresoru T; byla testovana nulova hypotéza,
payr, = U Protoze hodnota testovact statistiky 1}
T = 4,218 > t94(0,975) = 2,064, byla hypotéza o nulovosti korela¢niho koeficientu

zamitnuta (p-hodnota=0,000), coz potvrzuje linedrni zavislost In(PM1;) na T;.

ze korelac¢ni koeficient Pln

Pro ohodnoceni modelu byly pouzity grafické metody popsané v odstavci
2.4 Graf na obrazku zobrazuje rezidua e; = In(PM1;) — 0,119(7}) vykreslena
proti predikovanym hodnotam, Q-Q graf a histogram rezidui. Z prvniho grafu je
patrné, ze rezidua jsou nadhodné rozdélend kolem ptrimky y = 0, coz znamena, ze
predpoklad homogenity rozptylu neni narusen. Z Q-Q grafu a histogramu je mozné
usoudit, ze rezidua nevykazuji vyznamné odchylky od norméalniho rozdéleni a miize
tedy byt ucinén zaveér, ze model je dobfe sestaven.

Na obrazku jsou zobrazeny namérené hodnoty koncentraci PM1 aerosolt a
hodnoty predikované podle modelu .
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Obr. 8.5: Zavislost rezidul na predikovanych hodnotach, Q-Q graf a histogram rezi-
dui (Brno 1éto)

Regresni modely umoznujici predikovat koncentrace PM1 aerosol v zimnim ob-
dobi v Brné a ve Slapanicich a v letnim obdobi ve Slapanicich byly sestaveny stejnym
zpusobem. V tabulce jsou pro jednotlivé regresni modely uvedeny odhady pa-

rametr a smérodatnych chyb, vybérové korelacni koeficienty ry x, popi. vybérové
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Obr. 8.6: Predikované a skutecné hodnoty PM1; v letnim obdobi v Brné

-----

nuti o zamitnuti hypotézy, ze korelacni koeficient popt. koeficient mnohonasobné

korelace je nulovy.

Tab. 8.9: Odhady parametrii véetné smérodatnych chyb

Slap. léto Slap. zima Brno zima

Odhad S. chyba | Odhad S. chyba | Odhad S. chyba
konst. 2,093 0,337
In(PM1,_4) 0,463 0,107 0,256 0,110
RH; 0,020 0,004
Visin(Dy) 0,409 0,077
T; 0,124 0,002 -0,111 0,023
Ty -0,088 0,022
Ty X; 0,783
r%,(Xl ..... X0) 0,710 0,870
p-hodnota 0,000 0,000 0,000

Pomoci odhadu v tabulce[8.9|1ze podmodel pro letni obdobi ve Slapanicich napsat

ve tvaru

In(PM1,) = 0, 1247,

Znamena to, ze stejné jako v letnim obdobi v Brné jsou denni koncentrace aerosola

ovlivnény pouze teplotou ve sledovany den, jejiz rostouci hodnota ma za nasledek

rust koncentrace PM1 aerosoli. Z obrazku je patrné, ze stejné jako v letnim

obdobi v Brné méla rychlost vétru v priubéhu méteni relativné malé hodnoty (0,2-0,6

ms ') a smér vétru byl konstantni, coZ ziejmé zpuisobilo statistickou nevyznamnost

Vi a D, na denni koncentraci aerosoli. Statisticky nevyznamny vliv regresorit RH;
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a RH; ; je pravdépodobné opét zpisoben tim, Ze absolutni obsah vodni pary ve
vzduchu je v letnim obdobi vyssi nez v zimnim obdobi.

Byl stanoven vybérovy korelacni koeficient ry x, = 0, 783 a z p-hodnoty zobrazené
v tabulce 8.9 je zfejmé zamitnuti hypotézy, Ze korelaéni koeficient pyx, = 0, coz
potvrzuje linearni PM 1, na regresoru 7;.

Podmodel umoznujici predikovat denni koncentrace aerosoli v zimnim obdobi

ve Slapanicich mize byt zapsan ve tvaru
In(PM1;) = 0,463In(PM1,_1) + 0,20RH; — 0,0887;_4,

coz znamena, ze s rostouci koncentraci aerosolt predchoziho dne roste koncentrace
aerosolil ve sledovany den a podobné riist relativni vlhkosti ve sledovany den ma
za nasledek rist koncentrace aerosolli. Rostouci teplota predchoziho dne naopak
zpusobuje pokles aerosolovych koncentraci. Statisticky nevyznamny vliv regresorti
Vicos(Dy) a Visin(D;) muzeme ziejmé opét pricitat konstantnimu sméru vétru a re-
lativné nizkym hodnotam rychlosti vétru (0,2-1,6 ms—1) béhem obdobi, kdy méteni
probihalo (viz. obr. [8.1)).

Byl stanoven vybérovy koeficient mnohonasobné korelace r%,( X1,..x5) = 0,710 a

z p-hodnoty zobrazené v tabulce je zfejmé zamitnuti hypotézy o nulovosti koefi-

Tyeer

cientu mnohondsobné korelace py(x,... x;), coZ potvrzuje linearni zavislost dennich
koncentraci aerosoli na regresorech In(PM1,_1) , RH; a T, 1, které vysvétluji 71%
variability In(PM1,).

Podmodel, ktery umoznuje predikovat denni koncentrace aerosoli v zimnim ob-

dobi v Brné lze pomoci odhadii v tabulce napsat ve tvaru
In(PM1,) = 2,093 + 0, 256In(PM1,_) + 0,409V;sin(D,) — 0, 1117.

Znamend to, ze rust aerosolovych koncentraci predchoziho dne mé za nasledek
riust koncentraci aerosolil ve sledovany den, zatimco s rostouci teplotou koncentrace
sledovanych aerosolti klesa. Déle byla prokazana statistickd vyznamnost regresoru
Visin(Dy), jehoz rust mé za nasledek rust aerosolovych koncentraci.

V tabulce je uvedena hodnota stanoveného vybérového koeficientu mnoho-
nasobné korelace 732,( X1,..xs) & Je zfejmé zamitnuti hypotézy, ze koeficient mnoho-
nasobné korelace py(x,,. x; = 0, ¢imZ je potvrzena linearni zdvislost PM1; na
regresorech In(PM1;_1), Visin(D;) a T, vysvétlujicich 87% variability In(PM1;).

Na obrazku (8.7 jsou zobrazené namérené a predikované hodnoty koncentraci PM1

aerosolt v letnim a zimnim obdobi ve Slapanicich a v zimnim obdobi v Brné.
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Obr. 8.7: Predikované a skuteéné hodnoty PM1; v jednotlivych lokalitach a obdobi
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8.4 Shrnuti

V letnfm obdobi v Brné a ve Slapanicich jsou denni koncentrace PM1 aerosoli ovliv-
nény pouze teplotou ve sledovany den, vliv koncentrace aerosol predchoziho dne
ani vliv ostatnich meteorologickych faktorii neni statisticky vyznamny. Je to pravde-
podobné zptisobeno nizkymi rychlostmi vétru v uvazovaném kratkém obodobi, kdy
meéreni probihalo, a tim, Ze v letnim obdobi je ve vzduchu obsazeno vyssi mnozstvi
vodni pary nez v zimnim obdobi a proto nejsou aerosolové koncentrace ovlivnény
zménou relativni vlhkosti tak jako v zimé.

Denni koncentrace aerosolt v zimnim obdobi ve Slapanicich jsou ovlivnény tep-
lotou a koncentraci aerosoli predchoziho dne a relativni vlhkosti ve sledovany den.
Rychlost ani smér vétru nema na aerosolové koncentrace statisticky vyznamny vliv,
coz je zrejmé opét zplisobeno nizkymi hodnotami rychlosti vétru v uvazovaném zim-
nim obdobi.

Koncentrace PM1 aerosolii v zimnim obdobi v Brné jsou ovlivnény koncentraci
aerosolil predchoziho dne, teplotou ve sledovany den a regresorem Visin(Dy), ktery
muzeme interpretovat jako rychlost vétru ve sméru od zapadu na vychod ve sledo-
vany den.

Zatimco v letnim obdobi v Brné i ve Slapanicich mé teplota na aerosolové kon-
centrace pozitivni vliv, v zimnim obdobi (v obou lokalitdch) s rostouci teplotou
nastava pokles koncentraci aerosolii. Pravdépodobné je to zptsobeno tim, zZe v zim-
nim obdobi s rostouci teplotou klesa intenzita vytapéni v domacnostech, coz vede k
poklesu emisi z jednoho z nejvyznamnéjsich zdroji. Koncentrace aerosoli predchozi
den, relativni vlhkost a regresor V;sin(D;) mé na aerosolové koncentrace pozitivni
vliv.

P1i konstrukci modeli byla ptfi vybéru regresorti uplatnovana metoda postup-
ného odstranovani uvazovanych regresori, aby byla ilustrovana pouzita teorie. Je
ovsem mozné pouzivat i jiné metody pro vylucovani regresori z modelu. Jiny po-
stup vylucovani regresorii by mohl vést k jingym modeltim, jejichz srovnani by mohlo
byt cilem dalsich analyz.
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9 ZAVER

V prvni ¢asti diplomové préace je uvedena teorie popisujici mnohorozmérné statistické
metody potiebné k analyze dat ziskanych mérenim koncentraci PM1 aerosolii. Je
zde popsan model linearni regresni analyzy, metody hlavnich komponent, klasické a
robustni faktorové analyzy.

V praktické ¢asti diplomové prace jsou uzitim klasické faktorové analyzy identifi-
kovany hlavni emisni zdroje PM1 aerosol@t v Brné a ve Slapanicich a uzitim robustni
faktorové analyzy jsou nalezeny hlavni emisni zdroje ve Slapanicich. Jsou srovnany
vysledky ziskané z letnich a zimnich méreni a dale jsou uvedeny hlavni prednosti
a nevyhody robustni faktorové analyzy. Uvedena srovnani jsou ponékud poplatna
malému rozsahu realnych dat. Dale jsou v praktické ¢asti sestaveny linedrni regresni
modely umoznujici predikovat denni koncentrace aerosoli v letnim a zimnim ob-
dobi v Brné a ve Slapanicich v zavislosti na hodnotdch meteorologickych veli¢in a

koncentraci aerosolti predchoziho dne.
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SEZNAM ZAKLADNICH POUZITYCH
BOLU, VELICIN A ZKRATEK

N mnozina prirozenych ¢isel

R mnozina realnych ¢isel

I'(t) gama funkce v proménné ¢

A, xn = (Qij)iz1,.mj=1..n matice s m fadky a n sloupci
A’ matice transponovana k matici A

A~! matice inverzn{ k matici A

A~ pseudoinverzni matice k matici A

det(A) determinant matice A

1, n-rozmérny vektor jednicek

1 jednotkova matice

0 nulova matice

h(A) hodnost matice A

Tr(A) stopa matice A

\ obecny kvantifikator

] konec ditkazu

N(u,0?) normalni rozdéleni s parametry u, o

X2 x? rozdéleni o n stupnich volnosti

tn Studentovo rozdéleni o n stupnich volnosti

F,, n, Fisher-Snedecorovo rozdéleni o ny, ny stupnich volnosti
X2(a) «a kvantil x? rozdélen{ o n stupnich volnosti

tn() a kvantil Studentova t rozdéleni o n stupnich volnosti

SY M-

F, ny(a) o kvantil Fisher-Snedecorova F rozdéleni o ny, ng stupnich volnosti

N, (p, V) normalni n-rozmérné rozdéleni s parametry p, V
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X,Y, Z nahodné veli¢iny

X,Y,Z nahodné vektory

E(X) stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X

Var(X) rozptyl ndhodné veli¢iny X

f(x) hustota ndhodné veli¢iny X

Cov(X,Y') kovariance ndhodnych veli¢in X, Y

pxy korelacni koeficient nahodnych velicin X, Y

rxy vybérovy korelacni koeficient nahodnych veli¢in X, Y
E(X) stfedni hodnota ndhodného vektoru X

Var(X) rozptyl ndhodného vektoru X

Cov(X,Y) kovarianéni matice ndhodnych vektora X,Y
Cor(X,Y) korela¢ni matice ndhodnych vektort X,Y
Cor(X) korela¢ni matice ndhodného vektoru X

f(x) hustota ndhodného vektoru X

X vybérovy pramér

S vybérova varianéni matice

R vybérova korela¢ni matice

PY,(x1,...z,) Koeficient mnohondsobné korelace ndhodné veli¢iny Y a vektoru

(21, ..., Tk)

TY (21,...0x) VYDErovy koeficient mnohondsobné korelace ndhodné velic¢iny Y a

vektoru (z1,...,xx)
R%  koeficient determinace

L(p,3) vérohodnostni funkce s parametry p,
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A VYSLEDKY FAKTOROVE ANALYZY

Tab. A.1: Vysledky klasické faktorové analyzy pro datovy soubor Slapanice léto

Proménné F1 F2 F3 F4 F5 Fé6 h?
F~ 0,73 0,56 0,05 0,27 0,05 0,00 0,92
Cl™ 0,86 0,25 0,16 0,33 0,05 0,11 0,95
NO; 0,89 0,30 0,11 0,22 0,09 0,07 0,95
NO3 0,26 0,24 -0,23 0,87 0,02 -0,14 0,95
SO;~ 0,61 0,71 -0,08 0,21 0,13 -0,03 0,95
ox?~ 0,77 0,54 0,04 0,25 0,10 0,01 0,95
Nat 0,48 0,11 0,04 0,84 0,17 0,10 0,99
NH} 0,58 0,71 -0,05 0,25 0,03 0,08 0,91
Ca?t 0,80 0,29 0,18 0,40 0,17 0,19 0,98
K+ 0,61 0,59 0,00 0,49 0,12 0,06 0,97
\% 0,10 -0,06 0,04 -0,06 -0,12 0,95 0,93
Cd 0,19 0,84 0,01 0,15 -0,31 -0,17 0,89
As -0,21 -0,03 0,15 -0,11 -0,89 0,17 0,91
Sb 0,89 0,21 0,15 0,05 0,12 -0,03 0,88
Cu 0,22 0,07 0,80 -0,08 -0,37 -0,29 0,93
Ni 0,71 0,27 -0,32 0,33 0,27 -0,10 0,87
Mn 0,11 -0,16 0,73 0,21 0,01 0,48 0,83
Al 0,14 -0,01 0,87 -0,14 0,22 0,18 0,87
Ba 0,94 -0,06 -0,05 0,05 0,04 0,05 0,91
Fe -0,35 -0,11 0,70 -0,19 -0,41 -0,26 0,90
Zn -0,13 0,92 0,03 -0,05 0,15 -0,02 0,89
Ca 0,53 0,17 0,37 0,10 0,49 0,02 0,71
K 0,57 0,79 -0,07 0,12 0,06 0,00 0,97
Pb 0,45 0,85 -0,12 0,16 0,15 -0,04 0,99
Prop. Var. 0,33 0,22 0,12 0,11 0,07 0,06
Cum. Var. 0,33 0,56 0,68 0,78 0,86 0,92
Zdroje spalovani sekundarni pramysl doprava, spalovani pramysl

biomasy, aerosoly, spalovani uhli

doprava,  spalovna, biomasy

spalovna pramysl
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Tab. A.2: Vysledky klasické faktorové analyzy pro datovy soubor Brno zima

Promé&nné F1 F2 F3 F4 F5 Fé6 h?
F~ 0,01 0,20 -0,50 0,74 -0,07 -0,09 0,85
Cl~ 0,88 -0,11 0,28 0,22 0,15 0,16 0,95
NO; 0,40 -0,17 0,13 0,27 0,74 -0,03 0,82
NO3 -0,04 -0,93 -0,17 -0,16 -0,19 0,14 0,97
SO~ -0,71 -0,57 -0,18 0,21 -0,04 -0,11 0,93
ox2~ -0,41 -0,79 -0,34 0,13 -0,11 -0,11 0,95
Na* 0,10 0,37 0,68 -0,15 0,48 0,22 0,91
NH} -0,10 -0,90 0,01 -0,13 0,06 0,03 0,84
Ca?* -0,06 0,16 0,10 0,81 0,03 -0,01 0,69
K+ 0,81 -0,19 -0,06 0,05 0,28 0,21 0,83
A% -0,07 0,22 0,83 -0,08 0,01 -0,06 0,76
Cd 0,25 0,47 0,12 -0,34 0,72 0,01 0,93
As 0,36 0,59 0,34 -0,49 0,01 -0,03 0,83
Sb 0,59 0,45 0,24 -0,13 0,44 0,40 0,98
Cu 0,58 0,22 0,21 0,11 0,26 0,66 0,94
Ni 0,13 0,15 0,79 0,00 0,22 -0,08 0,73
Mn 0,78 0,21 0,52 0,04 -0,06 0,03 0,92
Al -0,79 -0,21 0,43 0,15 -0,03 0,17 0,91
Ba 0,12 -0,35 -0,14 -0,10 -0,09 0,86 0,92
Fe 0,58 0,24 0,69 0,01 -0,16 0,14 0,91
Zn 0,70 0,44 0,29 -0,09 0,26 0,36 0,97
Ca -0,85 -0,16 0,13 0,27 -0,20 0,01 0,88
K 0,69 0,45 0,28 -0,18 0,32 0,25 0,95
Pb 0,02 -0,82 -0,26 -0,28 -0,01 0,18 0,85
Prop. Var. 0,27 0,21 0,16 0,09 0,08 0,07
Cum. Var. 0,27 0,48 0,64 0,73 0,81 0,88
Zdroje spalovna  spalovani  spalovani spalovani spaloviani doprava

biomasy, oleju uhli uhli

sekundarni
aerosoly
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Tab. A.3: Vysledky klasické faktorové analyzy pro datovy soubor Brno léto

Promé&nné F1 F2 F3 F4 F5 h?
F~ 0,18 0,09 0,93 0,15 0,03 0,93
Cl~ -0,07 0,08 0,94 0,10 0,19 0,93
NOs -0,21 -0,14 -0,14 -0,90 -0,21 0,93
NO3 0,15 0,00 0,00 -0,93 -0,18 0,91
SO~ 0,92 -0,03 0,21 0,27 -0,13 0,97
ox2~ 0,97 0,05 0,11 0,18 -0,04 0,98
Na* 0,82 0,15 -0,08 -0,22 0,38 0,89
NH} 0,90 0,09 0,10 0,34 -0,10 0,95
Ca?* 0,88 0,20 0,32 0,00 0,25 0,98
K+ 0,87 0,24 -0,09 -0,17 0,27 0,92
\Y 0,41 -0,13 0,19 0,24 0,70 0,77
Cd 0,28 0,73 0,35 0,42 -0,05 0,92
As 0,18 -0,14 0,16 0,26 0,92 0,99
Sb -0,13 0,75 0,29 -0,02 0,56 0,97
Cu 0,07 0,93 -0,19 -0,09 0,23 0,97
Ni -0,43 0,13 -0,49 0,36 -0,11 0,58
Mn 0,34 0,89 0,16 0,19 0,03 0,96
Al 0,09 0,76 0,17 -0,08 -0,49 0,87
Ba 0,94 0,15 0,08 -0,12 0,07 0,94
Fe -0,57 0,58 -0,46 0,08 -0,13 0,89
Zn -0,11 0,89 -0,20 0,25 -0,20 0,95
Ca 0,82 -0,32 -0,15 -0,08 0,20 0,84
K 0,15 0,84 0,11 -0,13 -0,17 0,79
Pb 0,73 0,36 0,51 -0,14 0,01 0,94
Prop. Var. 0,33 0,24 0,13 0,11 0,10
Cum. Var. 0,33 0,57 0,69 0,80 0,91
Zdroje spalovani  doprava spalovna primysl spalovani

biomasy, uhli

sekundarni
aerosoly,
doprava
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Tab. A.4: Vysledky robustni faktorové analyzy pro datovy soubor Slapanice léto

Proménné F1 F2 F3 h?
F~_Cl~ 0,89 0,09 0,03 0,80
NH} 0,96 0,01 0,07 0,93
Cu 0,18 0,92 -0,19 0,91
Zn 0,35 0,75 0,06 0,69
K 0,97 0,05 0,03 0,94
Pb 0,99 -0,05 -0,06 0,99
V_Ni 0,10 0,01 0,99 0,99
Sb_Ba 0,74 -0,02 0,12 0,56
Cd_As -0,16 0,46 0,20 0,28
Al_Fe -0,25 0,86 -0,04 0,80
NO3 _SO;~ 0,97 -0,06 -0,07 0,95
Prop. Var. 0,49 0,22 0,10
Cum. Var. 0,49 0,71 0,81
Zdroje spalovna, doprava  spalovani
sekundarni aerosoly, oleju
spalovani dreva
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