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Abstrakt

Tato prace se zabyva problematikou navrhu a vypoctu membranové konstrukce zastteseni
stadionu. Jedna se o komplexni inzenyrsky problém, ktery v sobé zahrnuje mnoho dil¢ich
slozek: hledani pocatecniho tvaru membrany, staticky i architektonicky vhodné uspotadani
systému nosnych lan, hospodarné feseni okrajovych podminek (ulozeni) konstrukce. VSechny
slozky navrhu se ovliviiuji a nelze je fesit bez vzajemné koordinace. Vzdy velice zélezi na
zkuSenostech a citu inZenyra, jenz takovouto konstrukei navrhuje.

Ulohu jiz neni mozné fesit dle teorie I.¥adu. Rovnovaha sil na nedeformované konstrukei, jenz
u mnoha projektovanych konstrukei dava uspokojivé vysledky, by neodpovidala realité. Je
proto nutné uvazovat rovnovahu sil na deformované konstrukci dle teorie velkych deformaci.
Prace byla zadana s ohledem na zamér firem Ing. Software Dlubal s.r.0. a FEM consulting
s.1.0., které spolupracuji na vyvoji software RFEM, doplnit tento programovy systém o modul
MEMBRANA pro hledani vychozich tvari membranovych konstrukei. Tato prace mé byt
piispévkem k vytvoreni tohoto modulu.

Klic¢ova slova

Membranové konstrukce, membranovy stav napjatosti skofepin, geometrickd nelinearita,
modelovani, MKP, numerické metody, form-finding, minimalni plocha, katenoid, varia¢ni
uloha, virtualni préace, diskretizace, izotropni pole napéti, anizotropni pole napéti, analogie
mydlovych bublin

Abstract

This diploma thesis deals with problem of design and calculation of membrane structure of
stadium roof. This is a complex engineering problem, which includes many partial problems:
finding of initial form of membrane, statically and architecturally suitable arrangement of
catenaries, economical solution of boundary conditions (foundations). All components affect
each other and cannot be dealt without mutual coordination. It always greatly depends on the
experience and intuition of engineer who design such structure.

Task which cannot be resolved according to the theory of the first order. Equilibrium forces
on the deformed structure, which in many projected structures gives satisfactory results, did
not correspond to reality. It is therefore necessary to consider equilibrium of forces on the
deformed structure according to the theory of large deformations.

Diploma thesis was entered with regard to the intention of the companies Ing. Software
Dlubal s.r.0. and FEM consulting s.r.0., working together to develop software RFEM. These
companies plan to complement this program system with a module MEMBRANE for
searching of initial shapes of membrane structures. This work is a contribution to the creation
of this module.

Keywords

Membrane structures, membrane stress state of shells, geometric nonlinearity, modeling,
FEM, numerical methods, form-finding, the minimum area, catenoid, variation methods,
virtual work, discretization, isotropic stress field, anisotropic stress field, analogy soap
bubbles
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1 UVOD

Membranové konstrukce se v moderni architektufe uplatituji stidle vice. Jejich
vzristajici obliba je podpofena charakteristickymi piednostmi, kterymi jsou vzduSnost,
lehkost a ladnost tvart. Pravé diky své lehkosti nevyzaduji téZké podptirné prvky, coz
muze vyznamné zlevnit investorem zamyslené zastfeSeni objektu.

1.1 Historie

Textilni membranové konstrukce byly zndmy a pouzivany jiz pted nékolika tisici lety v
podobé obydli ko¢ovnych narodi a piistteSskl pro vojéky. Za prikopnika novodobého
pojeti membranovych konstrukci velkého rozponu vSak mizeme povaZovat az ruského
védce, inzenyra a architekta Vladimira Grigorjevi¢e Suchova (28. srpna 1853 —2.
unora 1939). Ten roku 1896 na VSeruské vystavé v Nizném Novgorodu ptedstavil osm
pavilonl, které na svou dobu dosahovaly odvdznych rozponl. Nejpozoruhodnéj$im
pavilonem je Suchovova rotunda, jejiz zastfeSeni bylo vytvofeno za pouziti husté
provazové konstrukce prekryté tenkou membréanou.

Obrdzek 1: Rusko, Nizny Novgorod — Suchovova rotunda 1896

Az do roku 1969 se navrhovani membranovych konstrukci opiralo pfedevsim o fyzické
modely. Novy pohled piinesl slavny némecky inzenyr a architekt Otto Frei (narozen dne
31. kvétena 1925), jenz se podilel na navrhu zastifeseni mnichovského stadionu pro letni
olympijské hry roku 1972. Ve své casto citované praci ,Zugbeanspruchte
Konstruktionen* (volné pielozeno ,, Konstrukce namdhané tahem™) mluvi o uziti
riznych materiald pro hledani vhodného tvaru membrany (naptiklad mydlovych
bublin). Publikace je doplnéna fadou fyzikalnich souvislosti a posouva tak navrhovéni
smérem k matematickému modelovani.
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Obrdazek 2: Olympijsky stadion v Mnichové

Diky zna¢nému pokroku v technologii materidli a moZnostech vypocetni techniky bylo
mozné stavét konstrukce stale smeélejSich rozpéti. V soucasné dob& je nejvétsi
samostatné zastfeSenou stavbou svéta Millennium Dome.

Obrazek 3: Millennium Dome, Londyn
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Jak napovida jiZz nazev, byl dokoncen pied ptfichodem nového milénia a slavnostné
otevien pravé pii vstupu do roku 2000. Uctyhodné rozpéti 365 metril je soudasti
symboliky této stavby. Stfecha je zavéSena na dvanacti 95 metri vysokych podpérach.
Kopule Millennium Dome se vypinad do vySky 50m. Pro realizaci membranové casti
byla pouZita tkanina ze skelnych vldken potaZena teflonem. Jisté stoji za zminku, ze
hmotnost vlastni stfechy je mensi nez hmotnost vzduchu uzavieného jeji konstrukei.

V Ceské republice je zcela jisté pozoruhodnou membranovou konstrukci zastfeseni
autobusového nadrazi v Hradci Kralové (2008).

Obrazek 4: Autobusové nadrazi v Hradci Kralove

1.2 Zakladni tvary

Membranové konstrukce maji oproti tradiénim materidlim fadu vyhod, které byly
zminény jiz v uvodu. Maji vSak také tfadu svych specifickych problémi, které je nutno
brat pti projektovani v tvahu. Jednim z nich je skutecnost, Ze tiha konstrukci tvofi jen
nepatrnou cast celkového zatizeni, jez musi byt pfeneseno. Proto nelze spoléhat na
stabilizaci tvaru vlastni tihou, jak to miZeme vidét u mnoha betonovych ¢i zdénych
konstrukci, ale je potfeba aplikovat predpéti (u pietlakovych membranovych konstrukci
ptetlak), zajistujici dostateCnou tvarovou stalost. Prostorové plisobeni predpéti je dano
zaktivenim, které proto musi byt vhodné navrZzeno a je nutno jej provést ve dvou
rovindch (opacné orientované zaktiveni). Pfetlakové membrany jsou napinany a
stabilizovany dostateCnym pietlakem vzduchu a protismérnd zakiiveni zde nejsou
potieba.

Prakticky rozeznédvame ctyti zakladni tvary.
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a) Bodova plachta

Tvaru je dosazeno stfiddnim hornich a
spodnich kotevnich bodi (minimalné& Ctyt).
Tvar hyperbolického paraboloidu pak
prenasi jak sani — Cerveng, tak tlak vétru a
zatizeni snéhem — modie. Viz. Obr.5 [V]

b) KuZelova (trychtyiova) membrdana

Tvaru je dosazen pievySenim (eventualné
snizenim) bodu v ploSe plachty. Zakfiveny
tvar prendsi jak sani vétru — Cervené, tak tlak
vétru a zatizeni snéhem — modfe. Viz. Obr.6

[V]

Obrazek 6: Kuzelova membrana

¢) Membrdana na obloucich

Tvar je definovan geometrii podkonstrukce.
Zakiiveny tvar prenasi jak sani vétru —
Cervene, tak tlak vétru a zatizeni snéhem —
modre. Viz. Obr.7 [V]

Obrazek 7: Membrana na obloucich

d) Pretlakové membrany
Velikost piredpéti je Umérna vnitinimu
pretlaku. Prostorové ptlisobeni zavisi na

zvolené geometrii konstrukce. Sani vétru
odolava zakfiveni membrany, tlaku vétru a

tize sné¢hu vzdoruje vhodné navrzena
hodnota pietlaku. Viz Obr. 8 [V] Obrazek 8: Pretlakova membrana

Tvar a predpéti musi zajistit existenci pouze tahovych napéti. Pti vzniku tlaku dochazi
k vrasnéni a to milZze mit za nasledek estetické, v krajnim pitipadé 1 funkcéni
znehodnoceni celé stavby. Z diive uveden¢ho je tedy ziejmé, Zze u téchto konstrukei,
vice nez u jinych, zalezi na pocateCnim tvaru a pocatecni napjatosti.
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2 MEMBRANOVY STAV SKOREPIN

2.1 Skorepiny

Skotepiny jsou plosné konstrukce, jejichz geometrie je urcena stfednicovou plochou (tj.
plocha pilici tloustku) a tloustkou (definovanou v kazdém bod¢). Skotepiny mohou byt
zaktivena v jednom, nebo ve dvou smérech (vyjimkovymi ptipady jsou stény a desky).

Se skofepinami se ve stavebnictvi miizeme setkavat naptiklad pii zastfeSovani stadiont
a prumyslovych hal, u nadrzi ¢i chladicich vézi. Vhodné navrzenym tvarem dochazi k
optimalnimu pirerozdéleni vnitinich sil, coz umoziuje pieklenout velké rozpony.

Predpokladame-li, ze tloustka skofepiny je velmi mald, nejen ve srovnani s obrysovymi
rozméry, ale také s (hlavnimi) poloméry kfivosti stfednicové plochy, mluvime o tzv.
Technické teorii tenkych skorepin. Uplatiujeme zde piedpoklad Kirchhoffovy teorie o
zachovani ortogonality normal a neménnosti délek ve smeéru normaly pri deformaci.

Dale predpokladame, Ze je mozné zanedbat napéti ve sméru normalovém ke sttednicové
plose [4].

h L, (2.1)
Iy, Ty...hlavni poloméry kiivosti stfednicové plochy

h...tloustkaskotepiny

kfivosti

I
i
f
‘ r,~polomér

Obrdzek 9: Vnitrni sily ve skorepine [4]

1+51Rs df

Ll
.,

Obrazek 10: Diferencial plochy pro integrace vnitinich sil
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Na Obrazku 10 jsou znazornény slozky vnitinich sil, ziskané integraci napéti pies fez
skofepinou. V te€né roviné piisobi normalové sily n,, n, a smykové sily ¢,,=t,.. Déle ve
skofepin¢ plsobi ohybové momenty m,, m,, kroutici momenty m,,=m,, a posouvajici
sily g» a g,.

= 57, 0xd (2.2) y=J0r,0yd 2.3)
= [ Ty (2.4) = [ Tyed (2.5)
= [0, 0x * § dF1 (2.6) y =12 0y« £ dF2 @.7)
My = [ h,ffz Toy * EdF1 2.8) My = [ h,{fz « & dF2 (2.9)
G = [0y Tz AF1 (2.10) ay = J1 7, Tz dF2 2.11)

2.2 Membranovy stav napjatosti skorepin

Vyznamnou skupinu ve stavebnictvi tvofi ulohy, kdy se na pfenédseni zatizeni podileji
predevSim vnitini sily, které plsobi v te¢nych rovinach (tedy normalové sily n,, n, a
smykové sily t,,=t,,), zatimco vnitini sily plisobici ve sméru normal ke stfednici (g.,g,),
ohybové a kroutici u¢inky (m,, m, m,) hraji podruznou roli. V takovémto piipadé
mluvime o bezmomentovém, ¢astéji vsak membranovém stavu napjatosti skofepin.

dx = 4y =0 (2.12)
My =My = My, =My, =0 (2.13)

Vyznam této skupiny spociva predev§im v u¢inném puisobeni, jak ve vztahu k tuhosti,
tak 1 inosnosti konstrukce. Z toho plyne i znacnéa hospodérnost.

Membréanovy stav napjatosti mizeme sledovat v ptipadech, kdy:

1. Dokonale ohebnd membréana, kterd ucinkim zatizeni vzdoruje jen silami, které
pusobi v roving te¢né k jeji stiednici. S timto se mizeme Casto setkavat u textilnich
materiali. Obecné lze napsat, Ze osové tuhost Eh je koneénd, zatimco ER’ se limitng
blizi k nule.

2. Ohybové tuhé skofepiny, jez jsou uloZzeny a zatizeny tak, aby v nich vznikaly sily
v roving tecné k jeji stfednici.

V lokalnich oblastech — okraje skofepiny, mista nespojitosti v tuhosti ¢i nespojitosti

zatizeni, nebo oblast se zlomem ve stiednicové ploSe — mulze dochazet k poruse

membranového stavu napjatosti. Tyto poruchy maji, v disledku Saint-Venantova

principu lokdlnosti, pouze lokalni charakter a v dostatecné vzdalenosti od oblasti

poruchy vymizi.
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3 MODELOVANI MEMBRANOVYCH
KONSTRUKCI

Navrhovani membranovych konstrukci se v poslednich padesati letech posunulo od
vytvafeni fyzikdlnich modeli smérem k matematickému modelovani. K analyze
konstrukci se dnes nejCastéji uziva metoda konecnych prvki (MKP). Diky rozvoji
pocitacové techniky se tato numerickd metoda stala silnym a univerzalnim nastrojem.

Vzhledem k povaze ulohy je pfi vypoctu nutno zohlednit geometrickou nelinearitu. Pti
analyze membranovych konstrukci totiz dochazi k znacnym deformacim. Prithyby jsou
mnohonasobkem tloust’ek pouzivanych materidlti. Teorii prvniho radu, ktera u mnoha
inzenyrskych uloh dava uspokojivé ptfesné vysledky, vtomto piipadé neni mozno
pouzit. Pfi hledani rovnovédhy na nedeformované konstrukci by nedoSlo k
zohlednéni prerozdéleni vnitinich sil a konstrukce by nebyla spravné analyzovana
(mohlo by dojit jak k nadhodnoceni, tak k podhodnoceni reality; v piipadé membran
bez ohybové tuhosti linedrni vypocet viibec nelze provést).

Pro dosazeni potfebné piesnosti téchto uloh je nutno hledat rovnovahu sil na
deformované konstrukci a pii modelovani uvazovat Teorie velkych deformaci. Pii
pouziti nelinearni mechaniky prestavaji platit nékteré, s vyhodou pouzivané, principy.
Jednim z nich je princip superpozice, ktery nelze uplatnit a proto je nutno na konstrukci
aplikovat zatizeni v celém rozsahu a neni mozné feSit je odd€len¢ v jednotlivych
zatéZovacich stavech.

Geometrické rovnice obsahuji vyS$i mocniny a piestavaji byt linearni. Geometricky
nelinedrni rovnice vystihuji vliv velkych prihybt a rotaci prvku jako celku, pficemz
pomérné deformace jsou povazovany za malé.

3.1 Zakladni pojmy

Nyni budou uvedeny nékteré zdkladni pojmy, jenz budou v dal§ich Céastech prace
pouzivany.

3.1.1 Klasifikace nelinearit

a) Geometricka nelinearita

Zdrojem nelinearit jsou takzvané geometrické rovnice, coz jsou vztahy mezi posunutim
a pretvorenim.
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b) Materidalova (fyzikdlni) nelinearita

Zdrojem nelinearit jsou nelinearni konstitutivni vztahy (fyzikdlni rovnice). Tedy vztahy
mezi napétim a pietvofenim. Patfi sem ulohy zohlednéni skutecného diagramu
zatézovaci zkousky, vylouceni tahu nebo tlaku v pocitanych elementech atp.

3.1.2 Geometricka nelinearita

Zakladni princip zohlednéni geometrické nelinearity ve vypoctu spocivd v zavedeni
vztahu mezi matici tuhosti a vektorem deformaci, tedy v zohlednéni vlastnosti
deformovaného télesa. Zakladni rovnici

Kd=f (3.1)
nahradime rovnici
K(d).d=f (3.2)
kde K pocatecni matice tuhosti konstrukce
d vektor neznamych, obvykle uzlovych parametri deformace
f vektor pravych stran, obvykle uzlovych sil

K(d) matice tuhosti jako funkce deformace

Zdroj geometrické nelinearity mizeme demonstrovat na pfipadu pruzné vetknuté
konzoly:

Obrazek 11: Pruzné vetknuta konzola

Line4rnim feSenim ziskdme ve vetknuti vztah pro ohybovy moment jako:
M =Fl (3.3)
Nelinearnim feSenim ziskame ve vetknuti vztah pro ohybovy moment jak:

M = Flcos ¢ 3.4

11
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Z Obrazku 12 je zfejmé, Ze pii daném zatizeni nebude velikost ohybového momentu ve
vetknuti rist linedrn€ se zatizenim F. Vlivem deformace dochdzi ke zkracovani
vodorovného primétu konzoly, coz zplsobuje nelinedrni chovéani této konstrukce.
Rozdil bude tim znatelngj$i, ¢im vétsi bude pootoceni ¢ ve vetknuti. To lze dobie

pozorovat na Obrazku 12

non-linear

Obrazek 12: Linedrni a nelinedrni vztah mezi silou a pootocenim u pruzné vetknuté
konzoly

3.1.3 Souradné systémy

V geometrické nelinearité rozliSujeme dva souradné systémy:

Prostorové souiadnice, které¢ urcuji polohu bodu v prostoru a nékdy je nazyvame téz
globdlni (nebo Eulerovské). Jsou zna¢eny malymi pismeny.

Materialové soufadnice, které oznacuji bod télesa. Kazdy bod ma jedny materidlové
soufadnice (ty obvykle odpovidaji pocatecnim prostorovym soufadnicim). Materidlové
soufadnice n€kdy nazyvame téz lokalni (nebo Lagrangeovské). Jsou znaceny velkymi
pismeny.

Posun bodu v prostoru je definovan jako:

uX) =x—X (3.5)

12
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Obrazek 13: Nedeformovand (pocdtecni) a deformovana (bezna) konfigurace télesa

3.1.4 Deformacni gradient F

je definovan vztahem

F- v x=1+ M _14vu (3.6)
oX oX

kde I je jednotkova matice, vyjadiujici poc¢ate¢ni polohu télesa. Ostatni veliCiny jsou
patrné z Obrazek 13. Deformacni gradient F zahrnuje objemovou i tvarovou zménu
deformovaného télesa.

Deformacni gradient, ktery definuje vztah mezi pivodni a vyslednou konfiguraci, 1ze
rozlozit na rotaci danou tenzorem rotace R a deformaci U, nebo V (kde U je pravy
stretch tenzor a V je levy stretch tenzor). Deformacni gradient F mizeme tedy zapsat
nasledovné:

F=R-U=V-R (3.7)

Rozdil mezi tenzory U a YV spocivda vpotadi provedeni jednotlivych slozek
deformacniho gradientu.

Tenzory deformaci U a V jsou symetrické (U' =U a V' =V).

3.2 PrvKky sité a formulace geometrické nelinearity v MKP

Obecné rozliSujeme dva typy sité. Prvnim typem je Eulerovska sit. Tato sit’ neméni
svoji geometrii a hmota pfechdzi mezi jednotlivymi prvky. Tento typ sité je pouzivam u
mechaniky plynt a kapalin, kde mize dochazet k turbulencim. V mechanice téles jsou
uzivany predevsim Lagrangeovské prvky sité. U téchto prvkl je hmota pevné spojena se
siti, kterd se deformuje spolecné s télesem.

13
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-
/
J

Obrazek 14: Eulerovska sit konecnych prvki

QU

Obrazek 15:Lagrangeovska sit’ konecnych prvku

Jak bylo uvedeno, v mechanice téles pouzivame pievazné Lagrangeovské prvky sité. Ve
vztahu s t€émito prvky rozeznavame pfti diskretizaci dvé zakladni formulace tlohy.

a) ,,Updated Lagrangian“
Uloha je popsana v b&zné konfiguraci (v prostorovych soufadnicich). V tomto piipadé
provadime derivace v prostorovych soufadnicich a integrdly jsou pocitany na
deformovaném télese.

b) ,,Total Lagrangian*

Uloha je popséana v pocatecni konfiguraci (na nedeformovaném télese). Derivace jsou
potom provadény v materidlovych soufadnicich a integraly na pocateénim stavu télesa.

Program RFEM, v némZz byla provedena prakticka cast této prace, vyuzivad formulaci
»updated Lagrangian®.

3.3 Velké deformace, miry deformace

U membranovych konstrukci je nutné uvazovat s velkymi deformacemi. U velkych
deformaci se predpoklada, ze jsou konecné, pruhyby i rotace vS§ak mohou byt libovolné

14
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velké. Deformace vyjadfujeme logaritmickym métitkem deformace, které vyhovuje jak

prog, =, tak i & =—00. Linedrni, Green-Lagrangeova ani Euler-Almansiho mira
deformace tomuto rozsahu deformaci nevyhovuje.
Nyni dokazeme, ze linearni mira deformace je vhodna pro takové aplikace, kde jsou

deformace malé. Pokud pocitdime svelkymi deformacemi, mize dochazet
k znehodnocovani vysledkd.

Ptibliznost linedrniho vztahu mezi deformacemi a posunutim demonstrujme na
elementarnim vldknu, jehoZz pocateéni délka je dS.

ds du

Obrazek 16: Protazeni vlakna pocatecni délky dS

Pocatek vldkna se posune o vektor u, konec vldkna se posune o vektor u + du. S uzitim
soufadného systému, jenz je zndzornén na Obrazku 16, definujme jednotlivé parametry

deformace.
du = a—udS
ox
dv= @dS (3.9)
ox
dw = a—WdS
ox

Ze vztahu pro télesovou uhlopticku plyne délka deformovaného vldkna jako:

ds = \(dS+du) +dv" +dw’

2 2 2
_ (d5+@dSJ +(@de +(a—wdSJ
ox ox ox

2 2 2 (3.9)
~ Jas? 2% gs2 [ ) as? [ 2 as? o[ OV us?
ox ox ox ox

2 2 2
=dS 1+28_u+(8_uj +(@j +(6_wj
ox \ Ox ox ox

15
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Pro pomér délky deformovaného a nedeformovaného vldkna zavedeme oznaceni A. Poté
muzeme psat:

~ds ox  \ox Ox Ox

2 2 2
ﬁ_ﬁsza_m(a_u} (2 (2] - a.10
kde
ou (ouY (ovY (ow)
A=2—+|— | +| — | +| —
ox (ij (ax] Eaxj (3.11)
s vyuzitim binomické véty
4 4 A
NI+ A=1+=——"—+—+... pro A*<1 (3.12)
2 8 16
A uvazenim pouze prvnich dvou ¢lenil rozvoje mizeme psat:
2 2 2
ox 2|\ ox Ox Ox
Nyni zavedeme vyraz pro pomérné pretvoreni vldkna:
2 2 2
g =g =BdS _ou 1 (a—”] +(@j +(a—w) (3.14)
ds ox 2|\ ox Ox Ox

Z rovnice (3.14) je zfejmé, Ze vyraz z linedrni pruznosti

ou
£ =—
Toox

(3.15)

zohlediiuje pouze prvni Clen zptesnéného vyrazu. Dosazenim tii ¢lenti binomického
rozvoje bychom mohli ziskat opét pfesnéjsi vyraz pro ..
Z vyse uvedeného je obecnd problematika mér deformaci ziejma. Pfi vypoctu je

potifebné vyuzivat vzdy adekvatni miru deformace. Je nezbytné, aby vétSim deformacim
odpovidala vétsi mira deformace a aby dokonalé tuhé téleso mélo nulovou deformaci.

Déle je uvedena tabulka, kde je poskytnuto srovnani jednotlivych mér deformaci a
obort jejich platnosti:
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Tabulka 1: Miry deformaci a oblast jejich platnosti

Mira deformace Vyraz pro 1D [ =00 [=0
-1,
Linearni &= & =0 e=-1
ly
Croen_L 12-1 . ol
reen—Lagrange =— = © —__
2 P 2
2
— 1
Euler—Almansi e= ll : ly e=— e =—0
2 2
[
logaritmicka &, = In l_ g, =00 g, =—00
0

Z Tabulky 1 plyne, ze linedrni a Green-Lagrangeova mira deformace vyhovuje
nekonecnému protazeni. Euler-Almansiho mira deformace vyhovuje nekonecnému
zkraceni. Logaritmickd mira deformace vyhovuje jak nekonec¢nému zkraceni, tak
nekonec¢nému prodlouzeni.

3.4 Miry napjatosti

Pti deformaci ploSky d4 se meéni jeji smér i velikost a vzhledem k tomu, Ze pomoci této
elementarni ploSky definujeme napéti, je mozno piedstavit né€kolik tenzorti napjatosti
v zé&vislosti na tom, co je definovano na pavodni konfiguraci (tedy materidlovych
soufadnicich) a co na vysledné konfiguraci (tedy v prostorovych souradnicich).

vvvvvv

1. Cauchyho napéti o je definovino na vysledné konfiguraci télesa.
Predstavuje skutecné napeti merené v daném okamZiku na deformovaném

7 ¢

telese. Proto je nékdy nazyvano ,, skutecné napeti

2. Prvni napéti Piola-Kirchhoff P toto napéti je vztazeno k nedeformovanému
telesu

3. Druhé napéti Piola-Kirchhoff S toto napéti je vztazeno k nedeformovanému
télesu

4. Korotalni napéti 6 je definovano na vysledné konfiguraci. Lze ziskat
transformacit prvniho napéti Piola-Kirchhoff

17
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5. Kirchhoffovo napéti t© je definovino na vysledné konfiguraci.

6. Biotovo napéti T toto napéti je vztazeno k nedeformovanému télesu

3.5 Energeticky konjugentni miry deformace a napjatosti

Energie a prace jsou skalarni veliCiny, které jsou nezdvislé na zvoleném soufadném
systému. Samotny princip virtudlni prace, jenz je dan vztahem

OW =S6W™ + W™ =0 (3.16)

musi platit pro jakoukoliv volbu miry deformace. Toto plati pouze v pfipadé, je-li
splnéno, Ze k pfislusné mitfe deformace je pfifazena piislusnd, energeticky konjugentni,
mira napjatosti. Virtudlni prace vnitinich sil je dana soucinem tenzoru napjatosti a
ptirustku deformace. Lze dokazat, ze plati

SW™ = [S:0EdQ, = [6:68dQ= [ P:VudQ, = [ T:5UdQ, (3.17)
Q

Q Q Q

Energeticky konjugentni dvojice napéti a deformace tedy tvoii v prvnim ptipadé Green
— Lagrangetv tenzor deformace E a druhé napéti Piola — Kirchhoff S (oba tenzory jsou
definovany na ptivodni konfiguraci). Ve druhém pftipadé¢ tvoti energeticky konjugentni
dvojici dvojice tenzorti definovanych v bézné (vysledné) konfiguraci. Jde o linedrni ¢ast
Euler — Almansiho tenzoru deformace tedy tzv. infinitezimalni tenzor deformace

definovany v prostorovych soufadnicich e a Cauchyho tenzor napéti o .

Tyto prvni dvé energeticky konjugentni dvojice zapsané v rovnici (3.17) maji
fundamentélni vyznam, jsou totiz zdkladem dvou nejdilezitéjSich formulaci wloh
v geometrické nelinearité, tj. formulace ,total Lagrangian®, ktera je pln¢ definovana
v materidlovych soufadnicich a deformace i napjatost je vztahovadna k ptivodni, tj.
nedeformované konfiguraci a formulaci ,,updated Lagrangian®, jenz je definovana
v prostorovych soufadnicich a deformace i napjatost je vztazena k posledni znamé
konfiguraci (tj. deformované konfiguraci). U principu ,,total Lagrangian je tedy uzivan
Green — Lagrangetv tenzor deformace E a druhé napéti Piola — Kirchhoff S a u
principu ,,updated Lagrangian je uzivan Euler — Almansiho tenzor deformace e, resp.

jeho linearni ¢ast e a Cauchyho tenzor napéti o.

3.6 TecCna matice tuhosti a ztuZeni konstrukce napétim

Tecna matice tuhosti charakterizuje tuhost télesa v kazdém okamziku. Zohlediiuje
pritom te¢nou tuhost materialu i teCnou geometrickou tuhost.

K, =K, +K_ (3.18)
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Pii analyze membranovych a lanovych konstrukci dochazi ke znatnym zménam
pocatecni geometrické matice tuhosti a tim i1 ke zmén¢ celkové matice tuhosti v kazdém
okamziku. V téchto ptipadech se uplatnuje ztuzeni konstrukce napétim, které je dale
ukazano na piikladu ptihradového prutu.

p
|
|
|
|
|
|
: - =
1 2 x

/
| \
Obrazek 17: Prihradovy prut
Zavedeme vektor parametrii deformace
d=[u,v,u,,v,] (3.19)

kde u a v jsou slozky posunuti ve sméru os x a y, potom je materidlova, (resp.

pocatecni) matice tuhosti ptihradového prutu dana vztahem:

1 0 -1 0
EAlO 0 0 0

K, =—2= 3.20

Mo l=1 0 0 (3-20)
0 0 0 0

Lze si povSimnout, Ze piihradovy prut nema zadnou tuhost v pficném sméru. Uplatni se
pouze osova tuhost. Tuhosti rozumime silu, kterou je nutno vyvinout v daném misté a
sméru, abychom v tomto mist¢ dosahli jednotkového posunuti. Takto jsou urceny
diagonalni ¢leny matice tuhosti, mimodiagonalni ¢leny matice jsou reakce, které pfi
tomto zatizeni vzniknou.

Nyni mizeme odvodit geometrickou matici tuhosti ptihradového prutu. Prut je taZen
horizontalni silou N. K odvozeni ndm postaci pouze momentovd podminka rovnovahy
na prutu se zohlednénim ptislu§ného jednotkového posunu v daném uzlu:
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Obrazek 18:Prihradovy prut

N.l_KC,(z,z).z=o:»1<a(z,z):¥ (3.21)

Geometricka matice tuhosti bude mit nasledujici tvar:

00 0 0
01 0 -1

KJ:E (3.22)
/110 0 0 0
0 -1 0 1

Celkova matice tuhosti K, je dana souc¢tem materidlové a geometrické matice tuhosti.

K, =K, +K_ (3.23)

Vliv ztuZeni napétim roste s rostoucimi deformacemi a napjatostmi v konstrukci. Je
dialezité, aby bylo inzenyrem vzdy spravné rozpoznéno, u kterych konstrukci se tento
vliv uplatiiuje v podstatné mife a kde je mozno jej zanedbat.
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4 NUMERICKE METODY RESENI
NELINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

ReSeni nelinearnich diferencialnich rovnic ve formulaci MKP vede na feSeni
nelinearnich algebraickych rovnic v podobé:

K(d)d=f (4.1)

.....

znalosti samotného vektoru deformace. Jelikoz tuto ulohu nelze feSit pfimo, je
pfevadéna na feseni iteracniho procesu, kde jsou jednotlivé kroky linearizovany.

4.1 Iteracni proces

Iteracni proces spociva v postupném zptesiiovani feSeni a je ukoncen v okamziku, kdy
je dosazeno zadané podminky pfesnosti Ad=d """ —d". Pfepsani rovnice do itera¢niho

tvaru:

K(d")-d"" =f (4.2)
rovnice pro hledanou deformaci ma tedy tvar:

d" =K"(d")f (4.3)
iteraCni vypocet vektoru deformaci

4 —g® L AgD (4.4)
Hledame takovy stav deformace konstrukce, Ze plati:

r (d ) =0 (4.5)
piicemz

r(d)=K(d)d~f (4.6)
kde 4 je neznamé feSeni. K (d ) je znama funkce tuhosti soustavy na proménné o, f
je zndma prava strana a rje residuum (nevyvazené zatizeni).
Postup vypoctu:

1. Ze znamé pocatecni matice tuhosti K; (kde i=0) a znamého vektoru vnéjsSich
sil f je vypoctena prvni iteraci vektoru neznamych deformaci dj+q

2. Probéhne opravny vypocet aktudlni matice tuhosti Kj; a vektoru

nevyvazenych sil r =" —f*
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3. Vektorem nevyvazenych sil je konstrukce zatizena a ndsledné probchne
vypocet vektoru Ad;+

4. Druha aproximace vektoru deformaci je d“*? =d“*" + Ad"*"

5. Proces se opakuje do splnéni konvergencniho kritéria

4.2 Numerické metody

Pro nalezeni rovnovazného stavu levé a pravé strany rovnice K(d).dzf existuje

mnoho metod. VétSinou je pro feSenou ulohu vhodné rozdélit vektor f do n€kolika
prirastkd, vramci nichz probihaji jednotlivé iterace. Pti dosazeni konvergen¢niho
kritéria pfirtistku je na konstrukci aplikovan ptirtstek dalsi, v jehoz ramci opét probihaji
jednotlivé iterace.

Nejcastéji jsou pro hledani feSeni pouzivany tyto metody:
1. Newton-Raphsonova itera¢ni metoda (a jeji modifikace)
Picardova itera¢ni metoda

Riksova metoda (zvana téz arc length)

> »w N

Dynamicka relaxace (explicitni metoda)

Jednotlivé metody je mozno s vyhodou vzajemné kombinovat. Pro feSeni této prace
byla vyuzivana pfedevsim Newton-Raphsonova itera¢ni metoda, proto bude naznacen
jeji princip.
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4.2.1

Newton-Raphsonova itera¢ni metoda

M @ % ©

-

’ﬂ'
3
ra KT = konset.

/4
e
4

7 o
/K, = konst. %

#

< ’

// //
4
s/ L
’ K'r = konst. A A
0 > e
Obrazek 19: Newton-Raphsonova iteracni metoda a jeji modifikace

a) Plvodni nemodifikovana Newton-Raphsonova iteratni metoda méni te¢nou
matici Kr v kazdém kroku. Tim se v kazdém kroku méni i leva strana feSenych
soustav linearnich rovnic, coz zarucuje dobrou konvergenci 2.fadu.

b) Pro usporu strojového casu je mozné nékolik poslednich iteraci kazdého
pfirtstku provést beze zmény Ky, coz vede kslabsi konvergenci 1.fadu.
Vyhodou je podstatné kratsi doba pro vypocet jednoho itera¢niho kroku.

¢) Ke zméné tecné matice tuhosti Kt dochéazi pouze pti prechodu na dalsi piiristek
(incremental stiffness procedure).

d) Pouziva se jen pocate¢ni matice tuhosti Kr (initial stiffness procedure).
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f'cxi

Obrazek 20: Kombinace Newton—Raphsonovy a modifikované Newton—Raphsonovy
metody

Velice vyhodnd mtze byt kombinace klasick¢é Newton-Raphsonovy a modifikované
Newton-Raphsonovy metody. Vyuziti je mozné najit u postkritické analyzy konstruket,
kdy sice dojde k dosazeni kritické sily, konstrukce vsak nalezne novy rovnovazny stav a
diky této modifikaci nedojde ke zhrouceni vypoctu. Klasickd Newton-Raphsonova
metoda po dosazeni kritické¢ho zatizeni selze (matice soustavy rovnic se stane negativné
definitni, nebo indefinitni). Proto se uloha, jenz je zpocatku feSena klasickou Newton-
Raphsonovou metodou, pii dosazeni bodu 3 (Obrazek 20) vrati o krok zpét (do bodu 1)
a zde dojde k pfepnuti na modifikovanou Newton-Raphsonovu metodu. Jednotlivé
iterace jsou pocitany s matici tuhosti odpovidajici bodu 1 az do stavu, kdy je nalezena
vzestupnd vétev pracovniho diagramu. Poté dojde k prepnuti zpét ke klasické Newton-
Raphsonové metodé.

Pokud je ucelné sledovat rovnovdznou cestu kiivky i po dosazeni kritického zatiZeni,
lze pouzit Riksovu metodu, kterd je zalozena na sledovani pracovniho diagramu po
urcitych krocich. Déle je mozné vyuzit metodu Dynamické relaxace (explicitni metodu).

O nelinearni mechanice a principech modelovani se podrobn¢ pojednava v [1,2].
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5 FORM-FINDING

Jak bylo feceno jiz v prvni kapitole, membranové konstrukce se staly atraktivni
alternativou pii preklenovani velkych rozpéti. Jsou velmi lehké, elegantni a efektivni
[6,7,8]. Jejich material je optimalné vyuzit, je-li podroben pouze tahovému namahani.

Form-finding spociva v hledani optimalniho tvaru vzhledem k danému rozlozeni napéti,
které plisobi v deformované membrang. Je dilezit¢ uvédomit si tuto skutecnost, nebot’
se lisi od konven¢ni optimalizace tvard. Hledame totiz optimalni tvar v ndvaznosti
k ptedem specifikovanému poli napéti. V tomto piipadée tedy, vice nez kdy jindy, jde o
aktivni pfistup k navrhovani [X].

Samotny problém form-finding je velice Uzce svazan s problémem urcovani
minimalnich ploch. Existuje velké mnozstvi poznatkli o tom, jak tyto minimalni plochy
popsat a generovat [9]. Z pohledu mechaniky je minimalni povrch urcen izotropnim
polem napéti, které muze byt experimentadlné¢ simulovdno na analogii mydlovych
bublin. Pro inzenyrské aplikace je vyhodnéjsi technicky piistup hledani tvarii, nebot
tvar je formulovan sohledem na anizotropni rozdéleni namahani, které vznikd v
dasledku anizotropie chovani v osnové a ttku, coz pochopitelné ovlivituje generovany
tvar [10]. Predepisovanim anizotropnich rozlozeni napéti vznikaji neomezené variace
tvart.

Prikopnickd prace Otta Freie [11] inspirovala vznik mnoha technickych postupt a
algoritmii. Nékteré z nich jsou zalozeny na metodé dynamické relaxace. Dalsi, jako
metoda ,,Force density” jsou zaloZeny na specialni diskretizaci a néasledné linearizaci.
Metoda ,,Force density* byla pavodné vyvinuta pro hledani tvaru lanovych konstrukci a
pozdé&ji rozsifena o hledani tvaru plosnych konstrukci.

wrwe

vznikaji pfi feSeni inverzniho mechanického problému, jenz je definovan predepsanim
rozdéleni napéti, jako vstupniho parametru procesu navrhovani. Tento postup je opacny
oproti standardni mechanice, kdy se napéti odvozuje od deformaci materidlu.
Dusledkem je skutecnost, Ze nékteré numerické metody feSeni Celi matematické
singularité, kterd je prekonavdna néckolika technikami, napiiklad modifikovanou
Newton-Raphsonovou itera¢ni metodou [12,13,14].

,»The updated reference strategy®, o niz bude dale psano, je dalsi z moznych alternativ.
Je disledn€ odvozena od mechaniky pruznych téles s ohledem na velké prihyby a malé
pretvofeni.

Numerické feSeni vypliva z diskretizace standardnimi kone¢nymi prvky (trojuhelniky,
Ctyfuhelniky). VysSe zminéné singularity jsou upraveny homotopnim mapovanim
(homotopie umoziuje postihnout nékteré topologické vlastnosti topologickych prostort
a zachycuje v ramci matematiky piedstavu spojit¢ deformace prostori a zobrazeni),
které je zalozeno na aproximacich pro Cauchyho napéti a napéti Piola-Kirchhoff. Lze
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prokazat, ze pii aplikaci na jakékoli struktury jde o konzistentni zobecnéni metody

,Force density”. Tuto metodu je mozno vyuzit jako aproximacni techniku pii

optimalizaci tvari [15].

Problematika je popisovana v nasledujicich bodech:

(¢]

o

Variac¢ni pristup k problematice minima plochy
Diferencialni geometrie povrchu
Ridici rovnice pii hledani tvaru
*  Pfimy geometricky piistup minimalni plochy
*  Piistup mechaniky — virtualni prace povrchového pole napéti

*= Analogie mydlovych bublin — ekvivalence geometrického a
mechanického piistupu

Diskretizace tidici rovnice
Linearizace

=  Membranové elementy

= Lanové elementy
Linearizace

* Numerické metody

,»The updated reference strategy* (URS)

= Metoda ,,Force density* jako specialni piipad URS

Povrchové zatizeni

Rozsiteni problému na minimalizaci hmotnosti konstrukce

Z uvedeného schématu problematiky budou podrobné rozepsany ty body, které jsou pro

literatufe.

vV
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5.1 Variacni pristup minima plochy

Minimalni plocha je definovdna jako minimum vSech ploch, které¢ jsou uzavieny
danymi fixnimi hranicemi. Plocha je ur¢ena integralem (1) na Obrazku 22. Muzeme zde
vidét analytické vyjadieni katenoidu, jenz vystihuje minimum plochy uréené dvéma
kruZnicemi.

Pro obecny piipad libovolné funkce hranic nemutze byt Eulerova diferencialni rovnice
feSena analyticky jako v piikladé na Obrazku 22. Musime tedy pouzit numerické
metody (napi. MKP) ke generovani aproximacniho feSeni. Tyto metody jsou zalozZeny
na diskretizaci pocatecni rovnice (1) na Obrazku 22, nebo slabé formulace Eulerovy
rovnice (4) na Obrazku 22. Dale budeme sledovat oba sméry. Prvni nazveme ,,pfimy
geometricky piistup®, dalsi jako ,,mechanicky pfistup”. V kazdém piipadé¢ bude
formulace zaloZena na pochopeni diferencialni geometrie povrchu.

Pozn. k variacnimu pristupu:

Variacni pristup je zaloZen na zjisténi, ze procesy v prirodé probihaji bezné tak, zZe ze vSech
moznosti se realizuji procesy minimalizované: napr. vozidlo jede samovolné z kopce a ne do
kopce, prut se pri urcitém zatizeni radéji ohybd, nez stlacuje (minimalni energie). Je tedy
zirejmé, Ze mezi vSemi funkcemi posuvii, které zachovavaji spojitost télesa a splnuji geometrické
okrajove podminky, se realizuji ty, které udileji celkové potencialni energii Il staciondrni
hodnotu.

I Diferencialni a varia¢ni formulace problému I

qix)
Pi. Prihyb nosniku:
(x)=2?
W=7
1
1.Diferencialni formulace:
Ize formulovat DR: —EMm" =g
s okrajovymi podminkami (OP): w0)=0 w'()=0

w0=0 w'h=0 (G.M,=0)

Hledani prihybu w znamena fe$eni DR

2 Variaéni formulace: Po Gpravach, dvojité integraci per partes a aplikaci
OP Ize problému pfifadit funkcional (Eislo):

n=1
2

! I
IEJ (W'Y dx— .[ gwdx
0 0

Hledani prihybu w znamena hledani takové funkce w pro kterou nabyva funkcional I1
stacionarni hodnoty (extrém)

Oba pfristupy (varia¢ni i diferencialni) jsou ekvivalentni, li§i se vyrazné z hlediska
algoritmu numerického feseni — variacni pfistup je vyhodnéjsi.

Obrazek 21: Variacni pristup
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X Mirdmal sufaces are defined as surfaces of minimal area which are
enclosed by a gven fixed boundary. To gwve an examgple, the
sutface area of a swface of rotational symmetry is determined by
integration of

a=_‘du=£_"dsrdg¢= ffr,/3+[%]-dxd¢ o

where the differential area da is the product of the differential arc

' a
lengths » dg in citcumferential and 4= I+[Er] dx in

longtudinal direction, respectively. x is the coordinate in direction
of the axis of rotation. The boundary is prescribed by circles of
given radius R, and R. at either end of the swface (Fig 1). The
catencid - the only known minimal suface of rotational symmetry -
is determined by the radius r* as a function of x such that the total
Fig. 1. Sutface of rotational symmetry. area @ of the surface is mindmal:

i * !
a=2;rfr*(x),1‘j+(%) dr=2ﬂ[r*~.‘1+r"‘"'dx - min
P X ]

)

The optimal radius distribution r* is characterized by the fact that a further infinitesimal varistion & will not
alter the surface ares i.e. the area variation §a withrespect to the variation of » vanishes:

da| df % . :
=E[2ﬂj!r*+ec§"1’1+lr*'e(&)'i dx] -0 @

= E |

da

Differentiation and integration by parts yields:

T )
5(1—2)?![& I+r* +)‘*WJCIX

] ket o e '
=2xfér|fT4r* -( L ] ax + —e c)”r‘ =0

e N

@

Since by definition the variation dr has to vanish at the boundaries (i.e. x = @ and x = H) the governing
differential equation - the Eulerian differential ecuation - remains to determine the optimal distribution of r:

3

e y kg ] 5
A [—F @

The solutionis well knowe

r¥=C, cosh{x ‘;C J ®)

The boundary conditions »(@) = R, and r{H) = R. are adjusted by proper choice of the integration constarts ',
and .

Obrazek 22: Minimalni plocha (prevzato z [X])
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5.2 Ridici rovnice hledani tvaru

5.2.1 Primy geometricky pristup minimalni plochy
Sa = [, 5(detF)dA = [, detF F~*:6FdA =0 (5.1)

Odvozeni tohoto vztahu je patrné z [X]

5.2.2 Pristup mechaniky — virtualni prace pole povrchového napéti

Uvazujeme pole napéti pusobici vtecné rovin€¢ k povrchu, které je v rovnovaze
(Obrazek 23). Pole napéti je mozni si predstavit napiiklad jako vysledné napéti
zpusobené pocate¢nim piedepnutim a napétim v disledku deformaci textilni membrany
bez pevnych hranic.

V tomto okamziku vSak neni nutné specifikovat konkrétni material, jelikoz pole napéti
uvazujeme jako dané, bez ohledu na to, jak vzniklo. Problémem je najit geometrii
nalezitého povrchu, ktery umozni, aby bylo toto pole napéti v rovnovéze. Ridici rovnici
je princip virtualni prace

G

sw=t[ 0:X da=t[ 0:6uyda=0 (5.2)

ktera stanovuje, ze virtualni prace daného pole napéti v rovnovaze vymizi. ¢ je
ptedepsany tenzor Cauchyho napéti, které plsobi na povrch vrovnovaze. duy je
derivace virtualniho posunuti ve vztahu ke geometrii aktudlniho povrchu. ¢ oznacuje
tloustku membrany, kterd je pomérné tenkd a predpokladame ji konstantni béhem
deformace, tj. vliv Poissonova soucinitele na smér tloustky je zanedban. Tato
skutecnost je v souladu s chovanim dostupnych materialti membran.

Obrazek 23: Pole povrchovych tecnych napéti

Pro dal$i studium problematiky mechaniky tazenych konstrukci doporuc€uji napf.
Leonard [15].
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4.2 THE MECHANICAL APPROACH - VIRTUAL WORK OF A SURFACE STRESSFIELD

Consider a stress fleld which acts tangertial to a swface and which iz assumed to be in self equilibrium (Fig 6).
E.g, one can imagine the stress field as the resuting stresses caused by initial pre-stress and stresses due to
deformation of a textile membrane within a rigd bowndary, Howewer, at this point it 15 not necessary to specify
atny special m aterial since we consider the stress fleld as given, fo matter how it was generated. The problem is
to find the geometry of the related surface which allows the stress field to be in equilibrium. The governing
equation is the principle of virtaal work

1 .
bw =1t o — 2= flodu,, de=10 k)
which states that the virtual wotk of a stress field in egquilibeiven varishes. oris the prescribed Cawchy sfress
femsor which acts on the suface in equilibrium, &, 5 iz the derivative of the wirtual displacement with respect to
the geometry of the actual swface. The thickness of the membrane is denoted by £ It is compat atively thin and
assumed to be constant during deformation, 1.e the Poisson effect in thickness direction is neglected. This is in
accotdance withthe behavior of available memm bt ane material.

¥ Fig &. Tatgertial suface stressfield.

&2, p vaty be expressed in terms of the deformation gradiert. From (22) it follow s that fe = d and:

P 5[&} F =6F F~ 4
=T Ta | ax & waxS T T G

(34 inserted into (33) and integration over the reference area A

gw=t|odu, do=tlodu, detFdd=t|olF F~')det Fdd=0 (35)

Eearrangement of tensors gives the alternative equivalent formod ation:

gw=t|o{sF F)det Fad=t|det Flo - FT)6FdA =0 (363
& further rearrangemernt of (36) leads to

gw=t|det FIF F~ .o FT)FdA=¢||\F-\det FF" .o FTI6F dd=¢|(F-8)sFdd=0  (37)

where & is the fsz'oIa-m'rchimﬁ'sfress femsor. & is related to orby
o=c%g & g

g
S=detFF o F =detFo"G ©6G,=57C¢ &G, @)

The compotients 5% of the P Piola Kirchhoff stress tensor are identical to the Cotnpotietts a* of the Zauchy
stress tensor multiplied by defF. However, they are related to the base wectors of the reference configuration

whereas the Cauchy stress components are related to the actual configuration. In general, if oris homogeneous,

that & is niot and wice versa 8 and o are idestical if actual and refetenice corfiguration are identical. Mote that
all stress com potents normal to the suface are zero, Le.

gl=g'=8"=58"=0 (3%

Obrdazek 24: Virtualni prdace pole povrchového napeéti (prevzato z [X])
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5.2.3 Analogie mydlovych bublin — ekvivalence geometrického a
mechanického pristupu

Obrazek 25: Mydlové bubliny vytvorené mezi draténymi hranicemi

V ptedchozim textu byly uvedeny dvé varia¢ni rovnice:
Rovnice (5.1) minimélniho povrchu

Sa = [, 5(detF)dA = [, detF F~*:6FdA =0 (5.1)
rovnice rovnovahy pii daném poli napéti na Obrazku 24

sw =t [, detF(o.F~")6FdA = 0 (5.3)

Je-li pfedepsano izotropni pole napéti, tj. o=s*I je skalarni nasobek jednotkového
tensoru I, redukuje se rovnice (5.3) na rovnici (5.1) a rovnovazny tvar je totoZny
s tvarem minimalniho povrchu. Tato skutenost je znama jako ,analogie
mydlovych bublin®, ktera reflektuje experimenty vytvareni minimalniho povrchu
tenkého mydlového filmu mezi hranicemi z tuhého dratu.

Rovnice (5.3) je teoreticky zaklad pro numerické hledani tvaru membranovych
konstrukci. Manipulaci napéti o je moZno dosahnout Siroké $kaly vhodnych tvari,
jinych neZ je minimalni plocha. Napéti je tedy Fidicim parametrem v procesu
hleddni tvaru. To navazuje na skuteCnost, Ze tvary s izotropnim rozloZenim
napjatosti ¢asto nemohou byt postaveny. To jak z vyrobné technickych divodi,
tak predevS§im z diivodu, Ze minimalni povrch miiZze byt Spatnou volbou pfri
provadéni séitani s dalSimi zatiZenimi jako je vitr a snih.
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5.3 Diskretizace ridici rovnice

Rovnice (5.1) nebo (5.3) jsou feSeny numericky metodou konecnych prvkii. Geometrie
a posuny jsou diskretizovany standardnimi deformacnimi prvky, tzn. Ze geometrie
povrchu a pole posunuti jsou po ¢astech aproximovany interpolaci uzlovych soufadnic
nebo deformaci (Obrazek 26).

Obrazek 26: Diskretizace povrchu konecnymi prvky

5.4 Linearizace

Diskretizovany systém vede na soustavu nelinedrnich rovnic, které jsou feSeny iteracné
uzitim linearizace (napf. metoda Newton-Raphson).

5.5 Dostupné form-findery

Na trhu je mozné najit n¢kolik programu, které se specializuji na form-finding. Jednim
z nich je napiiklad form-finder Rhino Membrane, jenz je moderni zasuvny modul, ktery
je ur¢en pro 3D modelovaci program Rhinoceros. Rhino Membrane je modul pro
hledani forem prostifednictvim relaxace napjaté plochy.

Rhino Membrane nabizi:

e Hledani tvari membran, zalozené na ,,updated reference strategy* vyuzivajici
poslednich vymozenosti konecnych prvki

e Prvky membrany pro hledani formy (¢tyifahelniky a trojuhelniky)
e Definice izotropického a aniztropického predpéti (prvky membrany)
e Generovani piesné minimalni plochy

e Volba tlaku pro hledani formy "mydlovych bublin" a nahusténych "polstaia"
(prvky membrany)

e Lana pfi hledani forem (skutecné fyzikalni pfedpéti 1 hustota sily)
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o Elasticka lana (napf. podplrné konstrukce, prostorové nosniky atd.)
e Zobrazeni napéti v aktudlni membrané po nalezeni formy
e Zobrazeni reak¢nich sil

e Snadnd kombinace riiznych konstrukénich prvkd (napf. pro vytvorfeni
hiebenovych a sedlovych lan, nafouklych polstafi s podpirnou siti nebo
hybridnich konstrukci)

Obrazek 27: Form-finding (obrazky z webovych stranek modulu Rhino Membrane[1X])
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PRAKTICKA CAST
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Predmétem diplomové prace byl ,, Navrh a vypocet membranové konstrukce zastresent
stadionu . Prakticka Cast je tedy ¢lenéna do dvou zakladnich bloku:

6. NAVRH MEMBRANOVE KONSTRUKCE ZASTRESENI STADIONU

6.1. Definovani dispozice stadionu (v navaznosti na rozméry sportovnich
ploch)

6.2. Definovani oblasti zastfeSeni a stanoveni vhodného konstrukéniho

systemu
6.3. Definovani statického systému
6.4. Hledani tvaru membrany

6.5. Materialy a konstruk¢ni prvky

7. VYPOCET MEMBRANOVE KONSTRUKCE ZASTRESENI
STADIONU

7.1. Vytvoreni globalniho modelu zastfeSeni stadionu

7.2. Analyza G¢inkl jednotlivych kombinaci zatizeni
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6 NAVRH MEMBRANOVE KONSTRUKCE
ZASTRESENI STADIONU

6.1 Dispozice stadionu

ZastteSeni je pfirozenou soucasti mnoha objektl, budov, hal a také stadiont. Je ovSem
nutno pocitat se skute¢nosti, Ze samotnd konstrukce stiechy je podmnozinou celého
objektu. Proto musi odpovidat provoznim, bezpe¢nostnim a ekonomickym pozadavkim
tohoto celku. U velkych konstrukei v§ak mnohdy byva kladen diraz na nevsSednost a
estetické plisobeni celé stavby, jiz se Casto dané mésto snazi prezentovat svétu. Tento
trend muzeme pozorovat napiiklad u olympijskych stadion. NevSedni vzhled
takovychto stavebnich objekti pak byva do znacné miry uréen pravé estetickym
plusobenim zastieseni.

Je na investorovi, jak zvazi vyhody a nevyhody jednotlivych konstrukénich systému a
estetické pozadavky. Je ovsem chybou, pokud je architektonicky tvar samoucelny,
odtrzeny od statického systému. Stejné tak nelze oslnit funkcni, av§ak nevzhlednou
konstrukci. Vzdy by mélo dojit k priniku téchto dvou zamért. Estetické ptisobeni
vychazejici z dobte zvoleného statického systému, jenz tento systém jesté zdiiraziiuje a
podtrhuje jeho ptrednosti, je zarukou dobré inZzenyrské konstrukce. Dokonald symbidza
téchto zdmért se prokaze svou eleganci a ucelnosti.

Dispozice stadionu je déana v prvni fadé dispozici sportovni plochy

176,91
_9.76 157,39 W
? > 9

936 |

-
92 52

| 9% |

3l o | 100 L 4
130

&

Atleticky oval

Obrdazek 28: Rozmeéry sportovnich ploch (udaje v metrech) [5]
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Dispozice tribun byla inspirovana stavbou Stadion Desetileti ve VarSavé:

218,4

Obrazek 29: Dispozice reseného stadionu Obrazek 30: Stadion Desetileti ve Varsavé [5]

6.2 Oblast zastireSeni

V piedchozi kapitole Dispozice stadionu byla z rozmérta sportovni plochy a pozadavku
na parametry tribun uréena geometrii stadionu. ZastieSeni je pozadovano nad prostorem
hledist. Z takto definovanych pozadavki vyplynulo dispozi¢ni schéma zastfeSeni, které
muzeme vidét ve spodni poloviné Obrazku 31. Tucné cerné carkované linie znazornuji
betonovou konstrukci stadionu, tucné oranzové oblouky vyznacuji dva systémy
horizontalnich predpinacich lan (a zaroven okrajové linie membrany), zelené Srafovani
znazoriiuje samotnou membranu.

Membrana je nesena a napinana ocelovym lanovym systémem, jenZ je vynaSen
ocelovymi sloupy, stojicimi vn¢ stadionu (oranzové kruznice vné stadionu). Déle na
obrazku mizeme vidét polohu ocelovych sloupkl, které jsou vyndSeny slozitym
lanovym systémem. Je totiz nepfipustné, aby vychéazely ze spodni stavby a tak
zasahovaly do volného prostoru tribun. Tyto sloupky vynaseji vrcholy membran pies
v¢jit lan.

Pro Uplnost je vhodné dodat, Ze konstrukéni a dispoziéni systém byl, na doporuceni

vedouciho diplomové prace, Castecné inspirovan stavbou Mnichovského stadionu (OH
1972).
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[Sleup vné konstrukee stadiony]

Konstrukéni
schéma
zastreseni
stadionu:

232,%

Dispozi¢ni
schéma
zastieden(
stadionu:

Obrdzek 32: Dispozic¢ni schéma zastiesent tribun Mnichovského stadionu (OH 1972)

6.3 Navrh statického systému

Systém vzpér (sloupkli vynaSenych lanovou konstrukci) a tahel (ptedepjatych lan), je
zakladni nosnou soustavou, ktera tvoii okrajové podminky pro samotnou membranu.

Vzhledem ke skute¢nosti, Zze pfedmétem prace bylo nejen konstrukci analyzovat (za
vyuziti MKP), ale také navrhnout, bylo nutno se nejprve vénovat definovani nosné¢ho
systému. Ten bude pozdéji predmétem matematického modelovani.
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Bude tedy ptedstavena piipravna faze projektu, kdy dochazi k definovani rozméra a
zékladnich tvarii s ohledem na dispozici a statické ptsobeni. Sou¢asné moznosti MKP
sice umoznuji vyrazné detailn¢j$i analyzy, nelze vSak opomenout stidle nutnou
schopnost kazdého inZenyra navrhnout skute¢né rozumny systém. Spatny systém by se
pochopitelné 1 v MKP prokazal Spatnym a to v podob¢ extrémnich namahani, nutnosti
mnoha stabiliza¢nich prvk, ¢i tvarové nestalosti,...

Trvalo zna¢nou dobu, nez se podafilo navrhnout systém, ktery vypadal, Ze bude
optimalni. Pro inspiraci bylo shlédnuto velké mnozstvi nejriznéjsich statickych systému
stavajicich konstrukci. Nyni bude navrzeny staticky systém podrobné piedstaven a to ve
dvou rovinach (horizontalni a vertikalni):

6.3.1 Systém centralnich predpinacich lan

1. Horizontdlni systém:

Fungovani konstrukce v horizontalni rovin€ je zajisténo zejména dvéma centralnimi
systémy lan, jez maji ptidorysné opacnou kiivost.

Centralni piedepjaté lano, silove ptisobici do vnitini ¢asti stadionu (fez C-C na Obrazku
33), je v horizontalni rovin¢ feSeno jako polygon, vepsany do kruznicového oblouku o
polomér R=100m. Tato geometrie byla zvolena s ohledem na stejné velké, dostfedné
orientované sily ve vrcholech polygonu.

Jelikoz je konstrukce zastfeSeni symetrickd, je na Obrazku 33 uvedena pouze jedna jeji
polovina. Vnitini centralni predepjaté lano je v bodech b tdhly spojeno s vné&jSim
centralnim pfredepjatym lanem. V bod¢ g se setkdvaji ob¢ vnitini centralni lana (z obou
polovin konstrukce zastfeSeni) a jsou ukotvena predpjatym tahlem do bodu f.

Vnéjs$i centralni piedepjaté lano mé opacnou kiivost. V bodech d je kotveno do
betonové konstrukce stadionu. V bodech ¢, tzn. uprostfed rozpéti lana, je tahlem
vzajemné spojeno s vnitinim centralnim ptredepjatym lanem.

Postupnym vnasenim predpéti do obou centralnich ptedpinacih lan dochazi
ke geometrickému ztuzovani systému v horizontdlni rovin€. Tento systém bude tvofit
okrajové linie membrany. Na Obrazku 33 mtzeme vidét vySrafovanou oblast nazvanou
., zakladni element plochy“, jenz je opakujicim se motivem této stavby. Tato zvolena
symetrie md& mnoho vyhod, jak ze statick¢ho, technologického, tak i estetického
hlediska.
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2. Vertikalni systém:

Piisobeni zvoleného systému je patrné piedevsim z fezi A-4, C-C a D-D, jenz mizeme
vidét na Obrazku 33.

C-C predstavuje do roviny rozvinuty, vertikdlni fez osou vnitiniho centralniho
predpinaciho lana. Krom¢ horizontalni funkce ma toto lano rovnéz funkci pfiitlacnou
(stabilizacni) ve vertikalnim sméru. V kazdém vrcholu b polygonu (b je vrcholem
polygonu v horizontalnim i vertikdlnim smeéru) je pozadovana stejné¢ velkd mira
pritlaku. I kdyz zatim neni zndma vlastni tihu tohoto lana, je jisté, ze tvar polygonu (s
vrcholy v bodech b dle Obrazku 33) bude velice blizky parabole druhého stupné. Proto
bylo pii navrhu pocitano praveé s touto geometrii. (U mohutnych betonovych oblouki je
nutno vlastni tihu zohlednit, coz vede k pocatecni geometrii téchto objektt, znamé jako
fetézovka. U vysokopevnostnich ocelovych lan je pomér tihy k tnosnosti mnohem
nizsi, proto neni ocekavano velké odchyleni od zvoleného parabolického tvaru.)

D-D ptedstavuje do roviny rozvinuty vertikdlni fez osou vné¢j$itho centralniho
piedpinaciho lana. Mimo horizontalni ptisobeni je od tohoto lana rovnéz pozadovana
pritlacna (stabiliza¢ni) funkce. Proto je lano v bodech ¢ vertikaln€ zalomeno.

6.3.2 Staticky systém Fezu A-A

Nyni bude v péti krocich podrobné rozebran staticky systém fezu A-4 (Obrazek 33,
detailngji na Obrazku 34), z n¢hoz je statické plsobeni ve vertikdlnim sméru nejlépe
patrné.

1. Vneseni piedpéti (pocdatecni rovnovazny stav)

Na Obrazku 34 v bod¢ I) mizeme vidét pocateéni rovnovazny stav v fezu A4-A4. Cely
systém je vynasen lanem ¢&. 4 do sloupu, stojiciho vné stadionu. Uginek tohoto lana se
ve sty¢niku a rozkladda na svislou slozku (jdouci do sloupku mezi body a-d, ktery do
zna¢né miry urcuje tvar membrany) a vodorovnou slozku (jdouci ptes tdhlo ¢. 5 do uzlu

b).

S vrcholkem sloupku jsou lany €. 1 a €. 2 spojeny uzly ¢ a b, které maji ptitlacny
(stabiliza¢ni) charakter, coz bylo detailn¢ popsano v ¢asti ,, Vertikalni system . Sloupek
(v bod¢ a) i centralni ptedpinaci lana (b, ¢) pisobi ve vertikdlnim fezu opacnym smér,
¢imz je dana geometricka tuhost vertikdlniho systému.

Geometrickd tuhost fezu A-A v horizontdlnim sméru je zajiSténa opét systémem
vzajemné opacné pusobicich sil a to predev§im pomoci centralnich pfedpinacich lan
(popséano v ¢asti ,, Horizontalni system*). Spojeni jejich G¢inkd s ostatnimi prvky je
patrné z obrazku 34.

Mira geometrické tuhosti je dana velikosti pfedpéti. To uruje miru tuhosti poddajnych
okrajovych podminek membrany (kterd bude s timto systémem spojena).
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2. ZatiZeni snéhem (tlakem vétru)

V piipravné fazi navrhovani systému byla vénovana pozornost odhadu predpokladané
tvarové stalosti konstrukce (jez bude pozdéji podrobné analyzovana MKP).

Prvnim zatizenim, jehoz ucinky byly uvazovany, byl snih. Pfi rovnomérném zatizeni
pies celou plochu membrany byla zména geometrie rozlozena do dvou myslenych
»iteraci®. Deformace, nyni rozdé€leny do dvou casti, probihaji ve skuteCnosti ve
vzajemné navaznosti. Rozd¢leni slouzi pouze demonstrativnimu ucelu. Pii podklesnuti
uzlu a dojde k ptiznivéjsimu rozkladu sil jdoucich z lana ¢.4 a zaroven ke snizeni napéti
v lanech ¢. 1 a €. 2 (,,1.iterace®). V navaznosti na tuto skute¢nost dojde k nerovnovaze
sil vuzlech b a ¢, které nasledn¢ poklesnou, a tim se snizi mira pfedpéti v centralnich
predpinacich lanech. Konstrukce tak pii svém nepatrném sniZzeni najde novou
rovnovahu sil.

Lze ptfedpokladat tvarovou stalost a nelinearni stabilitu zvoleného systému.
3. ZatiZeni vétrem (sdni)

Pti zatizeni sanim vétru dojde k vertikdlnimu posunu uzlt a-d, b, c. To ma za nésledek
snizeni nadzdvihujici sily v uzlu a a zvyseni pfedpéti v centralnich predpinacich lanech,
tedy zvySeni pritlacné sily vuzlech b, c¢. Konstrukce tak pii nepatrném nadvySeni
nalezne novou rovnovahu sil.

Lze ptedpokladat tvarovou stalos a nelinearni stabilitu zvoleného systému.
4. 1.Kombinace sani a tlaku (rotace):

Pti zatizeni dle Obrazku 34 bodu IV dochazi k rotaci pti¢ného fezu. Tomu je vSak
branéno dvojici sil, vznikajicich pii dopindni a povolovéani centralniho lanového
systému, plynoucich ze vzniklych deformaci. Konstrukce tak pti nepatrné rotaci nalezne
novou rovnovahu sil.

Lze ptedpokladat tvarovou stalost a nelinedrni stabilitu zvoleného systému.
5. 2.Kombinace sani a tlaku (rotace):
Rotaci je branéno analogicky jako pii 1.kombinaci sani a tlaku.

Lze ptfedpokladat tvarovou stalost a nelinedrni stabilitu zvoleného systému.

Z vysledkl ptipravné analyzy muzeme ocekévat, Ze zvoleny konstrukéni a staticky
systém lze pouzit pro podrobné matematické modelovani v MKP.

Pozn.:

S ohledem na odvodnéni bude v oblasti uzlii b a ¢ (polohy centralnich ptepinacich lan)
umisténo, kromé piepinacich lan, i odvodiovaci zafizeni. Voda, tekouci z membrany,
bude timto zafizenim (kruhové geometrie s vhodné feSenymi otvory ze strany natoku)
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odvadéna do kanalizatniho zafizeni. Pti navrhu konstrukce bylo s touto skutecnosti
pocitano a byl zvolen dostatecné velky sklon. Pii vhodné volbé materidlu a barvy tohoto
zafizeni je zvoleny zplisob odvadéni vody zcela bez ujmy na estetické hodnoté
konstrukce.

6.4 Hledani tvaru membrany

Predmétem této kapitoly je naznacit zvoleny postup pro nalezeni optimalniho tvaru
wZalkadniho elementu plochy“, pouzitého pro zamyslenou membranovou konstrukci
zastteSeni stadionu.

Obrazek 35: Zakladni element plochy

Obecné lze fici, ze pro kazdy typ zatizeni existuje jemu odpovidajici idealni tvar
konstrukce, ktery tomuto zatizeni nejlépe vzdoruje. Jiny tvar je vhodny pro rovnomérné
zatizeni, jiny pro zatizeni lokalni a sviij idedlni tvar ma i predpéti.

U membranovych konstrukci obvykle nemizeme piedem znat smér prevazujiciho
zatizeni, nebo dochézi k zatézovani z tolika smérii, Ze nelze jednoznacné definovat tvar,
ktery by byl ideélni pro vSechny Gcinky. Z tohoto diivodu se obvykle idedlni tvar urcuje
prave s piihlédnutim k predpéti. Do konstrukce tak vneseme geometrickou tuhost, ktera
bude omezovat budouci deformace, dale pak dostatecnym piedpétim eliminujeme vliv
vrasnéni.

Diive nez bude uveden idealni tvar zédkladniho elementu plochy, bylo by dobré nastinit
jednotliva tuskali jeho uréeni. Castou snahou je navrhnout tvar tak, aby vychazel
z ptedpokladu rovnomérného rozlozeni napéti v celé membrané (izotropni pole napéti),
tedy z teorie mydlovych bublin. To odpovidd jedné ze zékladnich myslenek teorie
Form-finding.

Nasledujici ptiklady si kladou za cil prozkoumat, do jaké miry Ize tento ptredpoklad
pouzit.
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6.4.1 Katenoid

Katenoid je nadzev pro minimalni ze v§ech moznych ploch, které je mozné vytvofit mezi
dvéma kruhovymi hranicemi.

Obrazek 36: Katenoid

S uzitim nelinedrni analyzy byl tento tvar hledén v software RFEM:

Obrdazek 37: Valcova plocha spojujici dvé kruhové hranice.

Nejprve byla vymodelovana jednoducha konstrukce valcové plochy. Na tuto plochu
byly aplikovany rizné miry smrsténi.
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Panel %

Globéini deformace
ufrm]

Obrazek 38: Deformace pvi aplikaci riiznych velikosti smrsténi

Na Obrazku 38 je mozné vidét, Ze deformace poslednich dvou vélcovych ploch si jsou
velice blizké. To je zpusobeno skutecnosti, Ze se tyto tvary piiblizily tvaru minimalni
plochy — katenoidu.
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Obrdazek 39: Hlavni napeti o; a oy (postupné. vektorové zobrazeni, izolinie o, izolinie o)
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Z Obrazku 39 je patrné, Ze pole napéti na povrchu vytvorené plochy je izotropni. Jedna
se tedy o minimalni povrch — katenoid.

6.4.2 KuzZelovy (trychtyrovy) tvar

Velice casto pouzivanou geometrii, pfi navrhovani membranovych konstrukci, je
kuzelovy (trychtytrovy) tvar. Ten bude vytvofen vnucenym posunem vnitini kruznice (z
daného mezikruzi) o hodnotu dz. Aby vSak byla nalezena minimalni plocha, budou
postupné aplikovany rizné miry smrsténi. To az do okamziku, kdy pfi aplikaci vétSiho
smr$téni jiz nedojde ke zméné¢ tvaru.

Obrazek 40: Mezikruzi, trojuhelnikova sit

Tato studie bude provedena na Sesti mezikruzich. Prvni povrch je vytvofen pouhym
vytazenim vnitini kruznice o hodnotu 8 m. Na dalsi jsou postupné aplikovany stale vétsi
miry pfedpéti. Pti rostoucim predpéti se zane vytvaret, a postupné zuzovat, hrdlo mezi

I~ oW

horni a dolni kruznici. Minimalnimu povrchu se nejvice blizi Sesty povrch, ktery mé své

Vv

hrdlo nejuzsi (jak je patrné z Obrazku 41).
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Obrazek 41: Hledani minimalniho povrchu — tvary po deformaci

Na Obrazku 42 je mozno vidét hlavni napéti na vSech vzniklych plochach (ve stejném
méfitku zobrazovanych napéti). Dale pak na Obrazku 43 srovnani prvniho a posledniho
trychtytového povrchu (pro lepsi ndzornost v riiznych meétitkach zobrazovaného napéti).

Z levé Casti Obrazku 43 je patrné, ze je-1i aplikovana pouze vnucena deformace vnitini
kruznice, je velikost napéti o vyrazné veétsi nez velikost napéti o,. Je zde zfejmy smér
pfevazujiciho namdhani. Jinak je tomu, podivame-li se na pravou ¢ast tohoto obrazku.
Vidime zde, ze velikost napéti o, je velice blizka velikosti napéti . Uvazime-li
tvrzeni, kterd jsou uvedena v teoretické Casti form-finding, je tato plocha zcela jisté
podobnéjsi minimalnimu povrchu, nez plocha prvni (i nez vSechny mezilehlé plochy).
Pti takto vypocitané deformaci se vytvoreny povrch minimalni plose limitné blizi.
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Obrazek 42: Vektorové zobrazeni hlavnich napéti (ve stejném méritku)
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Obrazek 43: Vektorové zobrazeni hlavnich napéti: a) na prviim, f) na poslednim vytvoreném
kuzelovém (trychtyrovem) povrchu. Trajektorie a )jsou nasobeny *10, f) jsou nasobeny *1

I kdyz jsme takto nalezli tvar limitné se blizici minimalnimu povrchu, nelze fici, ze je
z inzenyrského hlediska totozny s idedlnim povrchem projektované konstrukce. Pfi
samotném piedpéti ma tento tvar z teoretického hlediska opodstatnéni, z inzenyrského
hlediska je vSak nepouzitelny. Bylo-li by na takovyto tvar aplikovano jiné zatiZeni,
prokézaly by se jeho nevyhody.

Nejen ze tedy tvar neodpovida pozadavkiim na odtok vody, rovnéz je ptilis plochy na
to, aby dobie vzdoroval zatizeni sn¢hem ¢i vétrem, které by plsobilo kolmo k jeho
povrchu. Z inzenyrského hlediska by se optimalnimu tvaru nejvice blizil druhy tvar na
Obrazku 41.

Je tedy zifejmé, ze se pii hledani tvaru musime ohliZet i na jiné ptredpoklady, nez jen
predpoklad minimalni plochy. Ptfedpoklad minimélni plochy je vychozim
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predpokladem, o ktery se mizeme v nékterych ptipadech opirat. Mnohdy je vSak nutno
nahradit izotropni pole napétim jinym, z praktického hlediska optimalnéjsim
rozlozenim. Rad bych zde proto piipomnél jednu z nejpodstatnéjSich Casti textu této
diplomov¢ prace (z kapitoly Form-finding):

Je-li predepsano izotropni pole napéti, tj. c=s*I je skalarni nasobek jednotkového
tensoru I, redukuje se rovnice (5.3) na rovnici (5.1) a rovnovazny tvar je totoZny
s tvarem minimdlniho povrchu. Tato skutecnost je znama jako ,analogie
mydlovych bublin®, ktera reflektuje experimenty vytvareni minimalniho povrchu
tenkého mydlového filmu mezi hranicemi z tuhého dratu.

Rovnice (5.3) je teoreticky zaklad pro numerické hledani tvaru membranovych
konstrukci. Manipulaci napéti o je moZno dosahnout Siroké §kaly vhodnych tvari,
jinych nez je minimalni plocha. Napéti je tedy Fidicim parametrem v procesu
hledani tvaru. To navazuje na skuteCnost, Ze tvary s izotropnim rozloZenim
napjatosti ¢asto nemohou byt postaveny. To jak z vyrobné technickych divodii,
tak predevSim z duvodu, Ze minimalni povrch miiZze byt Spatnou volbou pri
provadéni s¢itani s dalSimi zatiZenimi jako je vitr a snih.

6.4.3 Zakladni element plochy

Nyni, kdyz byla popsana problematika hledani tvaru z praktického hlediska, bude
popsan postup pfi hledani optimalniho tvaru pro ,,zakladni element plochy* konstrukce
zastieSeni stadionu.

- }

The idea Input data Form finding 3D geometry Cutting pattern Fabricate

Obrazek 44 Postup vytvareni projektu

Z uvedeného schématu (viz Obrazek 44), které¢ naznacuje postup vytvareni projektu, jiz
byla navrzena zakladni idea i vstupni data (coz bylo predmétem vySe zminénych casti,
predevSim ¢asti ,,6.3 Navrh statického systéemu ‘). Déle bude popsan postup hledani
tvaru.

50



Navrh a vypocet membranové konstrukce zastteSeni stadionu

FORMFINDING

Obrazek 45: Form-finding: Obvykle pouzivané tvary membran; hledani rovnovazné polohy
soustavy predepjatych lan [XIII]

Na Obrazku 45 jsou uvedeny tvary, které jsou casto pouZivané u membranovych
konstrukci. Tvar ,,zdkladniho elementu plochy* se nejvice blizi tvaru vyzna¢enému
¢ervenou hranici.

Obrdazek 46. Zakladni element plochy (postupné: piidorys, Fez A-A, izometricky pohled, déleni
sité)
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Na Obrazku 46 je znazornén feSeny ,,zdakladni element plochy*, jenz je nejprve

modelovan v rovingé, ze které bude nasledné¢ kombinaci vypichovani a smrstovani

deformovan do optimalniho tvaru. Lana, jez jsou nyni pod rovinu membrany, budou pii

hledani tvaru membrany posunuta do polohy, navrzené dle Obrazku 33 a Obrazku 34.

Na plosném modelu ,, zdkladniho elementu plochy ““ je mozno vidét:

a)
b)

d)

2

h)

)

Samotny material membrany — bledé¢ modry

Okrajové plochy — tmavé modré. Piedstavuji ,,pas® (ktery je mozno vidét v ¢asti
prace ,,6.5.3 Materialy a konstrukcni detaily ). Tento pas (tvofici vyrazné tuzsi
element, nez je samotny material membrany) je vlozen z divodu omezeni
nadzdvihovani sedlové casti mezi dvéma sousednimi ,zdkladnimi elementy

4 (X3
membrany “.

Liniové podpory pro vytvoreni rovinné symetrie. Tzn. zabranéni horizontalnimu
posunu kolmo na smér linie (se ,,zdkladnim elementem plochy“ bude sousedit
dalsi zleva 1 zprava => pii hledani tvaru je nutno toto zohlednit)

Vnitini centralni piepinaci lano. Na tomto lan€ je mozno vidét tfi ,,podpory* — ty
jsou umistény vzdy v oblasti fezu A-A. Tyto ,,podpory* jsou vyuzivany pouze
pii hledani tvaru, pii vytvaireni globalniho modelu je posuviim zabranéno
geometrickou tuhosti lanové soustavy. Prostfedni ,,podpora“ tedy nalezi tomuto
»wZakladnimu elementu plochy*. ,,Podpory* zleva a zprava nalezi sousedicim
»Zakladnim elementiim plochy . Sousedici ,,podpory* jsou zde vymodelovany
proto, aby bylo mozné pti hledani tvaru napnout vnitini centralni piepinaci lano
v pravdivé poloze.

Vnéjsi centralni ptepinaci lano. Toto lano je podepieno na obou koncich
(podpory d na obrazku 33). Uprostied mizeme vidét ,,podporu®, jejiz funkci
v globalnim modelu pievezme rovnéz lanovy systém. Tato ,,podpora* je soucasti
fezu A-A.

V¢&jit lan, ktery je vynaSen vzpérou (bodem d) a navazuje na prstenec, jenz
vynas$i membranu. (Pti hledani tvaru je na konci prstence mozno vidét ,,liniové
podpory*“. Opét se jedna o nastroj k hledani tvaru. V globalnim modelu bude
jejich funkce pievzata prstencem, vynaSenym véjitem lan.)

Sloup. Je zde pouze zndzornén linii, jelikoz neni pfedmétem prace. Pokud by se
prace zabyvala i spodni stavbou, tedy i ulozenim sloupu, volil bych takovy
kotvici systém, jenz by v pocateCni rovnovazné poloze vyloucil ohybové
namahani. Ze statického, ale i ekonomického hlediska se jako vhodné feSeni jevi
pouziti samokotviciho systému (Obrazek 33, Obrazek 58).

Lano vynasejici vzpéru dle fezu A-A (Obrazek 33, Obrazek 34)
Vzpéra dle fezu A-A (Obrazek 33, Obrazek 34)
Tahlo dle fezu A-A (Obrazek 33, Obrazek 34)
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k) Tahlo dle fezu A-A (Obrazek 33, Obrazek 34)

1) Stabiliza¢ni lana zajiSt'ujici prostorovou geometrickou stalost

Na popsany ,,zdkladni element plochy* byla aplikovana vnucena deformace a rtizné

velké miry smrsténi.

a) b) c)
F N i At Panel
= _— AO— ffﬁ:'ﬂ'j]‘ deformace
ey | [
86364
[N 1 N E——ian )
eps -0.05000 e 010000 bt
5181.8
43182
d) e) f) g
A A A 17273
_ A . A 2D
e . e
Max 35000
s 7 RE—— _rmﬂmm
[ B L eps -0.25000
" eps -0.33000
Obrazek 47: Hledani tvaru, celni pohled (rovina x-z)
a) a— b) _— C) A
— L — o —
d) — e) a— f) —
—— T .
e — —————

Obrazek 48: Hledani tvaru, bocni pohled (rovina y-z)
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c)

Obrazek 49: Hledani tvaru, izometricky pohled

Na uvedenych obrazcich (Obrazek 47 — 49) mizeme vidét, ze v tomto ptipad¢ ani pii
vysoké hodnoté zatizeni smrsténim nedojde k degradaci plochy, jak tomu bylo v piipadé
vysokého kuzelového (trychtyfového) tvaru. Dokonce jiz pfi smrsténi na Obrazku 49d)
g = -0,15 je tvar velice podobny tvaru f) na stejném obrazku. Vzhledem k pfiznivym
skloniim, dochazi k dobrému odvodnéni ve vSech piipadech. Rovnéz lze predpokladat
dobrou tuhost pii zatizeni snéhem nebo vétrem.

Dale budou popsany hlavni napéti pii vSech tvarech deformace.

Panel nx

Hapéti

Sigma-1.+, Sigma-2 + [MPa]

2844 428

2585 844

2327255

2068 675

1810.080

1551 506

1292922

1034.337

775.753

517.169

258584

0.000

Maw: 2844 428
tin 0.000

L PR

Obrdazek 50: Vektorové zobrazeni hlavnich napéti (ve spolecném méritku)

Aby byly patrné rozdily v pomérech hlavnich napéti o; a 0, a také rozdily v jejich
orientacich, jsou na Obrazku 51 méfitka ptizptisobena.
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L= =

Obrazek 51: Vektory hlavnich napéti (Cislo za zavorkou je ndsobek piivodni velikosti trajektorii)
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Z uvedeného Obrazku 51 je patrné, Ze pii nulovém ptedpéti jsou sily v diusledku
vnucené¢ deformace siln¢ orientované. Pii nasledné aplikaci piedpéti dochazi
ke zmensSovani rozdili mezi napétim o; a o,. Pii velkych hodnotach predpéti vliv
vnucené deformace slabne a pole napéti se postupné blizi poli izotropnimu. Povrch
membrany se pii vétsim predpéti zmensuje.

Vyse byl popsdn zpiisob hleddni tvaru membrinové konstrukce. Slo o simulaci form-
finderu, jejich? cilem je najit idedlni tvar. Aby bylo moZné pouZit zdeformovanou
geometrii jakoZto vstupni idedlni tvar pro dal§i Cast této prace (aplikovat skutecné
predpéti, zatiieni snéhem, zatiieni vétrem), bylo nezbytné pievzit pouze
konecnéprvkovou sit’ a odstranit veSkeré napéti. K tomuto ucelu byl vedoucim této
diplomové prdace vyvinut specidlni modul, jenZ umoznil pievzit 7 programu RFEM
pouze geometrii konecnéprvkové sité.

V pFipadé geometrie ,,zdkladniho elementu plochy“ pii aplikaci znacného smrsténi
tedy nedoslo k degradaci jeho tvaru. Piedpoklady teorie minimadlni plochy zde Ize

rvr

pouzit. Predpéti aplikované na konecnéprvkovou sit’ deformované membrdany vytvaii
pole napéti, které se bliZi poli izotropnimu. V tomto piipadé je vytvoieny tvar vhodny a
optimdlni i zinZenyrského hlediska. Proto tvar takto zdeformované geometrie

konecnéprvkové sité bude pouZit pro globalni model konstrukce zastieSeni stadionu.

6.5 Materialy a konstrukcni detaily

V této kapitole budou popsany nékteré v soucasnosti pouzivané materidly pro realizaci
membranovych konstrukei. Budou zde uvedeny také konstrukéni detaily, s nimiz se u
takovychto staveb mizeme setkat.

6.5.1 Membranové materialy

Membrany se uplatiiuji zejména tam, kde jsou pozadovany velké rozpony. Diky nizké
hmotnosti (175-3000kg/m2) maji niz8i naroky na podptrné konstrukce a tim i na jejich
cenu. Jejich pevnost (pfed pretrzenim) je pfitom velmi vysokd — az 20kN/5cm, tzn. ze
na jeden metr Siroky prouzek tohoto materidlu by bylo moZno zavésit zavazi o
hmotnosti 40 tun. Je proto zfejmé, ze pouziti membranového materialu pouze jako kryci
vrstvy je pii dnesnich technologickych moznostech zcela zbytecné.

I pfes tuto pevnost se jedna o velmi svétlopropustné az prihledné materialy. V soucasné
dobé¢ se pouzivaji tkané textilie, nebo netkané (foliové) materialy. Tkaniny mohou mit
povrchovou upravu.

Tkaniny maji vétSinou jinou pevnost v osnové¢ a utku, avSak u nekterych vyrobct (napf.
Ferarri) ji mohou mit v obou smérech i shodnou. [V]
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Tabulka 2: Membrdanové materialy a nekteré jejich viastnosti [VI]

material plosna pevnost v tahu | prlsvitnost
hmotnost (N/5cm)
(g/m2)
bez  povrchové | bavinéné tkaniny | 350 - 520 1700/1000 — | riznda - dle
upravy 2500/2000 barvy
tkaniny z PTFE | 300 — 700 2390/2210 —az37%
4470/4510
s povrchovou | PES/PVC typ 1| 800 3000/3000 do 20%
upravou typ II | 900 4400/3950 do 17,5%
typ 11 | 1050 5750/5100 do 15%
typ IV | 1300 7450/6400 do 12,5%
typ V | 1450 9800/8300 do 10%
typ VI | 2000 13000/13000 do 7,5%
skelna 800-1550 3500/3500 — | 8-15%
vlakna/PTFE 7500/6500
skelna 800-1270 3500/3000 — | az 25%
vlakna/silikon 6600/6000
/« vrchnivrstva- napi. akrylovy lak
| - vrsiva podlak
F‘i hlavri vrstva poviaku- napi: PVC

adhezivri vrstva

tkana tex tiie - napf. PES tkanina

adhezivri vrsiva

hlawy vrstva poviaku- napi: PVC

vrsiva podlak

vrchry vrstva - napr. akrylovy lak

Obrazek 52: Priklad slozeni tkané membrany se zatérem a lakem (Valmex, HAKU Mehler) [V]
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1k Lk

FAKULTA STAVEEBNI
Experimentalni centrum

166 26 Praha &, Thakurova 7 bl 224353843 fax 224353843

ZAZNAM O ZKOUSCE

Zkoubky lepeného spose plachboving

Daturm rkousky 27.10.2005

Zkutabni zafizeni Zkusebni siroj FP 100 _ Tepinia 1°C

Zkousky proved! Ing. Jifi Litod. Ing. Karel Hofejd|

Popis konstrukos:  Dodané vzorky: 8ifka - 100 mm, débka - 375 mm

& vrorku Mal:':]'ila D'E‘fﬂfmﬂli!;rlnﬁ?’ﬂﬂlﬂl# Poznamka

1.1 9.00 38
1.2 9.00 k.
1.3 2.10 a7
1.4 8.05 a7
2.1 835 38
2.2 10.80 45
23 10.50 47
3.1 10.70 41 8ifka 10.5
32 12.10 E1 flifka 10,5
3.3 12.00 50 Hincs 10,8
34 10.70 45 4ifa 105
35 11.75 47 e 108
18 11.10 44 {ifa 10.5

Obrazek 53: Zaznam tahové zkousky lepeného spoje plachtoviny, provedené experimentalnim
centrem na CVUT
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6.5.2 Materialy lan

V soucasné dob¢ existuji lana ocelova i lana syntetickd. Mezi hlavni vyhody
syntetickych lan, v porovnani s lany ocelovymi, patii vysoky pomér pevnosti k vlastni
tize, lepsi tnavové a tlumici vlastnosti a vlastnosti nerezavéjici oceli. Jejich nevyhodou
je vSak niz§i modul pruznosti a vysoké reologické vlivy dotvarovani, respektive
relaxace. Z tohoto divodu jsou pro konstrukce podobnych rozmérti dosud pouzivana

rv v

pfevazné lana ocelova [VIII].
1. Zakladni charakteristiky ocelovych drata pro vyrobu lan

Lana pouzivana pro konstrukéni ucely jsou vyrdbéna z tahanych patentovanych drati.
Tazené draty jsou vyrabény z valcovanych ty¢i z vysoce pevné nelegované uhlikové
oceli, zuslechténé patentovanim. Patentovani je zpisob izotermického kaleni, pfi kterém
jsou valcované tyCe zahtivany do austenitového (austenit — pevny roztok uhliku
v zeleze) stavu pri teplot€é cca 900°C a dale rychle ochlazeny na teplotu cca 500°C
v olovéné koupeli. Tim je dosahovano velice jemné sorbitické struktury oceli, jenz je
vhodna k tahu. Tahanim dochazi k redukci priifezu a to v né¢kolika stupnich (napt. v
sedmi stupnich z 6mm na primeér 2mm). S rostouci redukci prifezu se zvySuje pevnost
drata, zatimco taznost klesa. V Evropé standardizované nominalni pevnosti ocelovych
drata jsou 1 370, 1 570, 1 770, 1 860, 2 160 a2 450 N/mm? (z toho posledni dvé
hodnoty jsou uvadény pro mensi primér drati). Modul pruznosti ocelovych drat se
udava v rozpé&ti od 190 000 do 200 000 N/mm?>.

Ptrevazna Cast lan je vyradbéna z dratd kruhového prafezu. Pro nékteré typy lan se vSak
vyrab¢ji draty tvarované, jako jsou Z-draty pro uzaviena lana, nebo H-draty pro
polouzaviena lana.

2. Konstrukce draténych lan

Ve stavebnictvi jsou uzivdna lana vinutd, vyrabéna slanovanim drati do pramenil a
prament do lan. Paralelnim uspotadanim ziskame lana skladana.

RozliSujeme vinutd jednopramenna lana oteviené, polouzaviené a uzaviené konstrukce,
lana vicepramenna s draténou, syntetickou nebo organickou dusi. V soucasnosti jsou
v souladu s platnou CSN EN 1993-1-11 zavadény tyto terminy a definice:

e pramen (angl. strand) — prvek lana slozeny z drati daného tvaru a rozmeéra,
uloZenych Sroubovité kolem stfedu v jedné nebo v n€kolika vrstvach ve stejném
nebo opacném sméru

e pramenné lano (strand rope) je spojenim nékolika pramentt uloZenych
Sroubovité v jedné nebo v nékolika vrstvach kolem duse

e spiralové lano (spiral rope) — vznikne spojenim minimaln¢ dvou vrstev drati
uloZenych Sroubovité kolem stiedového dratu
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o spirdlové pramenné lano (spiral strand rope) — spiralové lano, jenz obsahuje jen
kruhové draty

o plné uzavrené spiralové lano (fully locked coil rope) — piedstavuje spirdlové
lano, jehoZ vnéjsi vrstva je z plné uzavienych drati ve tvaru Z.

Charakteristiky konstrukce jednotlivych typl vinutych lan, doporuceni velikosti jejich
praméri a informace o poctech dratii v pramenech jsou uvedeny v tab. 3 [2].

Tabulka 3: Typy dratenych lan, modul pruznosti draténych lan

Typy draténych lan

Spirilové pramenné lano
konstrukce 1=19 1=37 1 =61 1=91
primeér d, imm) od 3do 14 od 6do 36 od 20 do 40 od 30 do 52
pramen 1 1 1 1
podet dratd
v prameni 19 k) &1 |
podet vnéjlich
dratd v prameni 12 18 24 30
Plné uzaviené spiralové lano
konstrukce 1 vrstva Z-dratd 2vrstvy Z-dratd | 2 3 wrstvy Z-drand
promdr d, (mm) ad 20 do 40 ad 25 do 50 od 40 do 180
tolerance pro d, +5% +5% +3%
Pramenné lano
konstrukce 6=19-CF 6x 19 - CWS 6= I6WS - CF 6= 36 WS - CWR
pramér d, [mmj] od 6do 40 od 6do 40 od 6 do 40 od 6 do 40
pramen & 6 6 &
podet dratd
v prameni 1 1 % %
podet vndjlich
et 12 12 14 14
Modul pruznostl draténych lan
E. 10" (Wfmm?)
P.& | Vysoce pevny tahany prvek
Ocelové drity Draty z nerezové oceli

1. | spirilovid pramennd lana 150 £10 130£10

2. | plné uzaviena spirdlové lana 160 %10 -

3. | pramennd driaténad lana s CWR 10010 S0=10

4. | pramenna draténa lana s CF 8010 -

5. | svazek rovnobéinych drath W05=5 -

6. | svazek rovnobéingch pramend 195£5 -
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6.5.3 Konstrukéni detaily

Nyni budou uvedeny nekteré konstrukéni detaily, se kterymi se mizeme u podobnych
konstrukci setkavat [VII].

Na Obrazku 54 muzeme vidét kapsu s lanem. Tento systém je pouzivan, nejsou-li sily
v membrané ptilis velké. V opacném piipade je pouzivan svorkovy systém (viz Obrazek
55). Dale mizeme na Obrazku 54 pozorovat systém aplikace kolmych sil na nosné lano.

Obrazek 54: Kapsa s lanem Obrazek 55: Svorkovy system

Péas je vhodné pouzit jak pro samotné predepnuti membrany, tak jako jistou formu
poddajné okrajové podminky v mistech, kde pozadujeme omezeni deformaci. Tento pas
muze byt vkladan do zvolenych mist konstrukce zcela bez Gjmy na jeji estetické
hodnot€ a pii nasledném zatizeni bude zaruCovat vEtsi tuhost celé membrany.

Obrazek 56: Pas

Ocelovy prstenec je jednou z moznych variant feSeni vrcholovych casti membrény.
Dalsim zptiisobem miize byt pouziti v¢jite lan. Ob¢ varianty musi byt zakryty, aby byla

zarucena vodotésnost konstrukce.
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Obrazek 57: Ocelovy prstenec

Na Obrazku 58 je mozno vidét dve varianty ulozeni nosného sloupu: a) sloup vetknuty
do zakladl, b) kloubové ulozeny sloup (dvojose). Mlizeme se setkat také s jednoosym
kloubovym ulozenim.

Obrazek 58: Nosny sloup, kotveni lan

Na Obrazku 58 mizeme dale vidét velice vyhodny zpiisob kotveni nosnych lan. Jedna
se o samokotveny systém, ktery pfindsi vyraznou usporu financnich prostiedkli. Lana
navic nejsou umisténa daleko od konstrukce a tim dochazi k lep$im dispozicnim
proporcim celé stavby. Cést, nebo cela tahova sila, je pak redukovana tihou konstrukce
a na zbyvajici ucinky lze navrhnout adekvatni zaloZeni.
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7 VYPOCET MEMBRANOVE KONSTRUKCE
ZASTRESENI STADIONU

vvvvvv

v souladu s navrzenou dispozici a statickych systémem, byl vytvofen globalni model
konstrukce zastteseni stadionu. Dale bude popsana jak jeho tvorba, tak i nasledné
zatézovani.

7.1 Vytvoreni globalniho modelu zastreSeni stadionu

Konecénéprvkova sit’, kterou mtizeme vidét na Obrazku 62, byla vytvofena néasledujicim
zpusobem:

Geometrie globalniho modelu byla vytvofena tak, ze v pocatecnim stavu lezely veskeré
plochy v roviné x-y a pficny fez A-A byl vymodelovan pod touto rovinou (dle Obrazku
46). Postupn¢ vnucenymi deformacemi bylo dosazeno parabolického tvaru plochy a tim
vzniklo potifebné zakiiveni pro centralni nosny systém — viz Obrazek 59. Vzpéra a
lanovy systém tfezu A-A je doposud v poloze pod plochou. Tato parabolickd plocha
(jedna se o pomérné plochou parabolu, jejiz vliv na podobu idealniho tvaru ,, zdkladniho
elementu plochy * je minimalni) byla pouzita pro nasledny ,,Form-finding®.
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.~

T

Obrazek 59: Parabolicka plocha (vytvorena z plochy v roviné x-y)

Vnucenymi deformacemi pti¢nych fezii A-A a pouzitim piedpéti bylo dosazeno tvaru,
jenz odpovidal tvaru dfive analyzovaného ,,zakladniho elementu plochy .
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Obrazek 60: Form-finding na lanové konstrukci
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&

Obrazek 61: Form-finding na lanové konstrukci
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Vysledny tvar konecnéprvkové sit€ byl oproStén od napéti a pouZzit pro statickou
analyzu konstrukce, kterd byla cilem této prace. Konecnéprvkovou sit’ mizeme vidét na

nasledujicim Obrazku 62.

3
3
s
3
¥
3
¥
{
8

Obrazek 62: Konecnéprvkova sit: piidorys (rovina x-y), pohled (roviny y-z, x-z)
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e Statistika sité:

o Pocet 2D prvku: 27440 (trojuhelnikové prvky sité)

o Pocet 1D prvkl: 4646

o Pocet uzla: 16362

e Lanovy systém:

o Material — ptedpinaci lano (St1660/1860): E=195GPa, G=75GPa,
v=0.300, p=7850kg/m’, material je izotropni linearné elasticky

o Piedpéti: lana byla pfedepnuta na tiroven napéti c=1200MPa

o Priafezy:

e Membrana:

Vnitini centralni piedpinaci lano (obrazek 46d) d=342 mm
Vngéjsi centralni predpinaci lano (obrazek 46e), d=220 mm

Rez A-A (Obrazek 34): lano &. 5 d=145.4 mm; lano ¢. 6 d=62 mm; lano
¢. 1 d=128 mm; lano ¢. 2 d=91.6 mm, lano ¢. 4 d=136 mm

Stabiliza¢ni lana (Obrazek 46): spodni lano d=63 mm, horni lano
d=73.2 mm

V¢jit lan (Obrazek 46) d=31 mm
Kotvici lano v bodé g (Obrazek 33) d=209.6 mm

o Jak bylo uvedeno v kapitole ,, 6.5 Materialy a konstrukcni detaily“, jsou

dnes dostupné plachtoviny o pevnostech az 20kN/5cm (tzn.400kN/m).

o Material: E=2000MPa, G=833MPa, v=0.200, p=1500kg/m3, material
Izotropni linearné elasticky. Z moznych typl membran byla zvolena

takova, ktera vykazuje stejné (¢i zanedbateln¢ rozdilné) vlastnosti v obou

smérech.

o Tloustka membrany byla zvolena 1,2mm (obvyklou tloustkou je 0,6-

1,2mm). K pfetrzeni zvolené plachtoviny je potieba dosahnou napéti
333MPa.

Vzhledem ke skute¢nosti, ze informace o navrhovéani a posuzovani membran (jakoZzto i

o0 jejich materidlech) nejsou pftili§ rozsifené, spojil jsem se s firmou Archtex s.r.o. Jeden

zjejich statiki odpovidal na moje dotazy ohledné navrhovani membranovych

konstrukci nasledovné:

e ,,Dobryden,

normy bohuzel nejsou, plachtu navrhujeme podle dosazené¢ho napéti a podle

pevnosti a charakteristik od vyrobce, pfipadné experimentl. Prithyby jsou také

vzdy individudlni zalezitost, jde o provozni tolerance a o vzhled. V ptipadé
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velkého pruhybu v desitkdch cm je jiz nutné uvazovat "rybnikovy efekt" - tj.
pritizeni napt. v ptipad¢ tani sn¢hu apod...*

e ,.Dobry den,

bézn¢ se tloustka membrany pohybuje od 0,8 do 1,2 mm. Pracovni diagram
materidlu plachty je samoziejm¢ nelinearni, ale pro vypocet sta¢i uvazovat
geometrické nelinearity. Modul pruznosti membrany se pohybuje okolo
1000MPa. M¢l byste se v napjatosti pohybovat tam, kde je jesté uvazovani
linearné elastického chovani relativné bezpecné (napf. max. na 1/2 max.
protazeni).*

7.2 Analyza ucinkia jednotlivych kombinaci zatiZeni

Pti nelinedrni analyze byly uzivany faze (postupné zatézovani). Ty zohlediiovali postup
vystavby (napindni lanového systému, napinani membrany) a nasledné zatézovani (na
jiz geometricky tuhou konstrukci). Piehled fazi:

1. Napinani lanového systému + vlastni tiha
2. Napinani membrany + vlastni tiha
3. ZatiZzeni sn¢hem (vétrem)

Pro lepsi piehlednost budou vysledky statické analyzy lanového systému prezentovany
na jedné Ctvrtiné symetrického globalniho modelu (jenz Ize rozd€lit na ¢tyii symetrické
¢asti dle osy x a y). Vysledky z analyzované membrany budou prezentovany na jednom
»zakladnim elementu plochy* (membrana je nyni vyndasena sloZitym lanovym
systémem).

7.2.1 Mezni stav anosnosti:

Néavrhové hodnoty zatizeni:

(6.10): Xi>1Y6jGrj +VpPr +¥01Qk1 + Xj>1Y0i%0i Qi (7.1)
(6.10a): Xj>1V6jGrj + VpPr + Xj>1V0iW0iQki (7.2)
(6.10b): .51 &¥6jGrj + YpPr + V01Qk1 + Xj>1Y0i¥0i Qi (7.3)

Pro ucely této diplomové prace byla pro stanoveni navrhové hodnoty zatizeni pouzita
rovnice (6.10)

1. Lanovy systém

Dale budou uvedeny hodnoty tahovych a tlakovych sil Ngg v jednotlivych lanech a
sloupcich nosného systému (Obrazek 63 — 65). Zatizeni je uvazovano dle fazi
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(uvedenych vyse): predpéti (lanového systému i membrany) a vlastni tiha, zatizeni
sn¢hem a vétrem aplikovdno na membranu (jez skrze tuto membranu zatézuje lanovy

systém).
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Obrazek 63: Ng, [kN] pFi zatizeni stalymi slozkami zatiZeni (viastni tiha, predpéti)

22063.000
|

|
14629:000
4

455300088~~~
Ta2086.000 . -

18085.000

1[]6[]5{[]_.[]00 1 104(}!0 .IE]UU 110700.000

L.

.
=43o8.000- - .
t T iz-azasgio0n

21760.000

21585.000+

14447.000
ol 20553.000

/T asavr000
J217geon " .
18309000

" asSo4i00..
T 13739000
-+ [ 597,000
/5588000
- __46134.000

/21530.0
- 111680.000 5+ 1430 L

112860.006.

‘1113\301‘:'_00 ) /,_"_”__2(]507;06 e
: = - #258.400
114300000 47519.000
SN =4507:200 S
112450\.00\0 e
N
\\
.
L
N
.
L

N
3830%.000

-~ 47505.

Obrdazek 64: Ng, [kN] dle kombinace 6.10 (vi.tiha, predpéti, snih-na celou plochu membrdny)
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Obrazek 65: Ng, [kN] dle kombinace 6.10 (vi.tiha, predpéti, vitr-na celou plochu membrany)

Zatizeni snéhem a vétrem pouze na ¢asti stfechy nevyvodilo rozhodujici hodnoty Ngg,

proto nebyly vysledky uvedeny.

Na srovnani Obrazka 63 — 65 je mozno vidét, Ze pti navrhové kombinaci zatizeni 6.10,
ktera v sobé obsahovala zatiZzeni snéhem, doslo ke snizeni Ngq ve vnitinim a vnéjSim
centralnim piepinacim lané. Zatimco v lan¢€, které vynasi lanovy systém na sloup vné
konstrukce, sila Ngg vzrostla. U navrhové kombinace zatizeni 6.10, ktera v sobé
obsahuje zatizeni vétrem je tomu pravé naopak. Lanova soustava tak funguje dle
predpokladti uvedenych v pfedchozich ¢astech této prace, predevsim v ¢asti ,, 6.3 Navrh
statického systemu “ a na Obrazcich 33 — 34. Konstrukce vykazuje vybornou schopnost

zachovavani tvarové stalosti.

2. Membrana

Dale budou predstaveny hodnoty Ggq, tj. napéti v ploSe membrany. Slozky zatizeni byly
uvazovany dle kombinace 6.10, stejn¢ jako pii zatézovani lanového systému. Tj.
predpéti (lan i membrany) a vlastni tiha, zatizeni membrany snéhem a vétrem.
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Panel o

Mapéti

Sigma-1.+, Sigma-2 + [MPa]
1838.836
175.110
161.385
147.660
133.935
120.210
106.485
92.759
79.034
65.309
51.584
37.859

Max  188.836
Min 37859

Fanel o x

Mapéti

Sigma-1.+, Sigma-2.+ [MPa]
188.836
175.110
161.385
147 660
133.935
120210
106.485
92.759
79.034
65.309
51.584
37.859

Max:  255.483
Mir: 36.158

Obrazek 67: ogy dle kombinace 6.10 (vi.tiha, predpeti, snih-na celou plochu membrany)
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Panel a3 X

MHapéti
Sigma-1.+, Sigma-2.+ [MPa]
[ 128,835
175.111
161.386
147.660
133935
120210
106.485
52760
79.035
65.309
51.584
37.859

Maw:  175.96E
Min: 29.292

Obrazek 68: ogy dle kombinace 6.10 (vi.tiha, predpeti, vitr-na celou plochu membrany)

Na vysledcich (uvedenych na Obrazku 66 — 68) lze vidét, ze pole napéti je ve vSech
pfipadech pomérné rovnomérné. To znamend, ze vliv pfedpéti je dominantni. Pfi
uvazovani ucinkl sn¢hu a vétru dochazi k ¢asteCnym zménam pole napéti, tyto zmeny
vSak nejsou velké.

7.2.2 Mezni stav pouZitelnosti

Charakteristické hodnoty zatizeni:

2j21Grj + P+ Q1 + Xjs1¥0iQki (7.4)
Casté hodnoty zatizen:

jz1Grj + P+ P11Qk1 + X1 Y2i Qi (7.5)
Kvazistalé hodnoty zatizeni:

Yjo1Grj + P+ Xjz1¥2i Qi (7.6)
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1. Deformace lanového systému

\ \
\ \
\ \ \
\ \
\ \ rm——
AT =~ B < 4
\ _-/‘VT_“_,\ / By %& Ve
\ P e / \\\ ;;:\\.\-//
AT \
\ 1 TTe—— ; YAl \\.l{/‘(
\ L \ l‘ B— _‘\_\\ AN \\ \\
PA— - N 8
\ - ‘i-}{\/)Y i §\ \\\ \ \\\“\
AN - S N N W \\
N\ - ‘-.\j\ \\ \\\\\ \
S ——— \ N I
\\\\ ‘\‘\ \\ P
NS ST
SN 3
<7 ~ \ A
' ><\.__ \\\ Vd
4 T~ -
; // /——‘f" -—‘\\“"w-. \“x 4 z
P i e 3
= -, - I/

Obrazek 69: Globalni deformace lanového systéemu (Sedé tecky jsou uzly sité, cervena barva
vyznacuje deformovanou polohu, carkované je zndazornen prumét plochy membrany do roviny x-

»)

Deformace jsou uvazovany od charakteristické kombinace zatizeni. Z vysledkil
uvedenych na Obrazku 69 je patrné, Ze deformace lanového systému (pfi zatizeni
sn¢hem, ¢i vétrem) je proti pocateéni rovnovazné poloze (piedepnutd soustava),
v porovnani s velikosti konstrukce, mala. Deformace pfi plném zatizeni vétrem
(snéhem) se u vnitiniho centralniho pfepinaciho lana pohubuje kolem hodnoty 200 mm
(-200 mm). Deformace u vngj$iho centralniho ptedpinaciho lana jsou (vzhledem
k pomérné kratkym vzdalenostem mezi podporami d) mensi.

Z posuzovani konstrukci dle meznich stavl je ziejmé, ze pii navrhu nosného lanového
systému nebude rozhodovat tahova unosnost, ale kritérium pfimétenych deformaci
(tvarova stalost).
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2. Deformace membrany

P

Obrazek 70: Zdkladni element plochy vynaseny lanovou konstrukci globalniho modelu

i R
o

Panel

Globaln' deformace
ufrom]

Globahni defomace
ufmm]

’ 4360 4820
e 4382
L) 3944
3607 305
3156 3067
s 229
255

2191
1753
1315
876
433
00

1804
1353
502
451
0.0

Max 4360
Mir: oo

Max 4820
Mir oo

Obrazek 71: a) Deformace membrany od charakteristické kombinace zatizeni (snih), b)
Deformace membrany od charakteristické kombinace zatizeni (vitr)

75



Navrh a vypocet membranové konstrukce zastteSeni stadionu

8 POHLEDY

Predmétem této kapitoly je grafické doplnéni prace. Budou uvedeny nékteré pohledy na

membranovou konstrukci zastfeSeni stadionu. Z téchto pohledti bude jesté vice patrné

jaky tvar ma uvedené zastieSeni a také to, kde je konstrukce kotvena.

Hned na nasledujicim Obrazku 72 lze vidét presné prostorové znazornéni ulozeni fesené

konstrukce:

Modra barva = polohy vrcholl sloupii, na které je konstrukce vynasena. Sloupy
mohou byt feSeny jako soucéast vnéjsiho plasté stadionu, ¢i jako samostatné
prvky. Sloupy mohou byt kotveny mnoha zptsoby, jez byly uvedeny diive.
Zelena barva = polohy kotevnich bodt d (dle obrazku 33), lezicich na samotné
konstrukci stadionu. Tyto body tvoii jak wulozeni vné&jSiho centralniho
predpinaciho systému, tak ulozeni stabiliza¢nich lan.

Fialova barva = poloha kotveni, kam jsou upnuta lana kotvici styk obou
vnitinich centralnich ptedpinacich lan.

Zamérem dalSich obrazkt (Obrazek 73 — 79) je ptredvést architektonické ztvarnéni
zadané prace. Nejprve budou predvedeny globalni pohledy, dalsi pohledy budou zabirat

¢ast konstrukce z nejriizn€jsich sméru.
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o~

N
e 5

Obrazek 72: UloZeni konstrukce zastieSeni stadionu
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Obrazek 73: Ptaci pohled 1
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Obrdzek 74: Ptaci pohled 2
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Obrazek 75: Priblizeni
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Obrazek 76. Reli¢f membranové konstrukce
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Obrazek 77: Detailni pohled na reli¢f membranové konstrukce
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Obrazek 78: Pohled na spodni povrch membrdnové konstrukce

Obrazek 79: Pohled okem divaka
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9 ZAVER

Zadani této diplomové prace bylo odvozeno od realného zaméru vytvorit novy modul
pro vypocet membranovych konstrukci, jenz by byl soucasti programu RFEM.
V souvislosti s touto skute¢nosti bylo nutné¢ vénovat se nejprve teorii form-finding.
Béhem vytvareni diplomové prace jsem se snazil projit maximalni mnozstvi literatury
vazané k tomuto tématu, jenz je v soucasné dobé de facto vyhradné cizojazyc¢na.

Problematikou form-finding se zabyvalo a zabyva mnoho praci inZenyri i matematika.
kter¢é mohou vzniknout mezi danymi hranicemi. Jak bylo demonstrovano, existuji
geometrie hranic, které umoznuji vytvoreni takovéto plochy, ktera je dale pouzitelna pro
inZzenyrské zaméry. Jsou vSak i takové hranice, mezi nimiz vytvorena minimalni plocha
je z praktického hlediska nepouzitelna. Proto je snahou definovat jinou nez minimalni
plochu, ktera vSak ma maximalni mozné vyhody. Dochazi k predepisovani jinych nez
izotropnich poli napjatosti a tak wvznikaji nesCetné variace tvard. Nezbytnym
pozadavkem vSech takovychto variaci je nutnost zabezpeceni tahového namahani v celé
konstrukci pfi jakémkoli zatizeni.

V této praci jsem se nasledné zabyval navrhovanim a vypoCtem membranové
konstrukce zastfeSeni stadionu. Bylo nezbytné feSit dispozi¢ni, nasledn¢ statické a
konstrukéni problémy, hledat idedlni tvar membrany a fesit zpisob tvorby globalniho
modelu (piedevs§im zplsob, jak pouzit zdeformovanou sit’ pro dal$i analyzu — k tomuto
ucelu byl vedoucim mé diplomové prace vytvoren specialni modul, jenz toto
umozioval). Postupné vytvareny nosny systém, byl pribézné podrobovan nejriiznéjsim
uvaham a to pifedevsim problematice tvarové stalosti a nelinearni stability.

Je ziejmé, ze podobné konstrukce vykazuji znacné geometricky nelinearni chovani.
Samotné vypocty tak nebylo mozné fesit v oddélenych zatéZovacich stavech. Analyza
tak probihala v podob¢ fazi, které reprezentovaly redlny soubéh moznych zatiZeni, jez
se v daném okamziku na konstrukci vyskytuji. Konstrukce byla zatizena kombinacemi
jak pro mezni stav Unosnosti, tak pro mezni stav pouzitelnosti. Z vysledkli téchto
kombinaci je patrné, Ze u podobnych konstrukci je vétSinou rozhodujicim kritériem
mira pfijatelnych deformaci. Konstrukce totiz vykazuji znacnou tnosnost 1 pii takovych
deformacich, které by pro naprostou vétsinu investorti byly jiz nepiijatelné.

Na zavér bych rad uvedl, jakymi problém by se v souvislosti s touto praci bylo mozné
dale zabyvat. Vzhledem k Sirokému zabéru této prace by dalSimi studovanymi oblastmi
mohlo byt:

1. Dynamicka analyza zvolené konstrukce
2. Analyza chovani pti kolapsu jednotlivych nosnych prvki

3. Zohlednéni reologickych jevl
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Zohlednéni tnavovych jevla
Parametricka studie chovani pfi riiznych velikostech predpéti lanového systému

Studie hledani vhodnych tvari membran, u nichz nelze pouzit tvar s minimalnim
povrchem (aplikace anizotropnich poli napéti) s naslednymi zatézovacimi
zkouSkami

Tvorba algoritmu pro generovani stiihového vzoru
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11 SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

A plocha

E modul pruznosti v tahu a tlaku

F sila

G modul pruznosti ve smyku

Gy charakteristicka hodnota stalého zatizeni

h tloustka skotepiny

M ohybovy moment

my, my ohybové momenty

Myy, Myx kroutici momenty

ny, Ny normalové sily

NE4q navrhova hodnota tahové sily

Px charakteristicka hodnota predpéti

Qx charakteristicka hodnota nahodilého zatiZzeni
Jx» Qy- posouvajici sily

r residuum (nevyvazené zatizeni)

Iy, Iy hlavni poloméry kiivosti sttednicové plochy
tyys tyx smykové sily

u, v, w posuny

X, Y, Z materialové souradnice

X,Y,Z prostorové soufadnice

d vektor neznamych, obvykle uzlovych parametrii deformace
e Euler — Almansiho tenzor deformace

E Lagrangetv tenzor deformace

f vektor pravych stran, obvykle uzlovych sil
F deformacni gradient

| jednotkova matice

Kr te¢na matice tuhosti
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Kwm

K(d)

< = » o ® 7

61, 02

materidlova matice tuhosti
geometricka matice tuhosti

pocatecni matice tuhosti konstrukce
matice tuhosti jako funkce deformace
prvni napéti Piola-Kirchhoff
tenzorem rotace

pravy stretch tenzor

druhé napéti Piola-Kirchhoff
Biotovo napéti

levy stretch tenzor

mira deformace

dil¢i soucinitel zatizeni
Poissontiv soucinitel
hustota

slozky hlavniho napéti

Cauchyho napéti
Korota¢ni nap¢ti

Kirchhoffovo napéti
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