VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

N
%
S

4

/ﬂ

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

USTAV MATEMATIKY

O
7
\S

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF MATHEMATICS

LN
=

METODA BOOTSTRAP A JEJI APLIKACE

BOOTSTRAP METHOD AND ITS APPLICATION

DIPLOMOVA PRACE
MASTER'S THESIS

AUTOR PRACE LUCIE PAVLICKOVA

AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. RNDr. ZDENEK KARPISEK, CSc.
SUPERVISOR

BRNO 2009






Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inZenyrstvi

Ustav matematiky
Akademicky rok: 2009/2010

ZADANI DIPLOMOVE PRACE

student(ka): Lucie Pavlickova
ktery/ktera studuje v magisterském studijnim programu

obor: Matematické inZzenyrstvi (3901T021)

Reditel Gstavu Vam v souladu se zakonem ¢.111/1998 o vysokych 3kolach a se Studijnim a
zkuSebnim fadem VUT v Brné urCuje nasledujici téma diplomové préce:

Metoda bootstrap a jeji aplikace
v anglickém jazyce:

Bootstrap Method and its Application

Strucna charakteristika problematiky Gkolu:
Popis metody bootstrap, jejich vlastnosti a uZiti na realnych datovych souborech.

Cile diplomové prace:

Princip a vlastnosti metody bootstrap. Odhady momentovych a kvantilovych charakteristik
rozdéleni pravdépodobnosti. PC realizace metody ve statistickych softwarech. Aplikace bootstrapu
na redlnych datovych souborech.



Seznam odborné literatury:

1. Chernick, M. R. Bootstrap Methods: A Practitioner's Guide. New York: Wiley, 1999.

2. Davison, A. C. and Hinkley, D. V. Bootstrap Methods and Their Application. Cambridge,
England: Cambridge University Press, 1997.

3. Efron, B. and Tibshirani, R. J. An Introduction to the Bootstrap. Boca Raton, FL: CRC Press,
1994.

4. Mooney, C. Z. and Duval, R. D. Bootstrapping: A Nonparametric Approach to Statistical
Inference. Sage, 1993.

5. Odborné ¢lanky dle pokynti vedouciho diplomové prace.

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Zdenék Karpisek, CSc.

Termin odevzdani diplomové prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2009/2010.

V Brmé, dne

L.S.

prof. RNDr. Josef Slapal, CSc. doc. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc.
Reditel ustavu Dékan fakulty



Abstrakt

Diplomové préace popisuje metodu bootstrap a jeji pouZiti pro urceni presnosti odhadu, tvorbu
konfiden¢nich intervalil a testovani statistickych hypotéz. Déle je predloZena metoda odhadu
diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti kategoridlni veli¢iny vyuZivajici gradient kvazinormy
tohoto rozdéleni. Metoda bootstrap je v konkrétnich piikladech aplikovédna k ziskani konfi-
den¢niho intervalu pravdépodobnostni funkce kategoridlni veli¢iny.

Diplomovd préce je soucésti feseni projektu MSMT Ceské republiky &fs. 1M06047 ,,Cen-
trum pro jakost a spolehlivost vyroby*, projektu Grantové agentury Ceské republiky reg. &fs.
103/08/1658 ,,Pokrocila optimalizace navrhu sloZenych betonovych konstrukei* a vyzkumného
zdméru MSMT Ceské republiky &fs. MSMO0021630519 ,,Progresivni spolehlivé a trvanlivé
nosné stavebni konstrukce*.

Summary

The diploma thesis describes the bootstrap method and its applications in the estimate accuracy
statement, in the confidence intervals generation and in the testing of statistical hypotheses.
Further the method of the discrete probability estimation of the categorical quantity is pre-
sented, making use the gradient of the quasi-norm hereof distribution. On concrete examples
the bootstrap method is applied in the confidence intervals forming of the categorical quantity
probability function.

The diploma thesis was supported by the project of MSMT of the Czech Republic no.
IM06047 “Centre for Quality and Reliability of Production”, by the grant of Grant Agency
of the Czech Republic (Czech Science Foundation) reg. no. 103/08/1658 “Advanced optimum
design of composed concrete structures” and by the research plan of MSMT of the Czech
Republic no. MSM0021630519 “Progressive reliable and durable structures”.
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Kapitola 1
Uvod

Statistickd teorie se pokousi odpovédét na tii zdkladni otdzky: jak ziskat data, jak tato data
analyzovat a shrnout a jak ovéfit jejich presnost. Bootstrap je metoda, kterd ptindsi snadno po-
chopitelnou a proveditelnou odpovéd na tieti otdzku. Jeho princip poprvé popsal Bradly Efron,
profesor Stanfordské univerzity, v roce 1979. Jednalo se tehdy o jednu z prvnich metod, kterd
ve statistice nahrazovala tradi¢ni algebraické vypocty pocitaovymi simulacemi na pozorova-
nych datech. Bootstrap ptfinesl moznost odhadnout piesnost libovolného odhadu libovolného
parametru. Pritom spocivd v prosté mySlence mnohondsobného opakovani jednoduchého al-
goritmu. Navic nenf zdvisly na centrdlni limitni vété, a proto ho lze s Gspéchem pouZit i pro
vybéry s malym rozsahem. S rozvojem a zrychlovanim pocitacii se oteviely dvefe pro dalsi
aplikace bootstrapu, zejména pro konstruovani konfidenc¢nich intervaldi, testovani statistickych
hypotéz a v oblasti regresni analyzy. Dnes je bootstrap stdle astéji pouzivanou metodou s Siro-
kym vyuZitim, bylo o ném napsdno mnoZstvi knih a ma své pevné misto mezi matematickym
softwarem.

V této diplomové préici popiSeme, co je to bootstrap a jak ho pouZit pro vypocet stiedni
kvadratické chyby odhadu, rozptylu nebo vychyleni. PfedloZime n€kolik pfistupi, kterymi lze
ziskat bootstrapovy konfidenc¢ni interval, a ukdzeme, jak s jeho pomoci testovat statistické
hypotézy. Nacrtneme také, jak aplikovat bootstrap na casové fady, vicerozmérné ndhodné
vybéry a jak ho lze pouZit v regresni analyze.

V devaté kapitole sezndmime ctendie s novou metodou odhadu pravdépodobnostni funkce
kategoridlni veli¢iny pomoci gradientu kvazinormy jejtho rozdéleni. V desété kapitole se nako-
nec budeme vénovat aplikaci bootstrapu na tuto metodu a sestrojime intervalové odhady prav-
dépodobnostnich funkci konkrétnich kategoridlnich veli¢in. Otestujeme pfi tom novy a stile
se vyvijejici software Shine bootstrap.
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Kapitola 2
Z.akladni pojmy

Na uvod pripomeneme nékteré zdkladni pojmy z teorie pravdépodobnosti a statistiky, jako
jsou ndhodna veli¢ina a ndhodny vektor a jejich charakteristiky, ndhodny vybér, rozdéleni
pravdépodobnosti, odhady parametrii, testovani hypotéz nebo regresni analyza. Viz také [5].

2.1. Pravdépodobnost, nahodna veliina, nahodny vektor
a jejich charakteristiky

Pokusem rozumime realizaci ur¢itého systému podminek, které jsou opakovatelné a neménné.
Vysledkem pokusu je ndhodny jev. Jednotlivym moZnym vysledkim pokusu odpovidaji ele-
mentdrni nahodné jevy, které vyjadfujeme pomoci jednoprvkovych mnoZin {w}. VSechny vy-
sledky pokusu tvofi mnoZinu £2, kterou nazyvadme zdkladni prostor. Plati w € §2. Nahodnym
jevem A pak rozumime podmnozinu zdkladniho prostoru, tedy A C £2. Opacny nahodny jev
k jevu A je jev A, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ nenastane jev A; tj. A je doplnék A v £2.
Jevové pole ¥ na §2 je mnoZina ndhodnych jevl s vlastnostmi:

1. 2 € X,

2.prokazdé Ac YjeAec X,

3. pro kazdou posloupnost ndhodnych jevi A; € ¥,i =1,2,..., je

o0
ﬂAi e X,
i=1

Pravdépodobnost P(A) nédhodného jevu A € X je redlnd funkce definovana na jevovém
poli X' s vlastnostmi:

1. P(A) = 0 pro vSechny ndhodné jevy A € X,

2. P(£2) =1,

3. pro kazdou posloupnost disjunktnich ndhodnych jevi A; € ¥, i =1,2,..., je

o0

P (U A,-) - gp(/xi}.

i=1

Usporadana trojice (§2, X', P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.
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Nahodna velicina (ndhodna proménnd) X je funkce, kterd nabyva ndhodné redlnych ci-
selnych hodnot x. Formdlné jde tedy o zobrazeni X: £2 — R. Pritom poZadujeme, aby pro
kazdé ¢ € R mnoZina {X < ¢} = {w € 2 : X(w) € (—00, c)} byla jevem, tj. {X <c} e ¥
(tzv. borelovsky méritelné zobrazeni). MnoZina vSech hodnot ndhodné veli¢iny X se nazyva
zakladni soubor nebo také populace. Distribucni funkce ndhodné veli¢iny X je redlnd funkce

F(x) = P(X <x)=P(X € (—00; x)),

definovand pro vSechna x € (—o00; 00). Distribucni funkci je ndhodné veli¢ina plné popsana
a fikdme, Ze je ddno jeji rozdéleni pravdépodobnosti.

Nahodna veli¢ina X je diskrétni (ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti), jestlize nabyva
s nenulovou pravdépodobnosti nejvyse spocetné mnoha hodnot x1, x2, . ... Jeji pravdépodob-
nostni funkce je posloupnost

px)=P(X =x)>0prox=xg,x2,....

Nahodna veli¢ina X je spojita (mé spojité rozdéleni pravdépodobnosti), jestlize ma tzv. abso-
lutné spojitou distribuéni funkci F(x); tzn. Ze existuje nezdpornd funkce f(x) takovd, Ze pro
kazdé x € (—o0; 00) je

F(x):/x f(t)dr.

Funkci f(x) nazyvame jeji hustotou pravdépodobnosti.

Ciselné charakteristiky ndhodné veli¢iny X jsou redlnd &isla, kterd vyjadiujf jeji dileZité
vlastnosti. Nejprve uvedeme momentové charakteristiky.

Polohu rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X charakterizuje jeji stredni hodnota

E(X) =) xp(x)
X
pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X (pokud fada konverguje absolutné),

o0
E(X) = / xf(x)dx
—00
pro spojitou ndhodnou veli¢inu X (pokud integrdl konverguje absolutn¢).
Miru kolisdni hodnot ndhodné velic¢iny X kolem jeji stfedni hodnoty E(X) vyjadiuje jeji
rozptyl (variance)
D(X) = E([X — E(X)]?).
Odmocninu z rozptylu pak nazyvame smérodatnou odchylkou ndhodné veli¢iny X a znacime
0(X) = /D(X). Odtud pak plyne také alternativni ozna¢eni pro rozptyl o (X).
Miru asymetrie rozdéleni ndhodné veli¢iny X vzhledem k jeji stfedni hodnoté vyjadiuje
koeficient Sikmosti (asymetrie)

E(IX - EQOP)
[0 O

AX) =
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Koeficient spicatosti (excesu)

E[X — ECX)]* B
[Dw)]*

(X)) =

porovnava rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X s normdlnim rozdélenim.
hodné veli¢iny x, = inf{x; F(x) = p}, kde 0 < p < 1. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X
s rostouci distribu¢ni funkci je F'(x,) = p. Kvantil xq 5 je median ndhodné veliCiny X a cha-
rakterizuje polohu jejtho rozdéleni pravdépodobnosti.

Modus x nahodné veliCiny X je takovda hodnota, v niZ nabyva jeji pravdépodobnostni
funkce nebo hustota pravdépodobnosti maximum, popf. supremum.

Uspofadanou n-tici ndhodnych veli¢in X1, ..., X, nazyvame n-rozmérnym ndhodnym
vektorem (X1, ..., X,). Déale simultanni (sdruZena) distribucni funkce nédhodného vektoru
(X1, ..., X,) je redlnd funkce

F(xi,...,xp) = P(X1 <x1,...,Xn <xp) = P((X1,..., Xp) € (—00; x1)X...x(—00; xp))

definovand pro vSechny n-tice (xq, ..., x,) € (—00; 00)". Simultdnni distribu¢ni funkecf je né-
hodny vektor (X1, ..., X,) jednoznaéné popsén a fikdme, Ze je dano jeho simultanni rozdéleni
pravdeépodobnosti.

Nahodny vektor je diskrétni, jestlize vSechny jeho slozky jsou diskrétni. Nahodny vektor
je spojity, jestlize vSechny jeho slozky jsou nezavislé a spojité. Jestlize u ndhodného vektoru
vynechdme nékteré jeho slozky, dostaneme margindalni rozdéleni pravdépodobnosti. Podmi-
néné rozdéleni pravdépodobnosti dostaneme, pokud budeme uvazZovat podminku, Ze nékteré
ze sloZzek ndhodného vektoru nabyvaji libovolné pevné hodnoty.

Mezi nejdilezitéjsi ¢iselné charakteristiky ndhodného vektoru patii stied (centrum), coz

je uspotadand n-tice (E(X1), ..., E(X,)), jejimiz sloZkami jsou stfedni hodnoty slozek na-
hodného vektoru.

Vzijemny vztah dvou sloZzek X;, X; ndhodného vektoru (Xj,..., X,) vyjadiuje jejich
kovariance

cov(X;, Xj) = E([x; — E(X)]lxj — E(X))]) = E(X;X;) — E(X)E(X}).

Z kovarianci se sestavuje kovariancni matice

D(X1) cov(Xy, X2) -+ cov(Xy, Xp)
cov(Xi. ... X,) = COV(X'z, X1) D(?(z) COV(X.z, Xn)
COV(X.n, X1) cov(X.n, X5) D(.Xn)
Mirou linedrni zdvislosti dvou slozek X;, X; nahodného vektoru (X, ..., X,) je jejich

koeficient korelace

p(Xi, X}) = cov (Xi —E(X) X; - E<Xj))  cov(X;, X))

o(Xi) = oX)) Co(XDo (X))
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Z koeficientl korelace se sestavuje korelacni matice ndhodného vektoru (X1, ..., X,)
1 p(X1, X2) -+ p(X1, Xn)
p(X2, X1) 1 e p(X2, Xn)
p(X1, ..., Xp) = : A o
/O(Xn’Xl) p(X}’hXZ) 1

2.2. Nahodny vybér a jeho charakteristiky

Opakujeme-li n-kréat nezavisle pokus, jehoZ vysledkem je hodnota ndhodné veliCiny X s distri-
bucni funkci F(x, 6), kde 0 je redlny parametr (pfipadné vektor parametrti nebo jejich funkce)
daného rozdé€leni pravdépodobnosti, pozorujeme vlastné¢ ndhodny vektor X = (Xq, ..., X,,)
a predpokldddme, Ze jeho slozky jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny X; se stejnou distribu¢ni
funkci, jako ma pozorovand ndhodna veli¢ina X. Nahodny vektor X = (Xq,..., X,) pak
nazyvame ndhodnym vybérem z ndhodné veliCiny X nebo z jejtho rozdé€leni pravdépodob-
nosti a ¢islo n rozsahem nahodného vybéru. MnoZzinu vSech uvazovanych hodnot parametru 0
nazyvame parametrickym prostorem.

Ciseln}’/ vektor x = (x1,...,x,), ktery ziskdme pfti realizaci ndhodného vybéru, kde x;
je pozorovand hodnota slozky X;, i =1, ..., n, nazyvdme pozorovanou hodnotou nahodného
vyberu X = (X1, ..., X,).

Funkci ndhodného vybéru T' (X1, ..., X,;) nazyvame vybérovou charakteristikou nebo sta-
tistikou, jeji hodnotu na pozorované hodnoté ndhodného vybéru r = T'(x1, ..., x,,) nazyvime

empirickou charakteristikou nebo pozorovanou hodnotou statistiky T .
NejvyznamnéjSimi vybérovymi charakteristikami jsou:
1. vybérovy primér
1 n

Y:—ZX,-,

S

2. vybérovy rozptyl
1

n
=" X=X
i=1

3. vybérova smérodatnd odchylka
NERVATS

4. vyberovy koeficient korelace

N

T X =X = Y)

R — i=1
S(X)SY)

pro ndhodny vybér z ndhodného vektoru (X, Y), kde S(X), S(Y) jsou vybérové sméro-
datné odchylky ndhodnych veli¢in X, Y.

Zékladni vlastnosti vybérového priméru a vybérového rozptylu jsou:
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1. Jestlize pozorovand ndhodné veli¢ina X m4 stfedni hodnotu E(X), pak
E(X) = E(X).
2. Jestlize pozorovand ndhodné veli¢ina X m4 rozptyl D(X), pak

o(X) = o) E($%) = D(X).
; N

Hodnoty empirickych charakteristik jsou ndhodné, pti opakovanych realizacich ndhodného
vybéru se ndhodné méni. Z predchazejiciho vSak plyne, Ze napf. pro n — oo rozptyl vybéro-
vého priméru D(X) — 0, takze pro dostate¢né velké n je ,takfka jisté“ aritmeticky pramér X
blizky nezndmé stfedni hodnoté rozdéleni E(X).

_ DX
D(X):(T)

2.3. Rozdéleni pravdépodobnosti pro aplikace

Uvedeme si nékterd zndma rozdéleni pravdépodobnosti.

Normdlni (Gaussovo) rozdéleni N(w,o?), kde u,0? € R, 0 > 0, md hustotu pravdépo-
dobnosti

1 [ (x — p)?

exp | ———

oN2m P 202
sttedni hodnotu E(X) = u, rozptyl D(X) = o2 a koeficient Sikmosti A(X) = 0.

Transformaci ndhodné veli¢iny X s normdalnim rozdélenim N (u, 02) na ndhodnou veli¢inu

fx) =

] , X € (—00,00),

X_
z=2"HF

o

dostaneme normované normdlni rozdéleni N (0, 1). Pro jeho kvantily plati z1_4 = —zq,
a € (0,1).

Pearsonovo rozdéleni x?(k) s k stupni volnosti, kde k € N, ma hustotu pravdépodobnosti

efx/2 k/2—1
f(x):{ S PO X €0.00).

pro x € (—o0,0),

o
I'(2) :/ le7dr, z>0,
0
je tzv. gama funkce, stredni hodnotu E(X) = k, rozptyl D(X) = 2k a koeficient Sikmosti
A(X) = 4//2k.
Studentovo rozdéleni S(k) s k stupni volnosti, kde k € N, ma hustotu pravdépodobnosti

kil

() (2
fx) = —=2/~ (1 +—) , x € (—00,00),
3) k

sttedni hodnotu E(X) = 0 pro k > 1, rozptyl D(X) = k/(k — 2) pro k > 2 a koeficient
Sikmosti A(X) = 0 pro k > 3. Pro jeho kvantily plati t{_4 = —1,, @ € (0, 1).
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Fisherovo-Snedecorovo rozdeéleni F(ki, k2) s ki, k> stupni volnosti, kde k1, kp € N, ma
hustotu pravdépodobnosti

ﬁ k k1+ky
(k—l) 2x7171(1+kf1x 2
2 T k2 pro x € (0, 00),
fx) = B(4.%)
0 pro x € (—o0,0),
kde
1
_ _ I'(z)T'(z2)
B(z1,z =/ Tl —prlgr = 2 22 2 50,20 > 0,
(21, 22) A ( ) F it o) 1 2

je tzv. beta funkce, stiedni hodnotu E(X) = ¢ 2]‘32 pro ko > 2 arozptyl D(X) =

pro kp > 4. Pro jeho kvantily plati Fi_,(k1, ko) = 1/ Fy(ka, k1), o € (0, 1).

2k3 (ky+ko—2)
k1(ka—2)*(ka—4)

m
Multinomické rozdéleni M(n, p1, ..., pm), kde n € N, p1, ..., pm >0, > pi < 1, méd
i=1
sdruzenou pravdépodobnostni funkci

X X x m ”_‘Z Xi
n!P11P2 D" (17‘21 Pi) =1 i <
— = pro xi, ..., x;m =1, ..., n, XiSn
p(-x19 X2, ’xm) xl!_xZ!...xm!(n—z_xi)! " i=1 :
i=1
0 jinak,
stred (E(X1), ..., E(Xn)) = (npy, ..., npy) a kovariancni matici
npi(l —p1) —npip2 -+  —npipm
—npapr np2(1 —p2) -~ —npap
COV(XI,---aXm): . . . "
—nPmP1 —npmp2 -+ npm(l = pm)

Pro jediné m = 1 se M (n, p) nazyva binomické rozdéleni Bi(n, p).

Weibullovo rozdeéleni W (b, c, §), kde b, 5 > 0, ¢ € R, ma hustotu pravdépodobnosti

o=t () e (5] venm
fx_(3 5 exp 5 , Xx € {c,00),

stfedni hodnotu E(X) = ¢ +8I'(1/b+1), rozptyl D(X) =8> [I'(2/b+1) —=T*(1/b+ 1)]
a koeficient Sikmosti

F(3/b+1)=3r(1/b+1)r2/b+1)+21°(1/b+1)
[T (2/b+1) =T2(1/b+1)]? '
Ptitom b je parametr tvaru, c je prahovy parametr a § je parametr méritka. Pro b ~ 3,6 je

Weibullovo rozdé€leni blizké normalnimu rozdéleni.
Pro b =1 se W(1, ¢, §) nazyva exponencialni rozdeleni E (X, c).

AX) =
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2.4. Odhady parametra a testovani hypotéz

Odhadem T parametru 0 je statistika 7' (X1, ..., X,), kterd na celém parametrickém prostoru
nabyva hodnot blizkych parametru 6. Odhad T parametru 6 je nestranny (nevychyleny), jestlize
E(T) = 6. V opacném piipad¢ je odhad stranny (vychyleny).

Bodovym odhadem parametru 6 je pozorovand hodnota t = T'(xy,...,x,) odhadu T.
Interval spolehlivosti nebo také konfidencni interval pro parametr 6 se spolehlivosti 1 — «,
kde @ € (0; 1), je dvojice takovych statistik Ty, 75, Ze P(T; < 6 < T») = 1 —a pro libovolnou
hodnotu parametru 6. Intervalovy odhad parametru 6 se spolehlivosti 1 — « je pak interval
(t1; 1), kde t1, tp jsou pozorované hodnoty statistik 77, 7. Intervalové odhady délime na
oboustranné a jednostranné podle toho, zda je ohranicujeme oboustranné nebo jednostranné.

Statisticka hypotéza H je tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti pozorované
ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci F(x, ). Platnost hypotézy ovéfujeme postupem,
ktery se nazyva test statistické hypotézy. Proti testované (nulové) hypotéze H stavime tzv.
alternativni hypotézu H, kterou volime dle pozadavki dlohy. Hypotéza je jednoduchd, jestlize
uvazujeme jedinou hypotetickou hodnotu, v opacném piipadé je hypotéza sloZend. SloZena
hypotéza muze byt jednostrannd (napt. H: 6 < 6p) nebo oboustrannd (napf. H: 6 # 6p).
Parametricka hypotéza je tvrzeni o parametrech pozorované ndhodné veli¢iny, neparametricka
hypotéza je tvrzeni o kvalitativnich vlastnostech pozorované ndhodné veli¢iny.

Testové kritérium je vhodnd statistika 7'(Xq, ..., X,;) zkonstruovand pro test dané hypo-
tézy H proti dané alternativni hypotéze H. Obor hodnot testového kritéria T se za pied-
pokladu platnosti hypotézy H rozdé€li na dvé disjunktni podmnoZiny, a to kriticky obor W,
a jeho doplnék W,,. Kriticky obor W, se vzhledem k alternativni hypotéze stanovi tak, aby
pravdépodobnost, Ze testové kritérium 7" nabyde hodnotu z kritického oboru, byla nejvyse «.
Cislo « > 0 nazyvame hladina vyznamnosti testu. O hypotéze rozhodujeme na zikladé pozo-
rované hodnoty testového kritéria t = T (xy, ..., x,). Jestlize t € W,,, zamitdme hypotézu H
a soucasné nezamitdme alternativni hypotézu H na hlading vyznamnosti «. Jestlize naopak
t € W, nezamitdme hypotézu H a souasné zamitdme alternativni hypotézu H na hlading
vyznamnosti «.

Chyba prvniho druhu nastane, jestlize zamitneme platnou hypotézu. Jeji pravdépodobnost
je hladina vyznamnosti testu «. Chyba druhého druhu nastane, jestlize nezamitneme neplatnou
hypotézu. Pravdépodobnost této chyby znac¢ime g a ¢islo 1 — B nazyvame silou testu.

K testovdni statistickych hypotéz 1ze rovnéz pouzit pfimo intervalové odhady. Pfi testovani
na hladiné vyznamnosti o pak misto testového kritéria zvolime vhodny intervalovy odhad se
spolehlivosti 1 — «.

Pti testovani statistickych hypotéz lze také misto kritického oboru pouZit tzv. p-hodnotu.
Pro pozorovanou hodnotu 7 testového kritéria T je p-hodnotou &islo 1 — P(—t < T < 1).
Jestlize p < a, zamitdame hypotézu H a soucasné nezamitdme alternativni hypotézu H na
hladiné vyznamnosti «. JestliZze naopak p = «, nezamitime hypotézu H a soucasné zamitdme
alternativni hypotézu H na hladiné vyznamnosti o.
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2.5. Linearni regresni analyza

Regresni analyza zkouma zdvislost zdvisle proménné ndhodné veli¢iny Y na nezavisle pro-
ménném ndhodném vektoru X = (X1, ..., Xy). Zdakladni linedrni regresni model uvazujeme
ve tvaru

Y=/ X+ -+ B Xni+e, i=1,...,n,

vektoroveé zapisujeme

Y=XB+e,
kde
Yy X110 Xn B1 €1
Yn Xln an ,Bk Ek

pricemz E(e) = 0 a cov(e) = 021, kde 0% > 0, takze slozky vektoru & jsou nekorelované a
maji stejny rozptyl 2. Platf

E(Y)=XB, cov(Y)=0c"I.

Nejlepsi nestranny odhad vektoru regresnich koeficientii B je vektor b, ktery ziskdme
metodou nejmensich ctverci, tj. minimalizaci rezidudlniho souctu ctverci

(Y — XB)T (Y — XB).

Jestlize matice X md plnou hodnost k < n, existuje jediny vektor b, ktery je feSenim soustavy

normdlnich rovnic
X'xb=Xx"Ty,

kde matice X7 X je regulrni, a to
b=(Xx"x)"'xTy.

Plati
Eb) =8, cov(b)=0c>(XTX)"".

Vektor bodovych odhadt I//\, hodnot (stfednich hodnot) Y;, i =1, ..., n, je
Y=xb=x(x"x)"'x"y.

Bodovy odhad rozptylu o je

, Y'Y —p'XTY Y'Y -YTX(X'X)"'X"Y Y'Y -YTY

2.1
n—=k n—=k n—=k 21

S
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Kapitola 3

Z.akladni metoda bootstrap — presnost
odhadu

3.1. Stredni kvadraticka chyba a tolerance chyby odhadu

Nechf X je ndhodnd veli¢ina a nechf 6 je parametr jejtho rozdéleni pravdépodobnosti. Reali-
zujeme ndhodny vybér (X1, ..., X,) z této ndhodné veli¢iny o rozsahu n. Na zédklad€ pozo-
rovanych hodnot vypocitdime odhad parametru 6 a oznaéime jej 0. Pak stiedni kvadratickou
chybou odhadu 6 rozumime hodnotu

MSE = E@ — 0)2.

DileZitost stiedni kvadratické chyby vyplyva z nasledujici Cebysevovy-Markovovy nerovnosti:
~ 1
P(|0 -0 < kvMSE) >1-— 2 pro libovolné k.

Pokud napft. zvolime k = 2, dostdvame
P(6 —2¥/MSE < § < 6 + 2v/MSE) 2 0,75.

Cislo 2+/MSE nazyvéame toleranci chyby odhadu a pouzivame ho jako hrubou miru pfesnosti
odhadu v ptipadech, kdy Zadnou vhodnéjsi miru nemame k dispozici.

Vychylenim odhadu 6 parametru 6 rozumime Bias(6 ) = E(6) — 6. Snadno se ukdZe, Ze
plati MSE = D(G) + (Blas (0 ))2

Pokud napiiklad odhadujeme stfedni hodnotu rozdéleni E(X) vyb&rovym priimérem X,
muiZeme vyuZit faktu, Ze rozptyl vybérového primeéru je

— DX
i) = 20

Odhadneme-li dile rozptyl rozdéleni D(X) vybérovym rozptylem S2, pak s vyuZitim centralni
limitni véty dostdvame asymptoticky konfidencni interval se spolehlivosti 0,95:

E(X) € X2 %125).
NG NG
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Pak 25n~!/2 je v tomto piipadé toleranci chyby odhadu X.

V mnoha ptipadech ovSem nezndme analytickou metodu vypoctu stiedni kvadratické chyby
a tolerance chyby odhadu. Pfedstavme si ale, Ze bychom mohli mnohokrit opakovat realizaci
ndhodného vybéru o rozsahu n z ndhodné veli¢iny X. Ozna¢me 6; odhad parametru 6 vypo-
¢itany z pozorovanych hodnot ndhodného vybéru pfi i-tém opakovani a MSE; stfedni kva-
dratickou chybu tohoto odhadu. Pak pfi dostatecné velkém poctu opakovdni miiZzeme stfedni
kvadratickou chybu odhadu 6 odhadnout

B B
— 1 1 ~ 2
MSE = EZMSEi = EZ(Qi —6)7,
i=1 i=1
kde ¢islo B oznacuje pocet provedenych opakovini. Takovéto opakovani obvykle neni ve
skute¢nosti mozné, a proto musime pristoupit k dalsi aproximaci vypoctu odhadu MSE.

3.2. Bootstrapovy odhad stredni kvadratické chyby,
rozptylu, smérodatné odchylky a vychyleni

Pokud nezndme rozdéleni pravdépodobnosti pozorované ndhodné veli¢iny X nebo neni k dis-
pozici intervalovy odhad jejtho parametru 8, nahradime soubor pozorovanych hodnot (x1, ..., x,)
ndhodného vybéru (X1, ..., X;) novym souborem ziskanym z (xi, ..., x,) ndhodnym vy-
bérem s opakovanim (s vracenim). Takto ziskany ndhodny vybér nazyvame bootstrapovym
vybérem.

Pti odhadu stfedni kvadratické chyby, rozptylu, smérodatné odchylky a vychyleni odhadu 6
parametru 6 rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X postupujeme ndsledovné:

1. Z pozorovanych hodnot (x1, ..., x,) ndhodného vybéru (X1, ..., X;) vypocitime odhad
6 parametru 6.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybérii (s opakovanim) o rozsahu n z pozo-
rovanych hodnot (xp, ..., x,). Obvykle volime B = 1000.

3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdime odhad parametru 6 a oznacime é\b,i, kde i =
=1,2,...,B.

4. Bootstrapovym odhadem parametru 6 rozumime obvykle aritmeticky primér

1 B
0 = E;Qb””

5. Bootstrapovym odhadem stredni kvadratické chyby MSE odhadu 6 je

B
_— 1 s
MSE,, = E;(e”’i -0)".
6. Bootstrapovym odhadem rozptylu D(§ ) je

1 B

P . 1 S 2
D(Q)b:ﬁg <9b’i_§§ 9b,i>-
i=1

i=1



24 Zékladni metoda bootstrap — presnost odhadu

7. Bootstrapovym odhadem smérodatné odchylky o (é\ ) je

B

SN 1 PO LA
5(0), =\ 57 2 (i =5 > 0ba) - (3.1)
i=1

i=1

8. Bootstrapovym odhadem vychyleni Bias (GA ) odhadu 6 je
1B
B(9), = EZ bi — 6.

3.3. Parametricky bootstrap

Na metodu bootstrap lze také pohlizet parametricky. V tom piipadé¢ predpokladiame, Ze
zname rozdéleni pravdépodobnosti pozorované nahodné veli¢iny X. Z pozorovanych hod-
not (xi,...,x,) ndhodného vybéru (Xi,..., X,) odhadneme vSechny potfebné parametry
jeji distribucni funkce a bootstrapové ndhodné vybéry nyni realizujeme jako ndhodné vybéry
z takto odhadnuté distribu¢ni funkce. VSechny nasledné vypocty se pak uz nelisi od téch
popsanych vyse.
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Kapitola 4

Intervalové odhady parametru rozdéleni
pravdépodobnosti

4.1. Pivotové odhady

Nechtf Z je spojitd ndhodnd veli¢ina se stifedni hodnotou E(Z) = 0, rozptylem D(Z) = 1
a hustotou pravdépodobnosti f(z). Nechf X je spojitd ndhodnd veli¢ina dand vztahem

X=u+ocZ, kde o >0,

tedy mé hustotu pravdépodobnosti

g(x):lf(x “).
o o
Potom stfedni hodnota E(X) = u, rozptyl D(X) = o2 a smérodatnd odchylka o(X) = o.

V této podkapitole ukdZeme, jak ziskat metodou bootstrap odhad konfiden¢niho intervalu
pro odhady stfedni hodnoty w, rozptylu o> a smérodatné odchylky o. Pfitom budeme pou-
zivat ndsledujici odhady parametrii: 1 odhadneme vyb&rovym priimérem X a o odhadneme
vybérovou smérodatnou odchylkou S. Vice viz [3]

V nésledujicim budeme ukazovat konfiden¢ni intervaly se spolehlivosti 1 — 2« ziskané
pomoci a-kvantilii a (1 — o)-kvantilti pfisluSnych rozdéleni pravdépodobnosti. Pochopitelné
neni nutné volit pravé tyto kvantily. Konfiden¢ni interval se spolehlivosti & ziskdme pomoci
libovolné dvojice ¢-kvantil, n-kvantil, kde n —¢ =§ a &, ¢, n € (0; 1).

4.1.1. Intervalovy odhad stredni hodnoty
Pokud Z mé normované normdlni rozdéleni pravdépodobnosti N (0; 1), pak statistika
X —pu

NG

m4 Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti a plati

t
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kde 1y je (1 — a)-kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Odtud odvodime
konfidenéni interval se spolehlivosti 1 — 2«

— S S
JYS <X — tl_aﬁ; X +t1_aﬁ) .

Pokud Z nema normalni rozdéleni pravdépodobnosti, rozdéleni pravdépodobnosti statis-
tiky ¢ je stdle nezdvislé na u i o, ale uz se nejednd o Studentovo rozdéleni. Nicméné pokud
bychom mohli néjakym zpisobem zjistit hodnoty kvantilti tohoto nezndmého rozdéleni, stéile

F < < — = 20(
o S/f l—«

a konfidenc¢ni interval se spolehlivosti 1 — 2« by mél tvar

X S 3 S
JVRS ( _tl_aﬁ’ _taﬁ) .
Hodnoty kvantilti rozdéleni pravdépodobnosti statistiky ¢ odhadneme pomoci metody boot-
strap.
Postup pro ziskdni konfidencniho intervalu pro u = E(X) bude tedy nésledujici:
1. Z pozorovanych hodnot (x1, ..., x,) ndhodného vybéru (X1, ..., X,) vypocitime pozo-
rované hodnoty vybé&rového priiméru X a vybérové smérodatné odchylky .
2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybérii (s opakovanim) o rozsahu n z pozo-
rovanych hodnot (xi, ..., x,). Obvykle volime B = 1000.
3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypo&itdme pozorovanou hodnotu vybé&rového priméru X, ;
a vybérové smérodatné odchylky S, ; a hodnotu statistiky 7

kdei=1,2,...,B.
4. a-kvantil a (1 —«)-kvantil rozdé€leni pravdépodobnosti statistiky #, odhadneme hodnotami
b« @ tp,1—¢ spliiujicimi co nejpfesnéji

{tp,is tni S tha}|/B=a, |{tnisthi < tp1-a}|/B=1—a,

kde {{. . }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto pripadé pocet jejich prvka.
5. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 =2« pro stfedni hodnotu E (X)

Je
P s = ;
l/L (S X lb’l_af’ 1‘( lb,a\/_ .

4.1.2. Intervalovy odhad rozptylu a smérodatné odchylky

Pokud Z m4 normované normélni rozdé€leni pravdépodobnosti N (0; 1), pak statistika

, (n—1)8$?
X :T
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ma Pearsonovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti a plati

(n—1)8?
P (Xo% < —02 < X12—a =1-2a,

kde Xo% a X12_a jsou a-kvantil a (1 — «)-kvantil Pearsonova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Odtud odvodime konfiden¢ni interval se spolehlivosti 1 — 2«

, [((n=1)S* (n—1)S?
o~ € 5 s 3 .
Al-a Xa

Pokud Z nemd normdlni rozdé€leni pravdépodobnosti, rozdéleni pravdépodobnosti statis-
tiky x?2 je stile nezavislé na u i o, ale uZ se nejednd o Pearsonovo rozdéleni. Nicméné pokud
bychom mohli néjakym zpisobem zjistit hodnoty kvantilii tohoto nezndmého rozdéleni, vyse
uvedené rovnosti by stéle platily. Hodnoty kvantilé rozd&leni pravdépodobnosti statistiky x>
odhadneme pomoci metody bootstrap.

Postup pro ziskani konfiden¢niho intervalu pro 02> = D(X) a 0 = o(X) bude tedy
ndsledujici:

1. Z pozorovanych hodnot (x1, ..., x,) ndhodného vybéru (X, ..., X,) vypocitime pozo-
rovanou hodnotu vybérového rozptylu S2.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybért (s opakovdnim) o rozsahu n z pozo-
rovanych hodnot (xi, ..., x,). Obvykle volime B = 1000.

3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdme pozorovanou hodnotu vybérového rozptylu Sl%,i

a hodnotu statistiky x?

, (- DS,
Xb,l - S2 )

kdei=1,2,...,B.
4. a-kvantil a (1 — «)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky x§ odhadneme hodno-
tami X,i o @ Xl%,l—a spliiujicimi co nejpresnéji

Wxeisxoi S xoatl/B=ca, |{xiixoi < Xor—a}|/B=1—qa,

kde {{. .. }‘ znadi velikost mnoZiny, tj. v tomto pifipadé pocet jejich prvkd.
5. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2a pro rozptyl D(X) je

, [(n—=1)S* (n—1)S?
o° € 3 ; 3 .
Xb,l—oz Xb,ot

6. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 —2a pro smérodatnou odchylku

o(X) je
(\/(n— 1)s2 \/(n— 1)52>
o € > ; 5 .
Xb,1—a Xb,a
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4.1.3. Obecny pivotovy konfiden¢ni interval

Vyse uvedené konfiden¢ni intervaly jsou konkrétnimi priklady obecnéjSich formuli. Zcela
obecné konfiden¢ni intervaly pro libovolné parametry rozdéleni pravdépodobnosti odhadované
libovolnymi statistikami uvadi [2].

Necht 6 je libovolny parametr (popf. parametrickd funkce) rozdéleni pravdépodobnosti
ndhodné veli¢iny X a nechf 0 je néjakym jeho odhadem. Nechf 8(5 ) p J€ bootstrapovym
odhadem smérodatné odchylky odhadu 6 podle (3.1). Pokud u ndhodné veliCiny é\b, tj. odhadu
parametru 6 na zdkladé bootstrapovych ndhodnych vybérti, miZzeme predpoklddat normalni
rozdéleni pravdépodobnosti, pak statistika

Y
7(6),

mé Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti a plati

0—6

P —a < = < Heg | = 1— 20[,
5(9),

kde t;—, je (I — a)-kvantil Studentova rozdé€leni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti.

Odtud snadno odvodime bootstrapovy konfidencni interval se spolehlivosti 1 — 2« pro odhad
parametru 6

t

6e(@-145(0),0+n45(0),).

V pfipadé, kdy u ndhodné veli¢iny 6 nelze predpoklddat normdlni rozdéleni, musime
hodnoty kvantilti rozdéleni pravdépodobnosti statistiky ¢ opét odhadnout metodou bootstrap.
Postup pro ziskdni konfidencniho intervalu pro parametr 6 bude tedy nésledujici:

1. Z pozorovanych hodnot (xi, ..., x,) ndhodného vybéru (X, ..., X,) vypocitime od-
had 6 parametru 6.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybért (s opakovanim) o rozsahu n z pozo-
rovanych hodnot (xi, ..., x,). Obvykle volime B = 1000.

3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitime odhad GA;,J- parametru 6 a jeho smérodatnou
odchylku a(§b7 ;). Pokud pro ni nezname Zadné analytické vyjadieni, odhadneme ji vno-
fenou metodou bootstrap podle (3.1). Obvykle volime B = 100.

4. Pro kazdy bootstrapovy vybér ddle vypocitime hodnotu statistiky

Opi — 0

thi = = s
b,i O’(Qb’l’)

kdei=1,2,...,B.

5. Podle (3.1) spoitime odhad smérodatné odchylky & (8 ), odhadu 6.

6. o-kvantil a (1 —«)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky #, odhadneme hodnotami
b« @ tp,1—¢ spliujicimi co nejpfesnéji

Htviithi S tho}|/B =0, |{tpiitpi < th1-a}|/B=1—0,

kde !{. - }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto piipadé pocet jejich prvk.
7. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2« pro parametr 0 je

0 e (é\— tb,l—aa'\(é\)b§ é\— tb,aa\(é\)b)-
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4.2. Kvantilové odhady

V této podkapitole se sezndmime s intervalovymi odhady, které vychdzeji pfimo z rozd¢-
leni pravdépodobnosti bodovych odhadi. Jsou proto zcela obecné, pouzitelné pro libovolny
parametr, piip. parametrickou funkci, a pro libovolny jeho odhad.

4.2.1. Jednoduchy kvantilovy konfidenc¢ni interval

Postup pro ziskdni jednoduchého kvantilového konfiden¢niho intervalu je nédsledujici:
1. Realizujeme B ndahodnych bootstrapovych vybért (s opakovanim) o rozsahu n z pozoro-
vanych hodnot (x, ..., x,) ndhodného vybéru (X1, ..., X,). Obvykle volime B = 1000.
2. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdime odhad §b7 ; parametru 6.
3. a-kvantil a (1—o«)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky é\b odhadneme hodnotami
é\b,a a §b,1—a splilujicimi co nejpresnéji

60,53 0p: S Opa}|/B=a, |{0pis0pi SOpi1—a}|/B=1-a,

kde !{. . }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto piipadé pocet jejich prvk.
4. Bootstrapovym jednoduchym kvantilovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 —2«
pro parametr 0 je L
0 € (eb,ot; 0b,1—oz>-

4.2.2. Reziduovy kvantilovy konfiden¢ni interval

Reziduem rozumime & = 6 — 0. Oznacime a-kvantil a (1 — a)-kvantil rozdéleni pravdépodob-
nosti ndhodné veli¢iny ¢ jako &, a €. Pak plati

P(ea <06—6 §81_a) =1-2a.
Odtud odvodime konfiden¢ni interval se spolehlivosti 1 — 2«
0 e <§— 1o 0 — £q).

Kvantily rozdéleni pravdépodobnosti rezidua ovsem nezndme a odhadneme je metodou boot-
strap.
Postup pro ziskédni reziduového kvantilového konfiden¢niho intervalu je nésledujici:
1. Z pozorovanych hodnot (xi, ..., x,) ndhodného vybéru (X1, ..., X,) vypocitime od-
had 6 parametru 6.
2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybérl (s opakovdnim) o rozsahu n z pozo-
rovanych hodnot (xp, ..., x,). Obvykle volime B = 1000.
3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitime odhad é\b,,- parametru 0 a reziduum e, ; =
=0p,; — 0.
4. a-kvantil a (1 — «)-kvantil rozdé€leni pravdépodobnosti rezidui e¢;, odhadneme hodnotami
€b.a A ep 1—¢ spliujicimi co nejpresnéji

Hebisevi S eva}|/B=a, |{evniseni < epi-al}|/B=1—a,

kde !{. . }‘ znaci velikost mnoZziny, tj. v tomto pripadé pocet jejich prvka.



30 Intervalové odhady parametrii rozdéleni pravdépodobnosti

5. Bootstrapovym reziduovym kvantilovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2«
pro parametr 6 je

o~

0 e <§— ep1—a; 0 — eb,(,[).

4.2.3. BCA kvantilovy konfidenc¢ni interval

Miize se stat, Ze jednoduché a reziduové kvantilové konfidenc¢ni intervaly jsou vychylené nebo
prilis Siroké oproti hodnotdm pozorovanym v praxi. K odstranéni téchto nedostatkti proto kon-
struujeme tzv. BCA konfidencni intervaly (z anglického bias corrected and accelerated), které
jsou sice také omezeny dvéma kvantily rozdéleni pravdépodobnosti bootstrapového odhadu Oy,
ale na rozdil od pfedchozich metod se jiZ nemusi nutné jednat o a-kvantil a (1 — «)-kvantil
pro spolehlivost 1 — 2.

V této metod¢€ vychdzime z predpokladu, Ze existuje néjakd transformace parametru 6,
jejiz rozdéleni pravdépodobnosti je normdlni a jejiZ sttedni hodnota a rozptyl zdviseji na 6.
Konfidenc¢ni interval pak zkonstruujeme pro transformovany parametr a inverzni transformaci
jeho mezi ziskdme konfiden¢ni interval pro 6. Elegance metody spocivd v tom, Ze predpokla-
danou transformaci viibec nepotfebujeme znét v explicitnim vyjadieni, realizujeme ji metodou
bootstrap.

Predpokladejme, Ze existuje rostouci transformacéni zobrazeni T takové, Ze T(@) ma nor-
malni rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou

E[T(0)] =T®) - zo[l +aT(©®)]

a smérodatnou odchylkou R
o[T(0)] =1+aT(®).

Nechft 71—, je (1 — «)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti. Pak

p(_zl_a Te)-T®)

) =12,
| +ar@g 0= “) “

odkud snadno odvodime konfiden¢ni interval se spolehlivosti 1 — 2«

T(6 — 71 0 _
T(Q)e( (6) +z0—zi a;T(9)+ZO+Zl a)‘
1l—a(zo—71—a) 1—a(zo+ z21-a)
Vzhledem k tomu, Ze ndhodné veliCiny
T(6y) —T(6) T(6)—T®)
= —— 4
L+ar(@) % Titare

maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti (podle predpokladu normované normaélni), plati

N T(0A)+Z0+Z1—a> <T(§b) ~7() 20 + 21—« >
P(T(8 =P 4 +20) =
< (%) < I —a(zo+ z1-a) 1+aT(0) o I=ato+z1-0) K

:P<Z< 20 + 21—a -I—Z()),
I —a(zo+ 21-q)
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kde Z mé normované normélni rozdéleni pravdépodobnosti. Odtud vyplyvd, Ze horni mez
konfidenéniho intervalu pro 7'(0) je

20 + 21—«
g = 20.
1 —a(zo+ z1-a)
Obdobné se odvodi dolni mez
20 — {l—«
Ip = + 20.

I —a(zo — 21-a)

Zbyva odhadnout hodnoty zg a a. Nechf pg je podil pozorovanych hodnot rozdéleni prav-
dépodobnosti ndhodné veliciny 0 s vlastnosti é\b < 6 ku viem pozorovanym hodnotdm. Pak
zo méa takovou hodnotu, Ze plati P(Z = zg) = po, kde Z ma normované normalni rozdéleni
pravdépodobnosti. Z toho vyplyva, Ze zo koriguje vychyleni medidnu bootstrapového odhadu.

Akcelerace a méfi rychlost zmény & (5 ), (viz rovnice (3.1)) v zavislosti na zmé&né skutecné
hodnoty parametru 6. Uvadi se vice riznych odhadu pro a, nejcastéji vSak nasledujici zaloZzeny
na mite Spicatosti rozdéleni ndhodné veliiny X.

Ozna¢me 6_; odhad parametru 6 spocitany s vynechdnim X;, tj. z ndhodného vybéru
(Xl, ey X,'_l, X,'_H, ey Xn). OznaCme

1 n
6 )= Eze"”
i=1
Pak . 3
> (9( ) —9—i>
=l
a=—= 4.1
o [Z (9(>—9—i> ]

i=1

Postup pro ziskdni BCA konfidenéniho intervalu pro parametr 6 je tedy nésledujici:

—

. Z pozorovanych hodnot (xi, ..., x,) ndhodného vybéru (X, ..., X,) vypocitime od-
had 6 parametru 6.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybért (s opakovdnim) o rozsahu n z pozo-
rovanych hodnot (xi, ..., x,). Obvykle volime B = 1000.

. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitime odhad é\b,i parametru 6.

4. Spocitame korekci vychyleni medidnu

omot (1t =01

B

(98]

kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normédlniho rozdéleni pravdépodobnosti a
‘{ e }| znaci velikost mnoZziny, tj. v tomto pripadé pocet jejich prvk.

. Spocitame akceleraci a podle vzorce (4.1).

6. Spocitdme

20 — 21—« 20 + 21—«
a1 =P + 7z a oar=¢ +zo0 .
: (1 — a0 — 71—« °> 2 (1 —a(z0+ 71-) °>

N
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7. ap-kvantil a (1 — ap)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky é\b odhadneme hod-
notami 6y, o, a 6p,1—q, spliiujicimi co nejpiesnéji

‘{é\b,ﬁ Opi < é\b,al}‘/B =aj, ‘{é\b,ﬁ Op,i < é\b,l—az}‘/B =1—a.
8. BCA konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2o pro parametr 6 je
0 € (é\b,otl; é\b,l—az)'

Vv,

Jednodussi verzi BCA intervalt jsou tzv. BC konfidencni intervaly, u kterych se voli a = 0.

4.3. Testovani hypotéz

Bootstrapové konfiden¢ni intervaly maji zdsadni vyuZiti také v oblasti testovdni hypotéz.
Chceme-li testovat hypotézu H: 6 = 6y na hladiné¢ vyznamnosti 2«, sestrojime jednoduse
konfiden¢ni interval pro 6 se spolehlivosti 1 —2«. Hypotézu na hladin€ vyznamnosti 2« neza-
mitneme, pokud 6y bude prvkem intervalu, a zamitneme, pokud 6y nebude prvkem intervalu.

Kvantily ke konstrukci konfiden¢niho intervalu pfitom zvolime intuitivné v zavislosti na
tvaru alternativy. Testujeme-li napf. proti alternativé H : @ # 6y, budeme pfi konstrukci kon-
fiden¢niho intervalu libovolného typu volit a-kvantil a (1 — o)-kvantil. Testujeme-li proti
alternativé H : @ < 6, budeme pfi konstrukci reziduového kvantilového a pivotovych konfi-
den¢nich intervalil volit 2«-kvantil a 1-kvantil, zatimco pfi konstrukci ostatnich kvantilovych
konfiden¢nich intervald (1 — 2«)-kvantil a 0-kvantil. Pfesn¢ naopak pak pii testovani proti
alternativé H : 6 > 0y, tj. pfi konstrukci reziduového kvantilového a pivotovych konfidenénich
intervalli (1 — 2«)-kvantil a O-kvantil, zatimco pfi konstrukci ostatnich kvantilovych konfi-
den¢nich intervalli 2a-kvantil a 1-kvantil.
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Kapitola 5
Bootstrapovy vybér z Casové rady

Necht (£2, X, P) je pravdépodobnostni prostor a T C R. Ndhodnym (stochastickym) proce-
sem nazveme redlnou funkci X (w, t) definovanou na mnozin€ §2 x T takovou, Ze pfi kazdém
pevném ty € T je X(w,tr) ndhodnou veli¢inou. Struéné€ zna¢ime nahodny proces pouze
{X ()};er. JestliZe mnoZina parametrti 7 je diskrétni (spocetnd), je {X (¢)};er nahodny pro-
ces s diskrétnim casem. Nazyvame ho t€Z nahodnou posloupnosti nebo casovou radou. Je-li
mnozina parametrii 7 nespocetna, je { X (¢)};cr ndhodny proces se spojitym casem. Nazyvame
ho téZz nahodnou funkci.

Néahodny proces {X (t)};cr nazyvame Markoviiv (markovsky), jestliZze pro libovolnd redlna
Cislaa, b aprolibovolndt; < --- <t, <t,kdety, ..., t,,t € T plati tzv. markovska vlastnost

Pla<X(@) <blX@t)=x1,.... X(ty) =x,) = P(a < X(t) < b|X (1) =x5).

Chceme-li metodu bootstrap aplikovat na Markoviiv proces, je tfeba pro bootstrapovy vybér
zachovat markovskou vlastnost. Toho nejlépe dosdhneme vhodnym rekurentnim vyjadfenim,
odhadem odchylek a realizaci bootstrapového vybéru z odchylek.

Nechf (X, ..., X,) je markovskd Casovd fada, pro kterou plati X; = h(X;—1) + & pro
kazdé i = 2, ..., n, kde odchylky ¢3, ..., &, tvofi ndhodny vybér z nezndmé distribu¢ni
funkce s nulovou stfedni hodnotou. Pak bootstrapovou ¢asovou fadu ziskame takto:

1. Odhadneme funkci 2(X) odhadem E(X ) a pro kazdé i = 2, ..., n vypocitime odhad
odchylky ¢; jako e; = X; — h(X;—1).

2. Realizujeme bootstrapovy ndhodny vybér o rozsahu n—1 z hodnot e, ..., e, a oznacime
ho €p2, ---5 €h .

3. Bootstrapovd casova rada se tvori rekurzivné: X, 1 = X1, Xp; = h(X;-1) + ep,; pro
i=2,...,n.

4. Déle vygenerujeme B takovych bootstrapovych ¢asovych fad, které pouZijeme k ziskani
potfebnych odhadt podle postupti uvedenych diive.

V [2] se uvadi dalsi metoda ziskdni bootstrapové casové fady z Casové fady (X1, ..., X,):

1. Zvolime vhodnou délku bloku d tak, Ze kazdd dvé pozorovani z pivodni Casové fady
vzdalend od sebe o vic neZ d kroki jsou jiZ nezdvisld. Uvazujeme pak vSechny bloky
délky d, tj. (d +1)-tice X;, ..., X; 4. (Napf. pro markovskou ¢asovou fadu bude d = 1.)

2. Bootstrapovou ¢asovou fadu ziskdme ndhodnym vybérem s opakovanim z téchto blokt
o rozsahu k, kde n = (d + 1)k.
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Kapitola 6

Vicerozmérny bootstrapovy vybér

Je zndmo vice metod, kterymi 1ze ziskat vicerozmérny bootstrapovy ndhodny vybér. Pfi jeho
realizaci obvykle nemtiZeme postupovat u kazdé slozky samostatné, protoZe chceme zachovat
pfipadnou zavislost (kovarianci, korelaci), kterd mezi sloZkami muZe existovat. Pouze pokud
predpokldddme nezdvislost slozek nebo piipadnd zdvislost nemé vliv na statistiky, které nds
ddle zajimaji, miZeme si dovolit samostatny bootstrapovy vybér pro kazdou slozku. Uvedeme
si dva zdkladni pfistupy k realizaci vicerozmérného bootstrapového vybéru.

6.1. Vicerozmérny bootstrapovy vybér z k-tic

Nechf (X1yi,..., Xki), kde i = 1,2, ..., n, je ndhodny vybér o rozsahu n z k-rozmér-
ného ndhodného vektoru (Xy, ..., Xi). Potom k-rozmérnym bootstrapovym vybérem z k-tic
rozumime ndhodny vybér s opakovdnim z k-tic (Xy;, ..., Xki), . ((lel, coos Xkby)s oo
X1p,s -+ Xkbn)), kde by, ..., b, je ndhodny vybér s opakovanim z cisel 1, ..., n. Takto

ziskany k-rozmérny bootstrapovy ndhodny vybér se pouzivd zejména pro k = 2 k vypoctiim
konfiden¢nich intervalG dvojvybérovych charakteristik, jako jsou kovariance, koeficient kore-
lace nebo pomér stfednich hodnot. Je také vhodny pro linedrni a zejména nelinedrni regresni
analyzu.

Uvedeme si napt. postup pro ziskani konfiden¢niho intervalu pro koeficient korelace:

1. Realizujeme B bootstrapovych ndhodnych vybért z pozorovanych hodnot ndhodného
vektoru (X, Y). Obvykle volime B = 1000.

2. Pro kazdy bootstrapovy vybér spocitime pozorovanou hodnotu vybérového koeficientu
korelace Ry ;, i =1, ..., B.

3. Pro intervalovy odhad koeficientu korelace p(X, Y) pouzijeme jednoduchy kvantilovy
konfidenéni interval nebo 1épe BCA konfiden¢ni interval.

Reziduovy kvantilovy konfiden¢ni interval se nedoporucuje, protoZe v nékterych ptipadech
davd meze mimo interval (—1, 1). PouZiti obecného pivotového konfiden¢niho intervalu je také

Vv s
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6.2. Vicerozmérny bootstrapovy vybér z odchylek

Predpokladdme, Ze zdvislost ndhodnych veli¢in X1, ..., X, ¥ mOZeme vyjadfit ndsledujicim
vztahem:
Y =h(X1, ..., Xp) +¢, (6.1)

kde h(X1, ..., Xx) je n€jaka funkce ndhodnych veli¢in X1, ..., Xy a odchylka ¢ je na nich
nezavisld ndhodnd proménnd se stredni hodnotou 0 a smérodatnou odchylkou o. MySlenkou
této metody je, Ze zafixujeme hodnoty ndhodnych veli¢in X1, ..., Xj, odhadneme odchylku ¢;
pro kazdé i = 1, ..., n a realizujeme bootstrapovy vybér z odchylek. Dosazenim do vztahu
(6.1) dostaneme pro kazdou ptvodni hodnotu ndhodnych veli¢in X, ..., X novou hodnotu
ndhodné veliciny Y.

Postup pro ziskdni dvojrozmérného bootstrapového vybéru je tedy ndsledujici:

1. Vypocitdame odhad fAz(Xl, ..., Xr) funkce h(Xq, ..., Xi).
2. Prokazdé i =1, ..., n vypocitime odhad odchylky e¢; = Y; — Z(XI,-, cees Xki).
3. Realizujeme ndhodny vybér s opakovanim z hodnot ey, ..., e, aoznaéime e, 1, ..., €p p.
4. Prokazdé i =1, ..., n vypo&itame Yp; = h(X1i, ..., Xii) + ep.i-
5. (k 4+ 1)-rozmérny bootstrapovy vybér pak dostdvame ve tvaru ((X 15 > Xk1, Yp1) aZ
(Xll’l’ ey anv Yb,n))-
Tento ptistup pouzivime samoziejmé tehdy, kdyZ hodnoty ndhodnych veli¢in X1, ..., Xi

byly v praxi skute¢né zafixované, napt. se méfily hodnoty ndhodné velic¢iny Y v pravidelnych
casovych a prostorovych odstupech. Je také vhodnd v ptipadech regresni analyzy, pokud X az
X chapeme jako nezdvisle proménné a Y jako zdvisle proménnou.

Odhady odchylek ey, ..., e, maji ale rozptyly zdvislé na ndhodnych veli¢inich X az
X. OznaCme

X1 Xk
x=| : - a H=x(x"x)"x"
Xin Xkn
Definujme pro kazdé i =1, ..., n i-ty diagondlni prvek matice H jako viiv i-tého pozoro-

vdni Y; a oznaéme h;. Pak rozptyl e; je o>(1 — h;), kde o2 je rozptyl odchylky &. Zavedeme
prokazdé i =1, ..., n

e
rp = ——.
Ny
Pak korigovanou odchylkou rozumime pro kazdé i =1, ..., n veli¢inu

Korigované odchylky maji konstantni rozptyl o2 stejné jako ¢ a jejich soucet je nulovy jako
soucet pozorovanych hodnot ey, ..., e,. Proto se nékdy doporucuje realizovat bootstrapovy
vybér nikoliv pfimo z pozorovanych hodnot e, ..., e,, ale z korigovanych odchylek e} aZ
e;. Zejména je tento postup vhodny, pokud rozsah ndhodného vybéru n je velmi maly nebo
pokud jsou mezi pozorovanymi hodnotami extrémné odlehld pozorovani.
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Kapitola 7

Testy hypotéz o strednich hodnotach

7.1. Nahodny vybér z dvojrozmérného nahodného vektoru

UvaZzujme nyni dvé ndhodné veli¢iny Y7, ¥» a ndhodné vybéry z téchto ndhodnych veli¢in
Y11, .oy Yin), (Y1, ..., You,), kde Y;; oznaCuje j-té pozorovéani ndhodné veliCiny Y;, j =
=1,...,n;,i =1,2. Ozna¢me ddle u; stredni hodnotu a F;(y) distribu¢ni funkci ndhodné
veliCiny Y;. Odchylky definujeme jako ¢;; = Y;; — u;.

Budeme se zabyvat problémem, jak vytvofit konfiden¢ni interval pro rozdil stfednich
hodnot ©1 — w». Pomoci tohoto konfiden¢niho intervalu pak také miZeme testovat hypotézu
H: w1 — pupy = A. Jejim specidlnim piipadem pro A = 0 je hypotéza H: u; = pno. Budeme
pfitom uvazovat dva pripady.

V prvnim piipadé budeme predpokladat, Ze rozd€leni pravdépodobnosti odchylek jsou pro
obé ndhodné veli¢iny shodnd. Pak l1ze ukdzat, Ze rozdé€leni pravdépodobnosti obou ndhodnych
veli€in Y1, Y3 jsou stejného typu a jsou pouze navzdjem posunutd o A = pu — ua, tj. F1(y) =
= F>(y—A). Pokud odchylky maji normdlni rozdéleni pravdépodobnosti, nastava tento piipad
pravé tehdy, kdyZ rozptyly ndhodnych veli¢in Y7, Y> jsou shodné, tj. D(Y1) = D(Y>).

V druhém pripadé predpokldddme, Ze rozdéleni pravdépodobnosti odchylek jsou rlizna.
Pokud se pritom jednd o dv€ riiznd normélni rozdéleni, nastdva tento piipad pravé tehdy, kdyz
rozptyly ndhodnych veli¢in Y7, Y> jsou razné, tj. D(Y1) # D(Y>).

7.1.1. Shodna rozdéleni pravdépodobnosti odchylek

Predpokldddme shodnd rozdé€leni pravdépodobnosti odchylek pro obé ndhodné veli¢iny Y7, Y,
tj. existuje jedind ndhodnd veli¢ina ¢ s distribu¢ni funkci F(g). OznaCme

Y1 —Y2— (1 — )

= ,
Spa/l/n1 +1/ny

kde Y1, Y jsou pfislusné vybérové priméry a

2

2 n; J—
_ ~ (Y - Vi)
Sp_ Zznl—l—ng—Z'

i=1 j=1
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Rozdéleni pravdépodobnosti statistiky ¢ zdvisi pouze na F(e), coZ se ukdze snadno, kdyZz
dosadime u; + ¢;; za Y;;. Po tpravé dostaneme

&1 — &)
Sep/1/n1 +1/n2
kde €1, € jsou vybérové priméry odchylek pro ndhodné veli¢iny Y1, ¥> a

(& i)?
Sep = Zznlginzg—

i=1 j=1

t(g:

Pokud ¢ méd normdlni rozdé€leni pravdépodobnosti, pak statistiky 7 i 7, maji Studentovo
rozdé€leni pravdépodobnosti s ny + no — 2 stupni volnosti a plati

V1 — o — (u) —
p (—tl—a _nhi-n (n1 — p2) - t1—a) -,
Sp«/l/nl +1/ny

kde 11— je (1 — a)-kvantil Studentova rozdéleni. Odtud konfiden¢ni interval se spolehlivosti
1 — 2« pro rozdil py — uo dostaneme ve tvaru

pi—p2 € (Y1 —=Yo—tioSp\/1/ni+ 1/np; Y1 — Yo+ ti—aSp\/1/n1 + 1/n2).

Pokud & nemd normdlni rozdéleni pravdépodobnosti, odhadneme hodnoty kvantild rozdé-
leni pravdépodobnosti statistiky 7. metodou bootstrap. Bootstrapovy konfidencni interval pro
rozdil w1 — o ziskdme ndsledujicim postupem:

1. Z pozorovanych hodnot ndhodnych vybérii z nahodnych velicin Y;, ¥> vypocitime po-
zorované hodnoty vybérovych primér Y, Y, a odchylek e;; =Y — Y;.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybért (s opakovanim) o rozsahu n{+n, z po-
zorovanych hodnot odchylek ey, ..., e1,,, €21, ..., e2,, a 0znacime ey 11, ..., €p.1n,,
€p.21s - - €b.2on,. Obvykle volime B = 1000.

3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdme pozorované hodnoty vybérovych priméri ey, ;
a hodnotu statistiky 7, 5

_ 2 "
ep,1 — €p2 (ep,ij — ep,i)
lte.bk = ,  kde Sh,ep = Z 2oy T i) .
Sb,epa/1/n1 + 1/n2 i o ny+ny,—2

kde k=1, ..., B.
4. a-kvantil a (1 — or)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky 7. , odhadneme hodno-
tami 75 o a 1 1—o Spliujicimi co nejpiesnéji

Htewk: tepk < tho}|/B =a,  |{tepii lepi < thi-a}|/B=1—a,

kde {{. .. }‘ znadi velikost mnoZziny, tj. v tomto pripadé pocet jejich prvka.
5. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2« pro rozdil strednich hod-
not ju1 — Q2 je

ui—pu2 € (Y1 =Y —tp1-aSp\/1/n1+1/n; Y1 — Yo — tpaSp\/1/n1 + 1/n2).
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7.1.2. Razna rozdéleni pravdépodobnosti odchylek

Pokud rozdéleni pravdépodobnosti odchylek pro ndhodné veli¢iny Y7, Y> jsou riznd, musime
zménit statistiku i zpiisob realizace bootstrapovych vybérii z odchylek. Ozna¢me

L= Yi—Y2— (1 — w2)
N

kde S, S% jsou vybérové rozptyly ndhodnych vybért z Yi, Y>. Rozdéleni pravdépodob-
nosti statistiky z zdvisi pouze na rozdéleni pravdépodobnosti odchylek, coZz se ukdZze snadno,
dosadime-li w; + ¢;; za Y;;. Po upravé dostaneme

g1 — &

g = ’
\/5821/”1 + 8% /n2

kde

o~ (eij — E)’
§2 — 1 2 i=1,2.
£l Z nl _ 1
j=1
Hodnoty kvantild rozdéleni pravdépodobnosti statistiky z. odhadneme metodou bootstrap.
Bootstrapovy konfiden¢ni interval pro rozdil u; — po ziskdme nésledujicim postupem:

1. Z pozorovanych hodnot ndhodnych vybéri z ndhodnych veli¢in Y, Y> vypocitime po-
zorované hodnoty vybérovych primérd Yy, Y a odchylek ¢;; = Y;; — Y.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybéra (s opakovdanim) o rozsahu n; z pozo-
rovanych hodnot odchylek ey, ..., e1,, a 0 rozsahu ny z pozorovanych hodnot odchylek
€, ..., €y, aoznalime ep 11, ..., € 1n, A €p21, -- -, € 2m,. Obvykle volime B = 1000.

3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitime pozorované hodnoty vybérovych priméri ep ;
a hodnotu statistiky z.

nj

= = = 2
€b,1 — €p2 (ep.ij — €b,i) .
Ze,bk — ) kde Sz ;] = #7 l:1’2’
b, > > b,ei n — 1
\/Sb,el/nl + Sb,eZ/n2 Jj=1 !

prok=1,2,...,B.
4. a-kvantil a (1 — o)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky z., odhadneme hod-
notami z, o a Zp,1— Spliujicimi co nejpresnéji

{zebiis Zewk < 2ba}|/B =0, [{zepks Zek < 2b1-a}|/B=1—a,

kde !{. . }‘ znaci velikost mnoZziny, tj. v tomto pripadé pocet jejich prvka.
5. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2« pro rozdil strednich hod-
not |y — Wy je

U1 — U2 € <71 —Y, — zb,l_a\/S%/nl + S%/nz;Yl —Y, — zb,a\/S%/nl + S%/n2>.
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Dalsi metody

Je nepfijemné, Ze ani v pfipadé normdlnich rozdéleni pravdépodobnosti odchylek nemaji statis-
tiky z a z. Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti a hodnoty jejich kvantilt je tfeba odhadovat
metodou bootstrap. To lze obejit tzv. Satterthwaitovou aproximaci, podle které ma statistika z
Studentovo rozdéleni s K stupni volnosti, kde

(8 /m1 + 83 /n2)’

(), ($m)

n—1 ny—1

Namisto statistiky z miiZeme také pouZit pfimo statistiku Y| — Y, a pro ni sestrojit né-
ktery z diive uvedenych kvantilovych konfidenc¢nich intervalG. V tom pfipad¢€ realizujeme B
ndhodnych bootstrapovych vybért (s opakovdanim) o rozsahu n; pfimo z pozorovanych hodnot
Vi1, ---» Y1n, @ 0 rozsahu ny z pozorovanych hodnot y>p, ..., y2u,.

7.1.3. Testovani hypotéz

Popsali jsme konstrukci konfidenénich intervall pivotového typu pro statistiku 1 — o, vyuZzili
jsme pfitom a-kvantily a (1 — «)-kvantily rozdéleni pravdépodobnosti odchylek. Jiné kvantily
téchto rozdéleni se ziskaji analogicky.

Testujeme-li hypotézu H: 1 — us = A proti alternativni hypotéze H: ) — pa # A,
vyuZijeme piislusny konfiden¢ni interval sestrojeny pomoci «-kvantilu a (1 — «)-kvantilu.
Testujeme-li ale proti alternativni hypotéze H: u; — uo > A, vyuZijeme piislusny konfi-
dencni interval sestrojeny pomoci (1 —2«)-kvantilu a O-kvantilu. A konec¢né testujeme-li proti
alternativni hypotéze H: u; — 2 < A, vyuZijeme piislusny konfiden¢ni interval sestrojeny
pomoci 2«-kvantilu a 1-kvantilu.

Pokud pozorovand hodnota parametru A je prvkem intervalového odhadu, pak na hla-
diné vyznamnosti 2« nezamitdme hypotézu H a zirovenl zamitdme alternativni hypotézu H.
Pokud pozorovand hodnota parametru A neni prvkem intervalového odhadu, pak zamitidme
hypotézu H a zdrovefi nezamitdme alternativni hypotézu H.

7.2. Nahodny vybér z k-rozmérného ndhodného vektoru

RozSifme nyni ivahy z minulé ¢asti na obecnéjsi pripad. Uvazujme k ndhodnych velicin Y| az
Y, a ndhodné vybéry z téchto nahodnych velic¢in (Y11, ..., Yi,,), ..., (Yk1, ..., Yy ), kde Y55
oznacuje j-té pozorovdni ndhodné veli¢iny Y;, j =1, ..., n;,i =1, ..., k. OznaCme dile u;
sttedni hodnotu ndhodné velic¢iny Y;. Odchylky definujeme jako ¢;; = Y;; — u;.

Budeme se zabyvat problémem, jak testovat hypotézu H: wu; = --- = ux = 0 proti
alternativni hypotéze H: 3i (u; # 0). Budeme pfitom opét uvazovat dva piipady. V prvnim
predpokldddame, Ze rozdéleni pravdépodobnosti odchylek jsou pro vSechny ndhodné veli¢iny
Y1, ..., Yx shodnd, ve druhém naopak predpoklddame, Ze nékterd jsou rtizna.



40 Testy hypotéz o stiednich hodnotdch

7.2.1. Shodna rozdéleni pravdépodobnosti odchylek

Predpokldddame, Ze vSechny odchylky &;; jsou ndhodnymi vybéry z jedin€ ndhodné veliCiny e.
Pro testovani rovnosti stfednich hodnot zavedeme statistiku

kde
koo _
1 n; E n;Yi
7, = — Yij a 7 = l:;(
n; j:l Z n;
i=1
Po dosazeni u; + ¢;; za Y;; a pfi uvazovani nulové hypotézy i = --- = uy = 0 dostdvame
k 2
> i@ — 27 k= 1)
_ i=l1
FS Tk n; k ’
> > (&ij —Ei)z/(Z n —k>
i=1j=1 i=1
kde

Pokud ndhodna veli¢ina ¢ ma normdlni rozdéleni pravdépodobnosti, statistika F, ma Fishe-
k
rovo-Snedecorovo rozdéleni pravdépodobnosti s k — 1 a > n; — k stupni volnosti a plati:
i=1

k
iE -8/ (k-1
3 nie = [tk =1

ié ‘nzil(gij - E,-)Z/ <zé "o k>

]:

P| F, < < Fi_qg | =1—2a,

kde Fy, Fi—_ jsou a-kvantil a (1 — «)-kvantil Fisherova-Snedecorova rozdéleni pravdépodob-
k
nosti s k — 1 a > n; — k stupni volnosti.
i=1
Pokud nemtizeme u ¢ predpoklddat normdlni rozdéleni, musime hodnoty kvantilti rozdéleni
pravdépodobnosti statistiky F odhadnout metodou bootstrap. Postup je ndsledujici:

1. Z pozorovanych hodnot ndhodnych vybérii z ndhodnych veli¢in Yy, ..., ¥; vypocitime
pozorované hodnoty vybérovych priméri Yy, ..., Y a odchylek e¢;; = Y;; — Y.
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k
2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybéra (s opakovanim) o rozsahu > n; z po-
i=1
zorovanych hodnot odchylek ey, ..., ex,, a oznacime e 11, ..., €p kn,. Obvykle volime
B = 1000.

3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdme pozorované hodnoty vybérovych primért ey ;
a e, a hodnotu statistiky F, j

k
> ni(eni — @) [ (k= 1)

i=1

n; k ’
(epij — Eb,i)2/<2 n; — k)
1 i=1

Fepr = —

2

i=1j=
kdel =1, ..., B.

4. o-kvantil a (1 — o)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky F, , odhadneme hod-
notami Fj, , a Fj 1—o spliiujicimi co nejpiesnéji

{Fepis Feri S Fpal|/B=a, |{Fepss Feps S Fpi-a}|/B=1—a,

kde !{. - }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto piipadé pocet jejich prvk.

Pokud tedy pozorovand hodnota statistiky F' bude leZet v intervalu

(Fota Fl—a)’ resp. (Fb,a» Fb,l—oz),

na hladin€ vyznamnosti 2o nezamitneme hypotézu H: 1 = --- = puy = 0 a zamitneme alter-
nativni hypotézu H. Pokud pozorovand hodnota statistiky F bude lezet mimo tento interval,
hypotézu H naopak zamitneme a nezamitneme alternativni hypotézu H.

7.2.2. Rizna rozdéleni pravdépodobnosti odchylek

V piipadé raznych rozdéleni pravdépodobnosti odchylek lze uvazovat vice moZnosti, jak
vhodné upravit statistiku F. Nékteii autofi uvadéji rizné modifikace statistiky nebo stupiii
volnosti jejtho rozdéleni. Mnoho piikladii z praxe ale ukazuje, Ze je mozné i zde pouZit sta-
tistiku F' s Fisherovym-Snedecorovym rozdélenim pravdépodobnosti, jako by odchylky mély
stejné normdlni rozdéleni pravdépodobnosti a ndhodné veliCiny Yi, ..., Y; mély stejné roz-
ptyly. To je mozné diky tomu, Ze statistika F je robustni a jeji rozdéleni pravdépodobnosti
je jen malo ovlivnéno mirnym porusenim piedpokladii o normalité rozdéleni odchylek nebo
o shodnosti rozptyli ndhodnych veli¢in Yy, ..., Y%.

Vhodnym kompromisem se zda byt pouZiti statistiky F' v nezménéném tvaru, avSak s po-
uzitim metody bootstrap k odhadu hodnot kvantilti jejtho rozdéleni pravdépodobnosti. Postu-
pujeme tedy takto:

1. Z pozorovanych hodnot ndhodnych vybérd z ndhodnych veli¢in Yy, ..., Yx vypocitime
pozorované hodnoty vybé&rovych priimért Y, ..., Yy a odchylek e; i=Yi— Y;.

2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybérli (s opakovanim) o rozsahu n; z pozo-
rovanych hodnot odchylek e;y, ..., ej,, proi =1, ..., k a oznalime je ep i1, ..., ep in;.
Obvykle volime B = 1000.
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3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdme pozorované hodnoty vybérovych priméri ey ;
a e, a hodnotu statistiky F, p

k

> i@ — ) k= 1)

i=1

i %(eb,lj — @p,i) /(Z n; —k>

i=1j=1

Fepi=

kdel =1, ..., B.
4. a-kvantil a (1 — o)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky F, , odhadneme hod-
notami Fp o a Fjp 1— spliiujicimi co nejpfesnéji

{Febii Fepi S Foa}|/B =0, [{Fepss Fepi < Foi-o}|/B=1—0,

kde !{. .. }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto piipadé pocet jejich prvk.

Pokud tedy pozorovana hodnota statistiky F bude leZet v intervalu

(Fp,as Fp1-a),

na hladin€ vyznamnosti 2« nezamitneme hypotézu H: 1 = --- = puy = 0 a zamitneme alter-
nativni hypotézu H. Pokud pozorovand hodnota statistiky F bude leZet mimo tento interval,
hypotézu H naopak zamitneme a nezamitneme alternativni hypotézu H.
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Kapitola 8

Testy hypotéz o parametrech linearniho
regresniho modelu

Uvazujme linedrni regresni model tak, jak byl zaveden v prvni kapitole, tj. ¥ = X + ¢ a
bodovym odhadem vektoru parametrd B je b = (X7 X )_IX Ty.

8.1. Konfidencni interval pro §;

Konfiden¢ni interval pro jeden libovolny koeficient 8; sestrojime pomoci statistiky
bj —Bj

= =,
sy/ (XTX)~1)7

kde ((XTX )_l)j 7 je j-ty diagondln prvek matice (XTX) ~as je bodovy odhad smérodatné
odchylky podle (2.1). Pokud odchylky & maji normdlni rozdéleni pravdépodobnosti, ma ¢
Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — k stupni volnosti a plati

b: — B:
P | —t—a é ! IBJ — é H—a
s/ (XTXx)~1)"

odkud dostdvame konfidencni interval pro B; se spolehlivosti 1 — 2o

Bj € (b —1-as\ (XX by + 11/ (X7 X)-1) ),

kde t1_4 je (1 — a)-kvantil Studentova rozdéleni pravdépodobnosti s n — k stupni volnosti.

Pokud ale u odchylek ¢ nemiZeme normdlni rozdéleni pfedpoklddat, musime hodnoty
kvantilt rozdéleni pravdépodobnosti statistiky # odhadnout metodou bootstrap. Vicerozmérny
bootstrapovy vybér pfitom budeme realizovat jako vybér z odchylek.

=1-2a,

1. Z pozorovanych hodnot pro X a Y vypocitdime metodou nejmensich ¢tvercti odhad b a
pozorované hodnoty odchylek e = Y — Xb.

2. Realizujeme B bootstrapovych vybért (s opakovanim) o rozsahu n z ey, ..., e, a ozna-
¢ime (ep.1.is ---» €bni)s i = 1, ..., B. Obvykle volime B = 1000.
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3. Pro kazdé i = 1,..., B vypocitdme Y,; = Xb + ep;. Dosazenim Y, ; za Y déle
spocitdme odhad parametrd by ;, odhad rozptylu s, ; a hodnotu statistiky #

Ip,i =
sb.iy/ (XTX)=1)"

4. a-kvantil a (1 —ao)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky #, odhadneme hodnotami
th.a» Ih.1—o Spliujicimi co nejpfesnéji

{tp,is tni S tha}|/B=a, |{tnisthi < tp1-a}|/B=1—a,

kde !{. - }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto piipadé pocet jejich prvk.
5. Bootstrapovym konfidencnim intervalem se spolehlivosti 1 — 2« pro j-ty regresni para-

metr B; je
Bj € <bj — b 1-aS ((XTX)_1>H; bj — thas ((XTX)—I)jj>_

8.2. Test hypotézy CB =0

YV,

V této podkapitole se zaméfime na problém, jak 1ze metodou bootstrap testovat hypotézu, kterd
mizZe byt vyjaddiena ve tvaru H: Cf = 0, kde C je matice typu g x k s plnou hodnosti gq.

Napft. pro hypotézu H: B; = --- = B = 0 by C byla matice typu k x k
10 ---0
01 ---0
c=| . R I
00 --- 1

nebo pro hypotézu H: 1 = B> by C byla matice typu 1 x k
cC=(1 -1 0 --- 0).

Testovat budeme proti alternativni hypotéze H: CB # 0.
Hypotézu H testujeme pomoci statistiky

o ch)[c(x"x)""'cT] ' ch
B gMSE ’

kde
(Y — Xb)" (Y — Xb)
n—k '
Pokud odchylky & maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti a plati hypotéza H, pak statis-
tika F' ma Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni pravdépodobnosti s ¢ a n — k stupni volnosti.
Pokud tedy pozorovana hodnota statistiky F bude prvkem intervalu (F,, Fi_), na hladiné vy-
znamnosti 2« nezamitneme hypotézu H a zamitneme alternativni hypotézu H. Pokud pozoro-
vand hodnota F' nebude prvkem intervalu, pak naopak zamitneme hypotézu H a nezamitneme
alternativni hypotézu H.

MSE =

(8.1)
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V pripadé, kdy C je fadkovy vektor, tj. ¢ = 1, miZeme také pro test hypotézy H: CB = A
proti alternativni hypotéze H: CB # A pouZit statistiku

- Ch—CB
VMSE ¢(x7x)"'c7

Pokud odchylky & maji normélni rozdé€leni pravdépodobnosti, pak ¢+ m4 Studentovo rozdéleni
pravdépodobnosti s n — k stupni volnosti a plati

Ch—CB
\/MSE C(x7x) " cT

P|—Ho< <t_o| =1-2a,

kde #1_y je (1 — a)-kvantil Studentova rozdéleni pravdépodobnosti s n — k stupni volnosti.
Odtud dostavame konfidenc¢ni interval se spolehlivosti 1 — 2« pro CB

CB € (Cb — 1o \/MSE C(XTX)™'CT; Cb + 11_o\/MSE C(XTX)_ICT>.

Pokud A bude prvkem tohoto konfiden¢niho intervalu, na hladin€ vyznamnosti 2o¢ nezamit-
neme hypotézu H a zamitneme alternativni hypotézu H. Pokud A nebude prvkem tohoto
intervalu, pak naopak zamitneme hypotézu H a nezamitneme alternativni hypotézu H. Tato
statistika se pouZivd zejména k testovani hypotéz typu H: B; = B;o. MlZeme pochopitelné
testovat i proti jednostranné alternativni hypotéze. V tom ptipadé zvolime odpovidajici kvantily
Studentova rozdéleni.

Pokud odchylky & nemaji normdlni rozdéleni, musime najit vhodny tvar statistiky F,
pro ktery miZeme odhadnout hodnoty kvantilli jejtho rozdé€leni pravdépodobnosti metodou
bootstrap. Dosadme € za Y a oznaCme F, statistiku ziskanou takto ze statistiky F, dile b,
odhad B metodou nejmensich ¢tverci a MSE, stfedni kvadratickou chybu podle vzorce (8.1).
Pak plati

b—B=(X"X)"'XTY—B=(X"X)"'X"(XB+¢)—B=(X"X)"'X"e =b,,

(n —k)MSE = (Y — Xb)T (Y — Xb) = (XB+e — Xb)' (XB+ e — Xb) =
= (e — Xb.)" (¢ — Xb,) = (n — k)MSE,.
S uZitim tohoto poznatku a za predpokladu platnosti hypotézy H: CB = 0 dostdvdme

o7 [c(x"x)"'c’]"'er  [co-p) [c(x"x)7'CT)'c-B)
B gMSE N gMSE N

(€b)T[C(XxTXx) '] Cb,
- gMSE,
Statistiky F a F, tedy maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti, ¢ehoZ vyuZijeme v ndsledujicim
postupu pro test hypotézy H metodou bootstrap. Vicerozmérny bootstrapovy vybér pritom opét
realizujeme vybérem z odchylek.

== Fg.
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1.

2.

Z pozorovanych hodnot pro X a Y vypocitdime metodou nejmensich ¢tvercti odhad b a
pozorované hodnoty odchylek e =Y — Xb.

Realizujeme B bootstrapovych vybérti (s opakovanim) o rozsahu n z ey, ..., e, a ozna-
¢ime (ep.1.is ---» €bni)s i =1, ..., B. Obvykle volime B = 1000.

. Prokazdé i =1, ..., B dosazenim e, ; za Y spocitime odhad parametrt by . ;, stiedni

kvadratickou chybu MSE,, . ; a hodnotu statistiky F}, .

P (Chy. )T [C(XTX) ' CT] 7" Chys
b,e,i — qMSEb,e,i

nebo v piipadé ¢ = 1 hodnotu statistiky 7, ,
Cbb,e,i
\/MSE;.; C(x7X) "7

tb,e,i =

. a-kvantil a (1 —«)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky Fj, . nebo #; . odhadneme

hodnotami Fj o, Fp,1—q DebO 1 o, 1 1—o spliiujicimi co nejpiesnéji
{Fbeis Foei S Food|/B=a.  [{Foeii Frei < Fpi-o}|/B=1—a,

|{tb,e,i; Ip,e.i é tb,oz}|/B = a, ‘{tb,e,i; Ipe,i é Z79,1—0(}|/B =1—-aqa,

kde !{. .. }‘ znaci velikost mnoZiny, tj. v tomto piipadé pocet jejich prvk.

. Pokud pozorovand hodnota statistiky F' bude lezet v intervalu (F} 4, F) 1—«), na hla-

diné vyznamnosti 2« nezamitdme hypotézu H: CB = 0 a zamitime alternativni hy-
potézu H: CB # 0. Pokud pozorovand hodnota statistiky F nebude leZet v intervalu
(Fp.as Fp.1—a), pak naopak zamitdme hypotézu H a nezamitdme alternativni hypotézu H.

. V pripadé ¢ = 1 je konfidencni interval se spolehlivosti 1 — 2« pro CB

cpe(ch- th1-a\/MSE C(XTX)™'CT; Cb — 1,1\ /MSE c(x7x)"'cT).

Pokud A lezi v tomto konfidencnim intervalu, nezamitdme na hladin€¢ vyznamnosti 2«
hypotézu H: CB = A a zamitdme alternativni hypotézu H: CB # A. Pokud A ne-
lezi v konfiden¢nim intervalu, zamitdme naopak hypotézu H a nezamitime alternativni
hypotézu H.

8.3. Dalsi metody

Pro testy hypotéz o regresnich parametrech nebo konstruovani konfidencnich intervalG pro
regresni parametry miZeme vyuZzit také vicerozmérné bootstrapové vybéry z (k + 1)-tic a
kvantilové konfiden¢ni intervaly. Doporucuje se kombinovat pivotové konfidencni intervaly
s vicerozmérnymi bootstrapovymi vybéry z odchylek (jak jsme ukdzali vySe v této kapitole)
a kvantilové konfidencni intervaly s bootstrapovymi vybéry z (k 4 1)-tic. Pak postupujeme
takto:

1.

Realizujeme B bootstrapovych vybéri z (k 4 1)-tic pozorovanych hodnot ndhodnych
veli¢in (X1, ..., X, Y).
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2. Pro kazdy takovy bootstrapovy vybér spocitime odhady regresnich parametrt nebo jejich
funkci, které nds zajimaji.

3. Odhadneme kvantily rozdéleni pravdépodobnosti téchto odhadii regresnich parametrt
nebo jejich funkci.

4. Sestrojime néktery z typi kvantilovych konfiden¢nich intervald, nejlépe BCA konfiden¢ni
interval.

5. Pomoci tohoto konfiden¢niho intervalu miizeme dale testovat néjakou hypotézu o regres-
nich parametrech nebo jejich funkcich proti jednostranné nebo oboustranné alternativni
hypotéze.
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Kapitola 9

Odhad diskrétniho rozdéleni
pravdépodobnosti kategorialni veliCiny
pomoci gradientu kvazinormy

Nechf X je kategoridlni veliina, kterd nabyvd ndhodné konecné¢ mnoha rtiznych slovnich
hodnot x;'.‘, j=1,...,m, kde m = 2. Pozorovanim veli¢iny X ziskdme statisticky soubor
(x1, ..., xp), roztfidénim ziskdme roztfidény statisticky soubor ((xf, fi/n), ..., (xh, fm/ n)),
kde fj/n # 0 je relativni Cetnost pozorované hodnoty x;-‘, j =1, ..., m. Nezndmé rozdéleni
pravdépodobnosti kategoridlni veli¢iny X oznaCime p = (p1, ..., pn), kde p; = P(X = xj).
Odhad pravdépodobnosti p je vlastné odhadem parametrit multinomického rozdéleni pravdé-
podobnosti M (n, py, ..., pn). Nestrannych odhadem p je p = (fi/n, ..., fu/n). V [7] je
predloZen nésledujici pesimisticky odhad p zaloZzeny na gradientu kvazinormy rozdéleni p.

Necht funkce f: (0, 00) — R*, kde R* = R U {—o00, 00}, je konvexni na (0, 00), striktné
konvexni v bodé u = 1 a nabyvé zde hodnoty f(1) = 0. Jestlize p = (p1, ..., pm), resp.
q = (q1, ..., qn) je diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti z pravdépodobnostniho prostoru
(82, X, P), resp. (£2, X, Q), pak f-divergenci téchto rozdéleni rozumime funkcionél

Di(p.q) =) q;f (ﬁ) :
j=1 v

Pojem f-divergence m4 vyznam vzdélenosti danych rozdéleni. Plati
l.p=q < D¢(p,q) =0,
2. Dy(p, q) nabyvd v R* svého maxima < p a g jsou ortogondlni, tj. existuji takové
disjunktni mnoZiny E, F C £2, Ze

ijzl a quzl.

* *
xjeE xjeF

m
Nechf § = { peR":Vp; 20, p; = 1} je mnozina vSech diskrétnich rozdéleni
j=1
pravdépodobnosti na §2. Kvazinormou rozdéleni p € S rozumime f-divergenci D¢ (p, po),

kde po = (1/m, ..., 1/m), a o funkci f fikdme, Ze generuje kvazinormu D ¢(p, po) na S.
Plati
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m
1. Dy(p, po) = 5 > f(mp)),
j=1
2. Dy(p, po) je nezdpornd konvexni funkce na § symetrickd vzhledem k proménnym p;,
j=1,..., m.
3. po minimalizuje integrél vSech f-divergenci Dy(p, q) na S a md maximalni entropii.
Budeme hledat takové rozdéleni pravdépodobnosti v S, které je nejblize po a k némuz se
dostaneme od empirického rozdéleni co nejrychleji. Tomu odpovidd minimalizace kvazinormy
Dy¢(p, po) a hledani rozdéleni na kiivce nejvetSiho spadu v S.
Nechf D ¢(p, po) je kvazinorma na S. Gradientnim odhadem rozdéleni pravdépodobnosti
p € S z empirického rozdéleni (fi/n, ..., f;/n) rozumime takové rozdéleni pravdépodob-
nosti p(t) € S, Ze

d
g, P(0) = —grad Ds(p(1). po) Vi €(0,00) a p(0)= fin={(fi/n,.... fu/n).

Jestlize funkce f(u) generuje kvazinormu Dy(p, po) na S, ma vySe uveden€ vlastnosti a
mad spojitou derivaci f’(u) pro kazdé u € (0, 0o), pak existuje jediny gradientni odhad p (1) =
= (p1(®), ..., pm(t)) rozdéleni pravdépodobnosti p € S. Jeho slozky pi(¢), ..., pm—1(¢) jsou
Vt € (0, oo) partikuldrnim feSenim soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu

Pl = —fmpi(0) +f/(m[1—j§p,~<r>}),

Poa® = =f'mpu_r@®)  + f(m]1- mg pi®])

J

s pocdteénimi podminkami

p10) = fi/n, ..., pu-100) = fin—1/n

m—1
aslozka p,(t) =1— > p;jt) Vte (0,00).

i=1

Vhodnou hodnotu Jparametru to € (0, 00) nalezneme pomoci testu dobré shody jako ta-

kovou hodnotu 7, kdy jeSt€ nezamitdme hypotézu o vhodnosti rozdéleni p(¢) na hladiné vy-
znamnosti «. Gradientni odhad p(#) se pro rostouci parametr ¢ vzdaluje po kiivce nejvétSiho
spddu v S od empirického rozdéleni k po. Odhad p(#) je nejhorSim z odhadi, které spliuji
zvolené testové kritérium na hladiné vyznamnosti alespoii «, proto ho nazyvame pesimistickym
gradientnim odhadem.

m
Nechi f(u) = (u — 1)2. Pak Dy(p, po) = ~ > (mp; — 1)? je tzv. kvadratickd kvazi-
=1

]_
norma. Potom slozky gradientniho odhadu p(¢) = (p1(¢), ..., pm(t)) z empirického rozd¢-
leni (f1/n, ..., fm/n) jsouVt € (0, co) partikuldrnim feSenim nehomogenni linedrni soustavy
obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty a pravymi stranami

pi(t) = —4mpi(t) — 2mpy(t) — -+ - — 2mpy—1(t) + 2m,
py(t) = =2mp1(t) — 4mpy(t) — -+ - — 2mpy—1(t) + 2m,

pr_1(t) = —2mp(t) —2mpr(t) — - - — 4mpy 1 (t) + 2m
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s pocate¢nimi podminkami

r10) = fi/n, ..., pm—10) = fiu—1/n

m—1
aslozka p,(t) =1— > pj(t) Vt e (0,00).
j=1
Resenim soustavy ziskdvame slozky gradientniho odhadu p(¢)

pi(t) = cl e—2m’t + cye mt +1/m,
pa(t) = cl e—2m’t + c3e—2mt +1/m,
Pm—2(t) = cpe=2m’ +emo1e72M 4+ 1/m,
Pm—1(t) = cre 2t _ gy mt — 1€+ 1/m,
P (1) = —(m — 1) ¢ e 27" +1/m,
kde
oo Nt p/nt A fu/n 1
! m—1 m’
o (m—=2)fi/n— f2/n—-— fm-1/n
2 — ,
o —fi/n+m—=2)fa/n—---— fu_1/n
3 - m — 1 )
P —fi/n— fo/n—--+m—=2) fu2/n— fu_1/n
m— -_— .

m—1

Slozky takto ziskaného gradientniho odhadu z empirického rozdéleni jsou asymptoticky
nestrannymi odhady slozek pozorovaného rozdéleni pravdépodobnosti p.

Vypocet hodnoty parametru fy je dosti citlivy na ,,strmost* zvolené kvazinormy, souvi-
sejici numerické problémy s feSenim odpovidajicich nelinedrnich diferencidlnich rovnic lze
alesponi ¢aste¢né zmenSit vhodnym kladnym ndsobkem kvazinormy. Kvadratickd kvazinorma
je pritom aZ na tento ndsobek jedind, kterd vede na linedrni soustavu diferencidlnich rovnic
s konstantnimi koeficienty.
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Kapitola 10

Intervalové odhady diskrétniho rozdéleni
pravdépodobnosti kategorialni veliCiny

V minulé kapitole jsme uvedli dva odhady diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti kategoridlni
veliCiny, a to odhad relativnimi ¢etnostmi a pesimisticky gradientni odhad pomoci kvadratické
kvazinormy (ddle zkrdcené jen pesimisticky gradientni odhad). V obou pfipadech se ale jedna
pouze o bodové odhady. Jednou z moZnosti, jak ziskat intervalové odhady, je pouZiti metody
bootstrap. V této kapitole uvedeme dva piiklady kategoridlnich veli€in, u nichZ predvedeme
ziskéni intervalovych odhadi jejich rozdéleni pravdépodobnosti metodou bootstrap. Déle pro-
vedeme srovnani intervalovych odhadd ziskanych pomoci obou vySe uvedenych bodovych
odhadt a také ukdzeme vliv rozsahu pozorovaného ndhodného vybéru, stejné jako vliv poctu
bootstrapovych vybéri B.

K simulacim a vypoctim uvedenym v této kapitole jsme pouZili matematicky software
Shine bootstrap a Matlab R2008a. Shine bootstrap byl vytvoren specidlné pro generovani na-
hodnych vybérti z diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti a pro vypocty bodovych odhadi
pravdépodobnostnich funkci téchto rozdéleni. Zejména je v ném implementovan vypocet pe-
simistického gradientniho odhadu podle postupu piedlozeného v predchozi kapitole. Matlab
R2008a byl pouZit zejména k vypoctu kvantild a generovani histogrami.

10.1. Falesna kostka

V prvnim piikladé budeme uvaZovat hraci kostku o Sesti strandch, které si oznacime Cisly

1, ..., 6. Hizime-li kostkou, pozorujeme diskrétni ndhodnou veli¢inu X — ¢islo, které padne.
Zékladni prostor je tedy tvoren Sesti elementdrnimi ndhodnymi jevy, které odpovidaji ¢islim
I, ..., 6.V pripadé, kdy kostka neni fale$nd, je pravdépodobnostni funkce této ndhodné veli-

¢iny p = (p1, ..., pe) = (1/6, ..., 1/6) = (0,1667; ...;0,1667). My ale budeme uvazovat
kostku faleSnou, napft. takovou, kterd ma ponékud t€7zsi stranu s Cislem 6. Jeji pravdépodob-
nostni funkci zvolime p = (p1, ..., ps) = (0,10;0,15; 0,15; 0,15; 0,15; 0,30). Pozorovéni
ndhodné veli¢iny X realizujeme na pocitaci jako ndhodny vybér z diskrétniho rozdéleni se
zadanou pravdépodobnostni funkci. ProtoZe chceme mimo jiné zkoumat vliv rozsahu n pozo-
rovaného ndhodného vybéru, realizujeme tfi pozorovéani a ziskdme tfi ndhodné vybéry z veli-
¢iny X, a to o rozsazich 60, 100 a 400. Pro vSechny tfi ndhodné vybéry vypocitime bodové
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strana 1 strana 2 strana 3 strana 4 strana 5 strana 6 | rozsah n
skute¢né p 0,10 0,15 0,15 0,15 0,15 0,30
odhad 0,1167 0,1333  0,1333  0,0833 0,1667 0,3667 60
relativnimi 0,1600  0,1400 0,1800 0,1100 0,1000  0,3100 100
cetnostmi 0,1200 0,1425 0,1525 0,1350 0,1500  0,3000 400

pesimisticky | 0,1235  0,1397 0,1397 0,0911  0,1720 0,3341 60
gradientni 0,1642  0,1448 0,1835 0,1157 0,1060  0,2859 100
odhad 0,1228 0,1449 0,1548 0,1375 0,1523  0,2877 400

Tab. 10.1: Bodové odhady pravdépodobnostni funkce faleSné kostky

odhady pravdépodobnostni funkce p, a to obéma vyse uvedenymi zptisoby, tj. bodovy odhad
relativnimi Cetnostmi i bodovy pesimisticky gradientni odhad. Vysledky jsou zaznamendny
v tabulce 10.1.

Vidime, Ze pro strany 1, ..., 5 je vZdy bodovy pesimisticky gradientni odhad vyssi neZ pfi-
sluSny bodovy odhad relativnimi cetnostmi, zatimco pro stranu 6 je vzdy niZ8i. Pesimisticky
gradientni odhad m4 tedy tendenci sniZovat rozdily mezi jednotlivymi pravdépodobnostmi
oproti pozorovanym relativnim cetnostem. Pro strany 2, ..., 6 jsme obdrzeli nejpfesnéjsi bo-
dové odhady jednotlivych pravdépodobnosti pro ndhodny vybér o rozsahu 400, u vSech stran
I, ..., 6 jsou odhady jednotlivych pravdépodobnosti pro ndhodny vybér o rozsahu 400 blize
skute¢nym hodnotdm neZ odhady pro ndhodny vybér o rozsahu 100. Z toho lze odvodit, Ze
presnost bodovych odhadt stoupd s rozsahem pozorovaného ndhodného vybéru. Srovnanim
presnosti vSech 18 bodovych odhadii jednotlivych pravdépodobnosti ziskanych jako odhad
relativnimi Cetnostmi a jako pesimisticky gradientni odhad zjisfujeme, Ze v 9 piipadech byl
presnéjsi odhad relativnimi Cetnostmi a v 9 pfipadech byl presnéjsi pesimisticky gradientni
odhad. Bodové odhady ziskané obéma metodami jsou tedy zhruba stejné presné, Zddnd z me-
tod se nejevi byt lepsi. Bude nds zajimat, zda bude pozorovatelny né€jaky rozdil pfesnosti obou
metod u intervalovych odhadt.

Nejjednodussi a vypoctové nejméné narocny zplisob zisku intervalového odhadu je v tomto
pfipad€ jednoduchy kvantilovy bootstrapovy konfiden¢ni interval, ktery nevyZaduje Zddné do-
datecné vypocty smérodatnych odchylek, vychyleni medidnu, akcelerace ani rezidui. Jednoduse
realizujeme B bootstrapovych vybérii z pozorovaného ndhodného vybéru o rozsahu n a pro
kazdy z nich vypocitime bodovy odhad pravdépodobnostni funkce. Pro kazdou stranu kostky
(kazdy elementarni ndhodny jev ndhodné veliCiny X) tak dostaneme B hodnot (bodovych
odhadi). Jejich a-kvantil a (1 — «)-kvantil pak jsou krajnimi body intervalového odhadu se
spolehlivosti 1 — 2«. My pfitom cely postup zopakujeme pro vSechny tfi ndhodné vybéry
o rozsazich 60, 100 a 400 a také pro oba odhady pravdépodobnostni funkce, tj. pro odhad
relativnimi ¢etnostmi i pro pesimisticky gradientni odhad. ProtoZe chceme dédle zkoumat i vliv
poctu bootstrapovych vybéri, zvolime také dvé rizné hodnoty B, a to 1000 a 5000. Vysledky
jsou zaznamendny v tabulce 10.2, volili jsme spolehlivost 0,95.

Celkem je tedy v tabulce 72 intervalovych odhadt. KaZzdy z téchto intervalovych odhadt
pfitom obsahuje pifisluSnou skute¢nou hodnotu pravdépodobnosti daného ndhodného jevu.
Dile je ve vSech ptipadech splnéno, Ze Sitka intervalu klesa se stoupajicim rozsahem pozoro-
vaného ndhodného vybéru. Ve 36 piipadech mtizeme srovnat Sitku intervalu ziskaného pomoci
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strana 1 strana 2 strana 3 rozsah n | pocet B
skutecné p 0,10 0,15 0,15
0,0500 0,2000 | 0,0500 0,2167 | 0,0500 0,2167 60 1000
odhad 0,0500 0,2000 | 0,0500 0,2167 | 0,0500 0,2167 60 5000
relativnimi | 0,0900 0,2400 | 0,0800 0,2100 | 0,1200 0,2700 100 1000
cetnostmi 0,0900 0,2300 | 0,0800 0,2100 | 0,1200 0,2700 100 5000
0,0900 0,1525 | 0,1100 0,1800 | 0,1187 0,1900 400 1000
0,0900 0,1525 | 0,1075 0,1775 | 0,1175 0,1900 400 5000
0,0573 0,2042 | 0,0585 0,2205 | 0,0580 0,2354 60 1000
pesimisticky | 0,0572 0,2043 | 0,0583 0,2206 | 0,0582 0,2206 60 5000
gradientni 0,0959 0,2411 | 0,0769 0,2128 | 0,1155 0,2609 100 1000
odhad 0,0960 0,2318 | 0,0859 0,2127 | 0,1154 0,2612 100 5000
0,0931 0,1548 | 0,1129 0,1792 | 0,1202 0,1917 400 1000
0,0931 0,1548 | 0,1128 0,1793 | 0,1203 0,1892 400 5000
strana 4 strana 5 strana 6 rozsah n | pocet B
skute¢né p 0,15 0,15 0,30
0,0167 0,1667 | 0,0833 0,2667 | 0,2500 0,4833 60 1000
odhad 0,0167 0,1667 | 0,0833 0,2667 | 0,2500 0,4833 60 5000
relativnimi | 0,0500 0,1700 | 0,0400 0,1600 | 0,2200 0,4100 100 1000
cetnostmi 0,0500 0,1700 | 0,0400 0,1600 | 0,2200 0,4000 100 5000
0,1025 0,1725 | 0,1150 0,1875 | 0,2550 0,3425 400 1000
0,1025 0,1700 | 0,1175 0,1875 | 0,2575 10,3450 400 5000
0,0241 0,1558 | 0,0751 0,2674 | 0,2230 0,4670 60 1000
pesimisticky | 0,0242 0,1559 | 0,0901 0,2676 | 0,2219 0,4662 60 5000
gradientni 0,0567 0,1830 | 0,0561 0,1641 | 0,2005 0,3803 100 1000
odhad 0,0566 0,1800 | 0,0475 0,1641 | 0,2019 0,3750 100 5000
0,1055 0,1719 | 0,1178 0,1843 | 0,2422 0,3347 400 1000
0,1078 0,1719 | 0,1178 0,1868 | 0,2434 0,3323 400 5000

Tab. 10.2: Bootstrapové intervalové odhady pravdépodobnostni funkce faleSné kostky

1000 bootstrapovych vybérti a pomoci 5000 bootstrapovych vybért. Pouze v 8 ptipadech jsme
pro B = 5000 obdrZeli Sirsi intervalovy odhad nez pro B = 1000, ptficemzZ nejvétsi rozsi-
feni intervalu bylo o 0,0086. V 15 ptipadech byly oba intervaly stejné Siroké, v ostatnich 13
pripadech se interval s rostoucim B zuzil. Ve 36 piipadech mizZeme také srovnat Sifku inter-
valového odhadu relativnimi ¢etnostmi a intervalového pesimistického gradientniho odhadu.

Vv,

Ve 26 z nich byl intervalovy pesimisticky gradientni odhad uZsi.

Na nésledujicich strandch uvadime 12 histogramt B bodovych odhadii pro jednotlivé strany
kostky (jednotlivé ndhodné jevy). Pro kazdou ze stran 1, ..., 6 jsou to vZdy pfipady n = 60
stranu kostky. U kaZdého histogramu je uvedena hodnota B, a zda se v daném piipad¢ jednd
o intervalovy odhad relativnimi Cetnostmi nebo intervalovy pesimisticky gradientni odhad.
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odhad relativnimi Cetnostmi
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Strana 5, n = 60, B = 1000,
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Strana 6, n = 60, B = 5000,
pesimisticky gradientni odhad
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Podstatnou otdzkou také je, zda jsou ziskané intervalové odhady pravdépodobnostni funkce
dostatecné uzké, abychom na zdkladé nich byli schopni rozhodnout, zda kostka je nebo neni
fale$nd. Testujme hypotézu H : pg = 1/6 proti alternativni hypotéze H : pg # 1/6. Z tabulky
je patrné, Ze jiz pro ndhodny vybér o rozsahu 60 (a ddle i pro oba vétsi rozsahy) Zadny ze
Ctyt intervalovych odhadi pro stranu s ¢islem 6 neobsahuje hodnotu 0,1667. Tedy na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu H a nezamitdme alternativni hypotézu H. Z toho oviem
vyplyva, Ze kostka je fale§nd. Vzhledem k tomu, Ze pro o < 0,5 plati, Ze O-kvantil < «-kvantil
< 2a-kvantil < (1 —2a)-kvantil < (1 — «)-kvantil < 1-kvantil, mizeme bez dal$ich vypocth
fici, Ze také pii testu hypotézy H proti alternativni hypotéze H: pg = 1/6 zamitime H a
nezamitime H. Strana s ¢islem 6 padd na této kostce prili§ Casto.

Déle pro ndahodny vybér o rozsahu 100 vidime, Ze ani Zaddny ze Ctyf intervalovych odhada
pro stranu s ¢islem 5 neobsahuje hodnotu 0,1667, pro ndhodny vybér o rozsahu 400 Zadny
ze Ctyft intervalovych odhadl pro stranu s ¢islem 1 neobsahuje hodnotu 0,1667. Podobné jako
v pfedchozim odstavci dojdeme k zavéru, Ze strany s ¢isly 1 a 5 naopak padaji pfiliS malo.

Zavérem lze tici, Ze metodu bootstrap 1ze pro zisk intervalovych odhadi pravdépodobnostni
funkce této kategoridlni veli¢iny doporucit, ziskané intervalové odhady jsou dostate¢né presné
a uzké. Dalsiho zlepSeni lze dosdhnout vét§im rozsahem pozorovaného ndhodného vybéru,
vét§im poctem bootstrapovych vybérl a pouZitim metody pesimistického gradientniho odhadu.

10.2. Volebni model

Ve druhém piikladu se budeme vénovat predvolebnimu prizkumu vefejného minéni. Ve dnech
17. az 18. tijna 2008 se konaly volby do krajskych zastupitelstev. Hlasy voli¢li se v tomto
pripad€ scitaji pro kazdy kraj samostatné, zaméfime se proto napi. na Jihomoravsky kraj.
Ve dnech 5. az 7. fijna 2008 realizovala spoleénost CS&C pro Ceskou televizi tzv. bleskovy
predvolebni priizkum vefejného minéni (viz [10]) obcanii Jihomoravského kraje. Respondent
bylo 633, z nich pouze 306 bylo zahrnuto do tzv. volebnitho modelu. Do volebniho modelu
budou volit. K volbdm se nakonec v Jihomoravském kraji dostavilo 377 706 volict (jejichZ
hlasy byly platné — viz [9]). Kandidovalo celkem 18 politickych stran a hnuti. Ve volebnim
modelu je uvedeno 8 z nich, které mély nejvysSi preference, vSechny ostatni tvofi devatou
polozku modelu.

Volebni model je tedy kategoridlni veli¢ina X, kterd mize nabyvat deviti slovnich hodnot
(elementdrnich nahodnych jevit), a to ODS, CSSD, KSCM, KDU-CSL, SZ, SNK-ED, NEZA-
VISLI, Moravané a ostatni. Pozorovdnim kategoridlni veli¢iny X byl ziskdn nahodny vybér
o rozsahu 306. V zdvéreCné zpraveé prizkumu jsou uvedeny absolutni ¢etnosti pozorovanych
hodnot a na jejich zdkladé vytvoreny odhad procentudlniho zisku jednotlivych politickych stran
v nadchdzejicich volbéach. Je uveden bodovy odhad relativnimi Cetnostmi a déle i intervalovy
odhad se spolehlivosti 0,95, neni ale zvefejnéno, jakou metodou byl ziskan. K jeho vypoctu
nicméné byla pouZita asymptotickd metoda, kterd predpokldda absolutni ¢etnost pozorovani
kazdého elementarniho ndhodného jevu alesponl 5. Tento predpoklad ale nebyl splnén.

My odhadneme slozky pravdépodobnostni funkce p kategoridlni veli¢iny X obéma vysSe
uvedenymi bodovymi odhady, tj. realizujeme odhad relativnimi Cetnostmi a pesimisticky gra-
dientni odhad. Pro zisk intervalovych odhadt pouZijeme opét jednoduchy kvantilovy bootstra-
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povy konfidencni interval. Realizujeme B bootstrapovych vybérli z pozorovaného ndhodného
vybéru a pro kazdy z nich vypocitime odhad pravdépodobnostni funkce. Pro kazdy elemen-
tarni ndhodny jev tak dostaneme B hodnot (bodovych odhadil). Jejich «-kvantil a (1 — «)-
-kvantil pak jsou krajnimi body intervalového odhadu se spolehlivosti 1 — 2«. Cely postup
pritom zopakujeme pro oba bodové odhady, tj. odhad relativnimi ¢etnostmi i pesimisticky gra-
dientni odhad. Zajima nds také vliv poctu bootstrapovych vybéri, proto budeme volit dvé riizné
hodnoty B, a to 1000 a 5000. Spolehlivost volime 0,95, abychom mohli provést relevantni
srovndni s intervalovymi odhady uvedenymi v [10]. Pozorovany ndhodny vybér, odhady pre-
vzaté z [10], vysledky provedenych vypocti i skutecny vysledek voleb jsou uvedeny v tabulce
10.3.

Vidime, Ze pro prvnich pét elementdrnich ndhodnych jevd, jejichz relativni Cetnosti pre-
sahuji 0,05, je bodovy pesimisticky gradientni odhad niZ§i nez bodovy odhad relativnimi
¢etnostmi, zatimco pro ndsledujici Ctyfi elementérni jevy, jejichz relativni Cetnosti nedosahuji
ani 0,03, je bodovy pesimisticky gradientni odhad vys$i nez bodovy odhad relativnimi cet-
nostmi. Opét se tedy potvrzuje, Ze pesimisticky gradientni odhad m4 tendenci sniZovat rozdily
mezi jednotlivymi pravdépodobnostmi oproti pozorovanym relativnim cetnostem.

V tabulce je zaznamendno celkem 45 intervalovych odhadt, z toho 9 jsme pfevzali z [10]
a 36 jsme vypocitali metodou bootstrap, a to 18 pomoci odhadu relativnimi ¢etnostmi a 18
pomoci pesimistického gradientniho odhadu. MiiZzeme tedy pravé v 18 piipadech srovnat in-
tervalovy odhad relativnimi ¢etnostmi s intervalovym pesimistickym gradientnim odhadem.
Ve 12 ptipadech je intervalovy pesimisticky gradientni odhad uzsi nezZ ptisluSny intervalovy
odhad relativnimi ¢etnostmi, v 1 pfipadé€ byly oba intervaly stejné Siroké a pouze v 5 pfipadech
je intervalovy pesimisticky gradientni odhad Sir$i neZ ptislusny intervalovy odhad relativnimi
¢etnostmi. Opét tedy vidime, Ze intervalové pesimistické gradientni odhady jsou presnéjsi.
Diéle je patrné, Ze pro prvnich 5 elementarnich ndhodnych jevi jsou intervalové pesimistické
gradientni odhady oproti intervalovym odhadiim relativnhimi Cetnostmi posunuté doleva, za-
timco pro zbylé 4 elementdrni jevy naopak doprava, ¢imZ se opét potvrzuje, Ze pesimisticky
gradientni odhad m4 tendenci sniZovat rozdily mezi jednotlivymi pravdépodobnostmi oproti
pozorovanym relativnim cetnostem.

V 18 ptipadech také mtZeme srovnat intervaly ziskané pomoci B = 1000 a B = 5000
bootstrapovych vybéri. V 8 pfipadech se interval s rostoucim B ziZil, v 6 ptfipadech jsme
ziskali zcela stejné (tudizZ i stejné Siroké) intervaly a ve 4 pripadech se interval s rostoucim B
rozsitil, a to nejvySe o 0,0049. Vyssi pocet bootstrapovych vybérti ma tedy i v tomto prikladu
kategoridlni veliiny pozitivni vliv na intervalové odhady pravdépodobnostni funkce.

Na nésledujicich strandch uvddime 18 histogramii B bodovych odhadl pro jednotlivé ele-
mentarni ndhodné jevy. Pro kazdy z jevl 2 histogramy, které odpovidaji nejSir§imu a nejuzsimu
intervalovému odhadu pro dany jev. U kazdého histogramu je uvedeno, zda se v daném pii-
padé€ jednd o intervalovy odhad relativnimi ¢etnostmi, nebo intervalovy pesimisticky gradientn{
odhad, a pomoci kolika bootstrapovych vybért byl ziskén.

Diéle je tieba srovnat pievzaté intervalové odhady s témi, které jsme vypocitali metodou
bootstrap. Krajni meze ptevzatych intervalovych odhadd byly autory zaokrouhleny na celd
procenta, tj. na dvé desetinnd mista. Pro prvnich Sest elementdrnich ndhodnych jevi lze fici,
Ze pokud bychom zaokrouhlili hodnoty krajnich mezi bootstrapovych intervalovych odhadd na
dvé desetinnd mista, obdrZeli bychom takika vzdy, konkrétné ve 45 ptipadech z 48, odhady
prevzaté z [10], ve zbylych 3 pfipadech hodnotu o 0,01 vyssi. U zbylych tif elementarnich jevl



Intervalové odhady diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti kategoridlni veli¢iny

58

LT¥00 6£10°0 6800°0 68100 QoA AYPI[sAA
000S €8€0°0  €600°0 | #910°0 10000 | 1920°0  €£00°0 | 8TTO'0  TO0O0 peypo JujusIperd
0001 T8€0°0  €600°0 | S9T0'0 10000 | £620°0 €£00°0 | 82TO'0 20000 Ayonstwrsad £rorearajur
000S 1920°0  €£00°0 | €910°0 0000°0 | 19200 0£00°0 | 62200 00000 Tw)Soula) MUIUANE[RI
0001 1920°0  €£00°0 | €910°0 00000 | ¥620°0 €£00°0 | 62200 00000 PEYPO AAO[BAI)UI

§T20°0 L900°0 TE10°0 66000 peypo rmuarperd Ayonsruisad

1€10°0 $900°0 1€10°0 8600°0 TwsoujdY MUIUANE[I PEYPO

200 000 100 000 | TO'0 000 | TO0 000 D2DS Peypo
4 C 4 € nsoudy [uinjosqe

g 1990d JujeIso dg-3INS QUBARIOIN I'ISIAVZAN
#9€0°0 68€T°0 I7¥1°0 88S1°0 7870 QoA AYPI[SAA
000S | OT80°0 STEO0 | 8CTITO S9TI0 | ¥6¥I°0  08LO0 | 9LLTO THBID | 89¢H0  6LTEO PEYPO JWudIpeId
0001 | TI80'0 €6T0°0 | €11T°0 LLTI'0 | 06¥1°0  8LLO'0 | 88LT°0 9¥81°0 | 68€F°0 0LTE0 Apnsrursad Arofeasoyur
000S | L1800 LTEOO | LSITO SLTI'O | €0ST'0  +8LO0 | OT8T0 €981°0 | TIPFO €€€€°0 TUusSouja) [WIUANE[AI
0001 | LI80'0 ¥6T0°0 | ¥TIT0 16CI°0 | €0ST'0  +8L0°0 | OT18T0 €981°0 | ¥¥¥F0  10€€°0 PeYpO AAO[BAIIUL
1SS0°0 7891°0 €EIT’0 96220 S18¢°0 peypo Jmuarperd Lyonstursad
9650°0 6691°0 P10 0TET0 968¢°0 Tusoujd MUIUANE[AI PEYPO
80 €0 120 €10 SI°0 8°0 870  8I'0 | 0  €€0 D2DS Peypo
LT s ¢ 1L 811 1soujdy JuIn[osqe

g 1o90d 7S 1SD-Nad INDSY Sao assd
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vSech bootstrapovych intervalovych odhadl jsou vys$i nez horni meze ptevzatych intervald,
a to o 0,0061 az 0,0183. Jednd se o ty elementarni ndhodné jevy, u nichZ byly pozorované
absolutni ¢etnosti niZ8i nez 5, a tedy nebyly splnény pfedpoklady asymptotické metody pouZité
pro vypocet prevzatych intervalovych odhadi. Lze se tedy domnivat, Ze metoda bootstrap

Srovndme-li pfevzaté i vypocitané intervalové odhady se skute¢nym vysledkem voleb, zjis-
time, Ze pouze 5 z 9 prevzatych intervalovych odhadl obsahuje skutecnou hodnotu volebniho
vysledku, u elementidrniho ndhodného jevu ODS byl volebni vysledek niZsi, naopak u jevi
KDU-CSL, SNK-ED a ostatni byl vy$§i. U jevi ODS, KDU-CSL a ostatni neni skute¢ny
volebni vysledek ani prvkem zadného z prislusnych bootstrapovych intervalovych odhadi,
zatimco u jevu SNK-ED je prvkem vSech ¢ty pfisluSnych bootstrapovych intervalovych od-
hadt. Dokdzali jsme tedy odhadnout volebni vysledek tispé$néji neZ metoda pouZitd v praxi,
i tak ale pouze u Sesti elementarnich ndhodnych jevii z deviti. Pfi¢inu musime hledat zejména
v nizkém rozsahu pozorovaného ndhodného vybéru, 306 respondentii volebniho modelu se
ukazuje jako zcela nedostate¢né mnoZzstvi.

Zavérem lze fici, Ze metoda bootstrap se ukdzala pro odhad pravdépodobnostni funkce
volebniho modelu jako srovnatelnd nebo mirné lepSi neZ v praxi pouZivand metoda a lze
ji doporucit. ZlepSeni intervalovych odhadii 1ze dosdhnout zvySenim rozsahu pozorovaného
ndhodného vybéru, zvySenim poctu bootstrapovych vybérli a pouZitim pesimistického gradi-
entniho odhadu.
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Kapitola 11
Zaveér

Pfipomeneme nejvétsi vyhody metody bootstrap, jak je uvadi [2]. UmozZiiuje odhadnout pfes-
nost odhadu, ziskaného tfeba i velmi sloZitym postupem, uZitim vykonu a rychlosti pocitace.
Jeji pouZiti zbavuje nutnosti studovat do hloubky teorii a sloZit€¢ odvozovat presné vztahy, navic
prindsi feSeni i v pfipadech, kdy analytické odvozeni nezndme. MiiZe byt pouZita paramet-
ricky i neparametricky. Odhady odvozené neparametrickym bootstrapem jsou pro dostatecné
rozsdhlé vybéry piesné bez ohledu na pozorované rozdéleni pravdépodobnosti. Pfitom casto
jsou dostatecné presné jiZz pro velmi malé rozsahy. Nicméné zdkladni bootstrap je jen hrubym
odhadem pfesnosti, ktery by mél byt pouZzit pouze tehdy, kdyZ neni moZzné realizovat rozsih-
lejsi vypocty. Prednost ddvame vZdy zkonstruovdni nékterého z konfidencnich interval pro
dany odhad.

Jak se uvadi v [7], metoda pesimistického gradientniho odhadu pravdépodobnostni funkce
diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti kategoridlni veliCiny jiZ na fadé uloh ukdzala svoji
pouzitelnost v kategoridlni analyze. AZ dosud byla ale pouzivdna pouze pro bodové odhady.
My jsme nyni na piikladech demonstrovali, Ze ve spojeni s metodou bootstrap umozZiuje také
ziskat uspokojivé intervalové odhady pravdépodobnostni funkce.

NaSim tkolem bylo také otestovat moZnosti vyuZiti softwaru Shine bootstrap. Jeho pouZiti
k vypoctu pesimistického gradientniho odhadu pomoci kvadratické kvazinormy lze rozhodné
doporucit, bohuZel v§ak neumoziiuje vypocet kvantild, a tak je pfi konstruovani intervalovych
odhadt tieba pouzivat i dalSi software.

Shine bootstrap také umoziiuje vypocet maximalné vérohodnych bodovych odhadd vsech
tif parametri tiiparametrického Weibullova rozdéleni pravdépodobnosti. Je zndmo, Ze je-li
jeho prahovy parametr nenulovy, je jeho hodnotu velmi obtizné odhadnout. Shine bootstrap
ma implementovén feSi¢ NOMAD, ktery funguje na principu ortogondlniho prohledavéni bez
vyuZziti derivaci. BohuZel se vSak ukdzalo, Ze spojenim takto ziskanych bodovych odhadi pa-
rametrit Weibullova rozdéleni s metodou bootstrap ziskdme pfili§ Siroké a v pfipadé prahového
parametru také prili§ vychylené intervalové odhady, proto tento postup nelze doporucit. Pro
ziskani uspokojivych intervalovych odhadt bude zfejmé tieba vyzkouSet implementaci jinych
metod vypoctu bodovych odhadii parametrti Weibullova rozdéleni.
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