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Abstrakt

Perftzni zobrazovani pomoci magnetické rezonance je 1ékarska diagnostickd metoda, ktera
se zda byt v dnesni dobé velmi slibnou. Tato prace se zabyva fidkymi reprezentacemi,
rekonstrukci matic s nizkou hodnosti a komprimovanym snimanim, které umozinuje pre-
konéni soucasnych fyzikalnich moznosti perfizniho zobrazovani pomoci magnetické re-
zonance. Dale predstavuje né€kolik model pro rekonstrukci naméfenych perfaznich dat
a uvadi numerické metody pro jejich softwarovou implementaci, ktera je dilezitou sou-
¢asti prace. Navrzené modely jsou ovéfeny na simulovanych i redlnych perfaznich datech
z magnetické rezonance.

Summary

Magnetic resonance perfusion imaging is a today’s very promising method for medicine di-
agnosis. This thesis deals with a sparse representation of signals, low-rank matrix recovery
and compressed sensing, which allows overcoming present physical limitations of magne-
tic resonance perfusion imaging. Several models for reconstruction of measured perfusion
data is introduced and numerical methods for their software implementation, which is an
important part of the thesis, is mentioned. Proposed models are verified on simulated and
real perfusion data from magnetic resonance.

Klicova slova
komprimované sniméni, perfazni zobrazovani, magnetickd rezonance, fidka reprezentace
signali, rekonstrukce matic s nizkou hodnosti, proximalni gradientni metoda
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1. Uvod

Perfazni zobrazovani je experimentalni lékarska diagnostickd metoda. V soucasné dobé je
snaha nalézt jeho vyuziti v magnetické rezonanci, kterd nenese zadna rizika zptisobena
ionizujicim zarfenim. Pomoci perfizniho zobrazovani v magnetické rezonanci mohou byt
diagnostikovana onkologicka a kardiovaskularni onemocnéni a umoznéna jejich efektivni
1é¢ha.

Pro perfizni analyzu je nezbytné nutné mit vysoké casové a prostorové rozliSeni sou-
¢asné, jinak by mohlo dojit ke zkresleni odhadi parametrii popisujicich vlastnosti tkaneé,
pomoci kterych se urcuje diagnéza. Vyuzitim klasického méfeni v magnetické rezonanci
je ale nemozné dosahnout obou vysokych rozliseni zaroven.

Proto se pfimo nabizi moznost pouzit komprimované sniméani pro perfizni zobrazo-
vani pomoci magnetické rezonance, které ndm umozni zrychleni snimaciho procesu. Pro
uspésnou naslednou rekonstrukei perfuznich dat je dilezité znat néjaké apriorni informace
o méfenych datech (napf. fidkost dat v néjaké bazi nebo nizkohodnostni struktura dat).
Tim je mozné dosahnout pozadovaného rozliseni.

Tato prace se zabyva vyuzitim komprimovaného sniméani v perfizni analyze magnetic-
kou rezonanci. Uvodni kapitola 2 pfedstavuje perftzni zobrazovani spolu s magnetickou
rezonanci, a to jak jejich fyzikalni princip, tak i matematicky popis. Dalsi kapitola 3 se
zabyva principy a algoritmy hledani tzv. fidkych reprezentaci signali. Nasledujici kapi-
tola 4 pojednava o komprimovaném snimani a kapitola 5 popisuje numerickou metodu
pro minimaliza¢ni problémy pouzivané pro rekonstrukci naméfenych perfaznich dat. Za-
vérecna kapitola 6 je vénovana simulaci komprimovaného sniméani perfizniho zobrazovani
v magnetické rezonanci, ktera je implementovana v programovém prostiedi MatLab.



2. Fyzikalni podstata problému

Perfzni zobrazovani je dutlezity druh zobrazovaci techniky pouzivany v mediciné pro
diagnézu a hodnoceni tspésnosti 1écby. Vyuziti perfizniho zobrazovani v magnetické re-
zonanci je jednim ze slibnych moznosti pouziti této diagnostické metody. Zatim je ale
perfizni analyza v magnetické rezonanci pouze na experimentalni Grovni, protoze je limi-
tovana svymi fyzikdlnimi moznostmi.

2.1. Perfiizni zobrazovani

Perftzni zobrazovani je dtlezitym nastrojem pro diagnézu kardiovaskularnich a onkolo-
gickych onemocnéni. V dnesni dobé se miize tato metoda vyuzivat v nejriiznéjsich zob-
razovacich modalitach jako je magneticka rezonance, pocitacova tomografie, pozitronova
emisni tomografie ¢i ultrazvuk.

Zakladni postup perfazniho zobrazovani je podobny pro vSsechny modality. Pacientovi
je nitrozilné podana vhodné kontrastni latka (bolus) ve formé injekce nebo infaze, diky
které mohou byt nameéfena data v oblasti zajmu. Touto oblasti mtze byt jednak néjaky
organ, tak i ¢ast orgdnu nebo jenom samostatny voxel.

Diky kardiovaskularnimu systému je kontrastni latka rozvedena dale do téla a jeji
¢asové a prostorové rozlozeni miize byt sledovano. Casové pritbéhy koncentrace této latky
v oblasti zdjmu nazyvame perfazni kfivky. Analyzou perfznich kfivek ziskdme odhady
doba prichodu (MTT = mean transit time), ¢as dosahnuti maximalni intenzity (TTP =
time to peak), objem krve (BV = blood volume, rCBV = relative cerebral blood volume)
a krevni tok (BF = blood flow, rCBF = relative cerebral blood flow). Tyto parametry jsou
schématicky znazornény na obr. 2.1. Horni perfizni kiivka predstavuje zdravou oblast a
dolni oblast postizenou ischemickou chorobou. Je vidét, Ze se tyto dvé perfuzni kiivky lisi
ve svych parametrech [19].

rCBF = cfCBV / MTT
TTP
a
,/ Area = rCBY
FF_/
HU
Baseline
Mormal
-
Baseline : _
CVA
T 5 10 15 20 25 30 35

Injection Time (sec)

Obrazek 2.1: Perfazni kiivky a jejich parametry — nahote zdrava tkan, dole postizena
ischemickou chorobou [24]



2.1.1. Modelovani perfizniho zobrazovani

Pro perfazni kiivky se vyuzivaji tii zakladni typy modelt — matematické, prostorové a
fyzikalni. Pomoci téchto modelt se potom 1épe odhaduji perfzni parametry. Matematické
modely jsou zalozeny na tvarové podobnosti mezi perfiznimi kiivkami a néjakou mate-
matickou funkci, kterou se snazime data prolozit. Prikladem tohoto typu mtize byt vyuziti
hustoty lognormélniho rozdéleni nebo model se zpozdénim, ktery je zalozen na konvoluci
hustoty normélniho rozdéleni (pfedstavujici ndhodny rozptyl zptisobeny turbulencemi)
s exponencidlni kfivkou (michani krve v srde¢nich komorach).

Prostorové modely jsou zalozeny na popisu prokrveni tkani v prostoru. Modelované
krivky popisuji vztah mezi umisténim aplikace kontrastni latky a vybrané oblasti zajmu.
Do této kategorie spada Erlangtiv model a model vyjadieny pomoci gama rozdéleni prav-
dépodobnosti. Posledni kategorie modelt je zaloZena na fyzikalnim popisu ¢astic po podani
bolusu. Tyto modely se daji popsat pomoci parcidlnich diferencidlnich rovnic [11].

Lognormalni model

V této praci jsou perfuzni kiivky matematicky modelovany pomoci kiivky hustoty log-
normalniho rozdéleni. Tento model pfredstavujici zavislost koncentrace kontrastni latky
na Case v oblasti zdjmu je definovan takto:

c t <ty
f(t) = g _Gn—tg)=u?

C—i—me 202 t >ty

kde ¢ predstavuje konstantni hodnotu bez pouziti kontrastni latky, tg zpozdéni bolusu mezi
mistem podani a oblasti zajmu, .S plochu mezi konstantni hodnotou c a kiivkou a i a o jsou
obvyklé parametry lognormalniho rozdéleni. Na obr. 2.2 je znazornén lognormalni model
perfazni k¥ivky pro konkrétni volbu parametrti ty = 7, ¢ = 3,02-10%, S = 5,25-10%, 4 = 5,18
a 0 = 0,62 (jednotky parametrti perfize v praci neuvadime, pouze musi byt vzajemné si
odpovidajici, konkrétni jednotky nas nezajimaji).

Ackoli je tento model zaloZzen na podobnosti realnych a modelovych kfivek, muze byt
odvozen z distribuce priutoku krve a kinetiky kontrastni latky pomoci stochastického mo-
delu s vyuzitim fraktalnich siti. Kazda céva se vétvi do dvou dcefinych cév. Je-li podil

x 10°
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Obrazek 2.2: Perfizni kiivka s konkrétné navolenymi parametry



prutoku v dcefinych cévach ndhodna proménna v intervalu (0, 1) s libovolnou funkei hus-
toty pravdépodobnosti a sit cév méa velky pocet generaci, distribuce pritoku je pravée
lognormalni funkce [21].

Pro odhadnuti parametri modelu nejprve odhadneme posunuti ¢ jako primeér z né-
kolika prvnich vzorkt. Poté vSechny vzorky snizime o tuto hodnotu. Zpozdéni t, potom
muzeme dostat jako prvni vzorek vétsi nez 0,1 maximalni hodnoty. Dale plochu pod kiiv-
kou S spocitdme pomoci numerické integrace (napi. vyuzitim lichobéznikové formule). Na
odhad parametria p a o lze pouzit metodu maximalni vérohodnosti.

Spektrum perfaznich kiivek mtizeme povazovat za ridké, protoze velké mnozstvi jeho
koeficient se blizi k nule. Tento fakt budeme nadéle v praci vyuzivat. Na obr. 2.3 je
znazornéno amplitudové spektrum pro riznou volbu parametru p a na obr. 2.4 pro rtiznou
volbu . Pri vypoctu spektra perfuznich krivek byly ostatni parametry zvoleny takto:
to=1,5=8,6-10% c = 0. Na vypodet spektra bylo pouZito 600 méieni v case [11].
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2.2. Princip zobrazovani magnetickou rezonanci (MRI)

Magnetickd rezonance (MR) je zobrazovaci technika pouzivanad ve zdravotnictvi k zob-
razeni pozadovanych oblasti lidského téla. V magnetické rezonanci se vyuziva interakce
silného magnetického pole s jadry vodiku, ktery je obsazen ve vodé. Voda tvori dvé tie-
tiny lidského téla, proto je MRI vhodné prakticky pro zobrazeni vSech meékkyjch tkani
s vyjimkou kosti, ve kterych neni témér zadna voda. Po aplikaci silného magnetického
pole je potieba jadra ,zviditelnit* tim, Ze je excitujeme radiofrekvenénimi pulzy (RF), a
poté mizeme namérit jejich odezvu. Abychom byli schopni rozlisit mista, ze kterych dany
nameéreny signal pochézi, musime pridat dalsi slabsi magnetické pole — tzv. gradientni
pole [27].

2.2.1. Polarizace protont

Vsechny protony maji magneticky moment () a spin (S) — viz obr. 2.5. Za béznych pod-
minek jsou osy rotace protoni (spiny) nahodile orientovany v prostoru, ale kdyz pfidame
silné vnéjsi magnetické pole s indukci By, dojde ke srovnani téchto os ve sméru silocar
tohoto pole. Vétsina protont se orientuje souhlasné (energeticky méné narocny stav), ale
nékteré jsou orientovany nesouhlasné.

Navic protony za¢nou vykonavat precesni pohyb (obr. 2.6). Tato frekvence precese fj
(zvand Larmorova) zavisi na intenzité magnetického pole a typu atomu (jeho gyromagne-

tickém poméru ):
1

= —~B,.
fo 27T’Yo

Diky tomu se daji zobrazovat nezavisle rtizné typy atomovych jader, ¢ehoz se vyuziva
v tzv. MR spektroskopii [23].

Vyuzivané magnety jsou vétsinou supravodivé a bézné maji 0,5 az 2 T, ale mohou
byt v rozsahu 0,1 az 12 T. Pro lepsi predstavu, jak silné jsou tyto magnety, si mizeme
uvédomit, Ze magnetické pole Zemé je silné piiblizné 5 - 107° T [25, 27].

A 7

p E
n
.
Obrazek 2.5: Znazornéni magnetického Obrazek 2.6: Precesni pohyb protonu
momentu p a spinu S protonu [25] v magnetickém poli s indukei By [27]

2.2.2. Excitace

Protoze jsou precese jednotlivych protonii v riznych fazich, dochazi k vzajemnému vyru-
seni jejich vlivu na vysledny vektor magnetizace tkané v roviné xy. Tento vektor je tedy
rovnobézny se smérem vnéjsiho magnetického pole, proto neni pozorovatelny. Abychom ho



mohli naméfit, potfebujeme jej sklopit do roviny xy, ve které je umisténa prijimaci civka.
Proto se pridava radiofrekvenc¢ni pulz, ktery musi mit frekvenci rovnou Larmoroveé, aby
doslo k excitaci protont. Odsud je odvozen nazev magneticka rezonance, protoze protony
rezonuji na Larmorové frekvenci s RF pulzem.

Radiofrekvencni pulz mé dvoji tc¢inek na tkanové protony:

— Vice protoni je orientovano antiparalelné k magnetickému poli, ¢imz dochéazi ke
zméné z-ové slozky vektoru magnetizace tkané.

Obréazek 2.7: Po ptidani RF pulzu mtzZe byt vice protont orientovano antiparalelné [25]

— Faze precesi se sjednoti, ¢imz vznikne pii¢na slozka vektoru magnetizace.

z

oD,

E, B,
Obrazek 2.8: RF pulz sjednoti faze precesi jednotlivych protont [25]

Tyto dva déje probihaji soucasné. Pokud pouzijeme novy soutadny systém, jehoz osa z se
shoduje s puvodni a jehoZ osy z’,4’ rotuji s Larmorovou frekvenci kolem osy z, bude se
pohyb vektoru tkanové magnetizace jevit jako pouhé ,sklapéni“ do roviny zy (obr. 2.9),
pti¢emz uhel sklopeni zévisi na integralu dodané energie (tedy na velikosti RF pulzu a
délce jeho trvani). Témér vzdy se pouziva RF pulz, ktery sklapi vektor o 90°, ale ¢asto byva
nasledovan dalsimi, které vyuzivaji riznych vlastnosti tkané pro dosazeni pozadovaného
kontrastu (tzv. pulzni sekvence) [25].

-
-

Obrazek 2.9: ,Sklapéni“ vektoru magnetizace do roviny xy pfiddnim RF pulzu [25]



2.2.3. FID a relaxace

Po dodéani energie 90° radiofrekvenc¢nim pulzem zac¢nou vektory magnetizace rotovat v ro-
viné zy s Larmorovou frekvenci, a tim indukuji elektricky proud v civce umisténé v této
roving. Takto ziskany signél se oznacuje jako tzv. FID (free induction decay), ktery ma
harmonicky pribéh s exponencialné klesajici amplitudou. Jakmile prestane ptisobit RF
pulz, dojde k tzv. relaxaci, kdy se protony snazi dostat do rovnovazného stavu (ve sméru
silo¢ar magnetického pole). Vektor tkariové magnetizace M, ve sméru osy z nabyva opét
svou velikost (tzv. podélna longitudinalni neboli spin-miizkova relaxace). Casovy priibéh
nartstu je exponencialni a mizeme ho zndzornit tzv. T1 kiivkou (obr. 2.10), kde kon-
stanta T'1 udéava cas, za jaky dojde k obnoveni velikosti M, na 63 % své ptivodni velikosti.
Také prestane piisobit synchronizac¢ni efekt radiofrekvencéniho pulzu. Vlivem magnetic-

1

Mz

Ma =

0E3IMg f=====

£

TI t

Obréazek 2.10: T1 relaxace [25]

kych poli jednotlivych ¢astic, které zptisobuji drobné lokalni nehomogenity magnetického
pole, budou jednotlivé protony precedovat s nepatrné rozdilnymi kmitocty a dojde tak
k postupné ztraté fazové jednotnosti precedujicich protonti (spin-spinové relaxace), a tim
také k zaniku piicné slozky vektoru tkanové magnetizace M,,. Zménu velikosti v Case
popisuje T2 kiivka (obr. 2.11), kterd ma také charakter exponencidly. T2 relaxa¢ni kon-
stanta pak udava cas, za ktery dojde k poklesu velikosti M,, na 37 % svého maxima. Ve
skutecnosti je pokles pricné slozky tkanové magnetizace ovlivnén jesté drobnymi zménami
v nehomogenité vnéjsiho magnetického pole. Pokles je tak podstatné strméjsi a prislusnou
relaxacni konstantu oznacujeme jako T2*.

s

My

Mmax sy

0.37 Mmax xy — .

Obréazek 2.11: T2 relaxace [25]

Na obr. 2.12 je zobrazeno rozlozeni vektori magnetickych momentt v riiznych ¢asovych
okamzicich po excitaci 90° RF pulzem. Tésné po odeznéni RF pulzu jsou jednotlivé vektory
ve fazi a vysledny vektor magnetizace je sklonén do roviny xy. Navenek tedy miizeme
pozorovat vektor magnetizace v roviné zy. V prijimaci civce se zacne indukovat FID



signal. Jelikoz je vzdy T2 < T1, rychleji se uplatiiuje T2 relaxace a amplituda FID signalu
klesd exponencialné s konstantou T2 (resp. T2*). Zaroven, ale pomaleji, se uplatiuje
taky relaxace T1, coz zpusobi rist magnetizace ve sméru osy z. Cely systém konverguje
k rovnovdznému stavu, ktery trval pred excitaci [14, 25].

FID signal

Obrézek 2.12: Méfeni FID signdlu [27]

2.2.4. Metody snimani dat

Pokud vyuzijeme v MRI pouze sekvenci 90° RF pulzu, zobrazime tak hustotu protont
v jednotlivych tkanich. Takto ovSem nemusime zobrazit vsechny pozadované rozdily v tka-
nich. K dosazeni potifebného kontrastu se proto vyuzivaji dalsi pulzni sekvence, které
berou v potaz i relaxacni ¢asy T1 a T2 (resp. T2%).

Metoda saturation recovery

Tato zobrazovaci metoda se sklada z nékolika po sobé jdoucich rovnomérné casové roz-
lozenych RF pulzt, z nichz kazdy otaci vektor magnetizace o 90°. Po prvnim RF pulzu
se vektor magnetizace sklopi do roviny zy a poté se na ném zacne uplatnovat relaxace.
Protoze rizné tkané maji rtiznou hodnotu T1, bude rychlost podélné relaxace v riznych
tkanich rozdilna. Poté jsou pridany dalsi 90° RF pulzy, po kterych se ihned méri FID.
Interval mezi po sobé jdoucimi pulzy se oznacuje jako doba opakovani pulsu TR (pulse
repetition time). V oblastech s kratkym relaxa¢nim ¢asem T1 se vektor po prvnim pulzu
vrati do polohy blizko osy z a po aplikaci druhého pulzu se sklopi mirné pod rovinu xy.
Naopak v oblastech s dlouhym relaxacnim ¢asem T1 se vektor vraci pouze tésné nad ro-
vinu xy, takze se po druhém RF pulzu dostane hodné pod rovinu zy. Diky tomu se bude
FID signdl ligit v tkanich s rtiznou relaxacni dobou T1 (obdobné po dalsich pulzech).
Vhodnym nastavenim casu TR lze docilit optimélniho kontrastu zobrazovanych tkani.

Technika inversion recovery

Zobrazovani pomoci inversion recovery je tvoreno sekvenci dvou pulzi. Jako prvni je pou-
zit 180° RF pulz, ktery ptreklopi vektor magnetizace z kladného sméru osy z do zaporného.
Poté se zac¢ne uplatnovat relaxace T1 a magnetizace se vraci do rovnovazného stavu. Po-
tom néasleduje 90° RF pulz, ktery ptreklopi vektor magnetizace do roviny xy, a po ném
se méii FID. Vektor magnetizace, ktery se rychle vrati do kladného sméru osy z kvili
kratkému T1, se po excitaci druhym RF pulzem dostane do kladného sméru osy = (y)
— dostaneme svétlou ¢ast obrazu, zatimco vektor v tkanich s dlouhou T1 do zaporného
sméru (tmava ¢ast obrazu). Ve srovnani s metodou saturation recovery ptiklada metoda
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inversion recovery vétsi vahu na T1, takze je vhodna, pokud potiebujeme dostat vysoky
kontrast.

Spin-echo sekvence

Sklada se z 90° RF pulzu a jednoho nebo nékolika nasledujicich 180° RF pulzt. Po 90°
RF pulzu je vektor magnetizace sklopeny do roviny xy a zacina se projevovat T2 relaxace,
kdy dochazi k rozfazovani. Nasleduje-li ale dalsi 180° RF pulz, ktery preklopi jednotlivé
spiny v rovin€ xy o 180°, spiny se opét sfazuji a v prijimaci civce je detekovan echo
signal, jehoz amplituda je zavisld na T2 tkané (T2* se neuplatni — vliv nehomogenity
By pfi rozfazovani se vyrusi pii sfdzovani). Kontrast v obrazku lze nastavit pomoci ¢asu
TR (time repeat) a TE (time echo). Bude-li TR > T1, pak bude obrazek T2-vahovany.
Bude-li TR srovnatelny s T1, bude obrazek pii maljch TE T1-vahovany, pti vétsich TE
T2-vahovany.

Technika gradient-echo

Tato sekvence zac¢ina 90° RF pulzem, ktery sklopi vektor magnetizace do roviny zy. K vy-
volani echa je zde ale narozdil od predeslé techniky pouzit gradient magnetického pole
misto dalsiho pulzu. Je-li k magnetickému poli By pridano gradientni magnetické pole,
budou sousedici protony precedovat s mirné odlisnou Larmorovou frekvenci. To zptisobi
rozfazovani jednotlivych spini. Nasleduje gradient s opa¢nym znaménkem, ktery znovu
sfazuje jednotlivé spiny, a tim vyvola echo. Pokles amplitudy FID signalu je tady zavisly
na relaxacnim c¢ase T2* a obréazek tedy bude T2*-vahovany. Tato technika pracuje s men-
simi ¢asy TE nez predchozi a pro excitaci se vyuziva mensich thl, coz vede k moznosti
mensich ¢astt TR, proto se jedna o velmi rychlou zobrazovaci techniku, ktera slouzi jako
zéklad zobrazovacich technik pouzivanych v soucasnosti [12, 25].

2.2.5. Prostorové zakdodovani

P1i pouziti vyse uvedenych technik chybi v méfenych datech jakakoliv prostorova infor-
mace. Proto se pridava dalsi slabsi magnetické pole, tzv. gradientni pole, které zbtisobi,
ze se kmitocet precese bude linearné lisit v prostoru. To si mizZeme nézorné predstavit
na analogii s klavirem. Kazda klavesa na klaviru se rozezniva jinou frekvenci. Kdyz klavi-
rista zahraje néjaky akord, slySime vSechny tyto frekvence zaroven, ale zkuseny muzikant
dokéze rozeznat, které noty a jak silné byly zahrany.

FID signal vytvofeny v pfitomnosti gradientniho pole je také polyfonni. Prostorové
soufadnice uvniti téla pacienta se daji prirovnat ke klavesam klaviru. Zaznamenany FID
signal je jako ,,tény“ s frekvenci linedrné se ménici podle polohy. Pokud budeme gradientni
pole ménit, ziskdme rtzné trajektorie v k-prostoru. Nejcastéji pouzivané typy trajektorii

ey e

nebo 3D obrazy pacientova téla pomoci inverzni Fourierovy transformace [18].
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Obrazek 2.13: Nejbéznéjsi typy trajektorii v k-prostoru pii snimani MRI dat
Matematicky popis MRI

Gradientni pole X (z) na pozici z € R? miiZeme zapsat ve tvaru X (z) = | X (z)|e"¢®), kde
| X (z)] je amplituda a ¢(z) faze. Oznac¢ime-li G € R? gradient tohoto magnetického pole,
frekvence precese (Larmorova) mtze byt popsana jako

w(z) = k(B + (G,2z)), z€R’

kde By je intenzita vnéjsiho statického magnetického pole a « fyzikalni konstanta. Pokud
se gradient G méni v ¢ase, G : (0,T) — R3, faze magnetizace ¢(z) = @(z,1) je integral

o(z,t) = 27r/<:/0 (G(7),z)dr,

kde t = 0 odpovida casu excitace radiofrekvencnim pulzem. Nyni definujeme funkci k,
k:(0,T) — R? jako

K(t) = 5 /O "G(r)dr

Ptijimaci civka integruje pfes cely objem a naméfi signal

f) = | 1X(z)le?" "2 dz = F(|X])(k(1)),

R3

kde F(|X])(€) znaci trojdimenzionalni Fourierovu transformaci amplitudy |X| magneti-
zace [10].

V MRI mtzeme také mérit jednotlivé fezy téla. Nejprve nastavime gradientni pole na
z-ové soufadnici, které zptisobi, Ze se rezonancni frekvence budou linearné lisit podél této
soutadnice. Kdyz potom excitujeme protony radiofrekvenc¢nim pulzem s tizkym rozsahem
frekvenci, vybereme tim jeden fez, ve kterém Larmorovy frekvence odpovidaji frekvencim
RF pulzu. V tomto pfipadé je trojrozmérnd Fourierova transformace nahrazena dvojroz-
mérnou [12].

Naméteny MRI signal je tedy Fourierova transformace prostorové zavislé amplitudy | X |
magnetizace (obraz), kterd je podvzorkovana na kiivce {k(t) : t € [0, 7]} C R3. Opakové-
nim nékolika rtiznych radiofrekvenc¢nich excitaci dostaneme vzorky (diskrétni) Fourierovy
transformace funkce | X | podél rtiznych ktivek ki, ...,k v R3. Potiebny ¢as na méfeni je
umérny poc¢tu L takovych kiivek, proto bychom chtéli jejich pocet minimalizovat [10].
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3. Ridka reprezentace signalii

Problematikou ¥idkych reprezentaci signal jsem se zabyvala jiz ve své bakalaiské praci [7].
Signal y (napf. zvuk, obraz ¢i video) miizeme reprezentovat pomoci aditivniho modelu,

C

ve kterém vyjadiime y jako linearni kombinaci zakladnich ,stavebnich blokd“ a;:
y = Z x;a;,

kde z; jsou vahy neboli soufadnice y v systému {a;}. Jednotlivym a; fikdme atomy, cely
systém {a;} nazyvame slovnik.
Tento model miizeme také zapsat v maticovém tvaru jako soustavu linearnich rovnic

Ax =y,

kde x je vektor neznamych a y znadmy vektor (mize to byt pozorovani, méfeni, signal).
Tento systém je nedourceny, tj. mame vice neznamych nez kolik je rovnic. Predpokladame,
ze matice A je plné hodnosti, a proto existuje nekoneé¢né mnoho feseni.

Pted samotnym zavedenim tidké reprezentace signalt je tieba vysvétlit nékolik pojma.

Definice 3.1. [16] Necht x € R”, x = (1, ..., z,,) | . Pak £, norma vektoru x je definovana

takto:
n 1/p
x|, = (Z ya;i\p> pro 1< p < o0,

=1

x|, = Z |z;|” pro 0<p<1,
i=1

1%l = max |z,
[ = [supp (x)| = |{i: 2; #0,i=1,...,n}|.

Pozndmka. O normu se ve skutecnosti jedna pouze, kdyz 1 < p < oco. V ostatnich pti-
padech pro 0 < p < 1 se o normu nejedna, protoze neplati pozitivni homogenita, je to
pouze metrika. Pro zjednoduseni se ale v praci dale pouziva oznaceni ¢, norma. Stejnym
zpusobem lze zavést i £, normu pro matice.

Definice 3.2. [] Necht x € R", x = (&1, ..., 2,) . Pak diskrétni 1D totdlni variace B3|
vektoru x je definovana jako

n—1
1%l = Z |Tir1 — @i
=1

Diskrétni 1D totalni variace je seminorma, protoze nerozlisuje body, ale je pozitivné
homogenni a spliuje trojuhelnikovou nerovnost.
Dalsim dtlezitym pojmem je fidkost vektoru.

Definice 3.3. [16] Vektor x nazveme k-ridkym, pokud plati:

Bl < &

13



Tedy k-tidky vektor ma nejvyse k£ nenulovych slozek. Nas budou zajimat pouze ridka
feSeni — TeSeni s co nejvice nulovymi slozkami. Experimentalné bylo totiz zjisténo, ze
realné signaly mizeme priblizné reprezentovat jako linearni kombinaci pomoci malého
poctu zakladnich ,stavebnich bloki“. Matematicky mtizeme tento problém popsat jako
feSeni tohoto minimaliza¢niho problému:

min ||x||, vzhledem k Ax =y. (PO)

V tomto optimaliza¢nim problému hleddme vektor x jako nejridsi feSeni soustavy Ax =y,
pricemz zname vektor y € R™ a matici A € R™ ", m < n.

Signal také miize byt zasumény a presné reseni neexistuje. Proto v praxi ¢asto uvazu-
jeme odchylku od pfesného feSeni neboli:

min [|x||, vzhledem k [[Ax —y||, <k,

kde € je povolena odchylka od pfesného feseni [16].

3.1. Postacujici podminky pro jednoznac¢nost resSeni

3.1.1. Spark matice

Pro jednozna¢nost feSeni je nutné zavést pojem spark (doslova ,jiskra“).

Definice 3.4. [16] Cislo spark(A) definujeme jako nejmensi pocet sloupcit matice A,
které jsou linearné zavislé. Formalneé:

spark(A) = min_lz]l,,
z#0 7

kde ker A znaci jadro linearniho zobrazeni urceného matici A.

Pro nenulovou matici A € R™*" kde m < n, plati, ze spark miize nabyvat hodnot
spark(A) € {2,...,m + 1}, pfi¢emz hodnoty 2 je dosazeno, kdyZ je jeden sloupec pfimo
nasobkem jiného.

Nyni nasleduje tvrzeni, které poskytuje postacujici podminku pro jednoznacnost feseni.

Tvrzeni 3.1. [16] Pokud mad soustava Ax =y TeSeni x splrujict
spark(A)
Iy < P2

-----

Nalezeni spark(A) je bohuzel vipoctové velmi naroéné, proto se snazime nalézt jiné
podminky zarucujici jednoznacnost feseni.
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3.1.2. Vzajemna koherence

Definice 3.5. [16] Vzdjemnd koherence (mutual coherence) matice A je definovana jako
nejvétsi absolutni normovany skalarni sou¢in dvou rtznych sloupctt matice A:

) 2|
n(A) = max ;
1<jk<n [lajll, - llal,

iFk

kde a; oznacuje j-ty sloupec matice A.

Jediné ortogonalni matice maji nulovou koherenci, protoze jeji sloupce jsou po dvou
ortogonéalni (tedy ¢itatel je roven nule), zatimco nedourcend soustava bude mit vzdy
nenulovou koherenci.

Tvrzeni 3.2. [16] Pro libovolnou matici A plati:

1
spark(A) > 1+ ——.
() =1+ 0w

Tato podminka ndm umoziiuje zdola ohranicit spark(A) a pfitom neni zdaleka tak
vypoctové narocna. Z toho plyne:

Tvrzeni 3.3. [16] Pokud mad soustava Ax =y TeSeni x splrugici

o< 5 (1+ 7).

pak x je nutné nejridsi mozné a jediné takove. Navic tohoto resent lze dosahnout pomoci
ly-minimalizace (vysvétleno ddle viz éast 3.2.2).

Nasi snahou je tedy pouzivani maximalné nekoherentnich slovnikti, které se nejvice
ptiblizuji ortogonéalni matici [16, 13].

3.2. Metody reseni

Predpokladejme, Ze spark(A) > 2k a existuje ko-fidké feSeni soustavy. Pak je toto FeSeni

-----

(l’:‘o) kombinaci podmnozin atomi matice, coz je NP-tézky problém (nedeterministicky
polynomidlni problém). Proto se vyvinulo nékolik aproximad¢nich metod feSeni tohoto
problému, které nejsou tolik presné, ale zato jsou rychlejsi. Tyto metody se déli do dvou

hlavnich kategorii — hladové algoritmy a relaxa¢ni algoritmy [16].

3.2.1. Hladové algoritmy
Hlavni myslenka

Predpokladejme, Ze slovnik A méa spark(A) > 2 a existuje fidké FeSeni soustavy linedrnich
rovnic Ax = y s fidkosti £ = 1. To znamena, Ze y je skalarnim nasobkem nékterého
sloupce matice A. Tento atom mutzeme nalézt pomoci m krokt. V j-tém kroku mini-
malizujeme chybu €(j) = ||a;2; — y||,- Takto dostaneme optimélni volbu konstanty 2} =

2 . o v
a;y/ ||la;||5. Pokud se chyba rovné nule, nagli jsme hledané feseni.
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Ve vétsiné pripadli ovSem nemame jenom feSeni s fidkosti 1, ale s fidkosti k = k.
mozné a je zarucena jeho jednoznacnost. Jak bylo uvedeno vyse, hledat presné feseni je
vypoctové velmi naro¢né, proto se hladové algoritmy pokousi iterativné nalézt v kazdém
kroku jeden atom, ktery ma nejvétsi podil na feSeni (tj. ma nejmensi rezidualni ¢, chybu
pii aproximaci y). Na zac¢atku polozime x° = 0 a v kazdém kroku aproximujeme Fidké
feSeni tak, aby nenulové prvky x piislusely mnoziné aktivnich atomi (na zacatku je tato
mnozina prazdnd). V kazdé iteraci pridame do této mnoziny vybrany atom. Tento postup
neni presny, proto musime nastavit maximéalni odchylku od presného feseni, se kterou
jsme spokojeni [9].

Ortogonalni sdruzovaci metoda (OMP)

Ortogonélni sdruzovaci metoda (Orthogonal Matching Pursuit) je jednou z nejpouzivanéj-
sich hladovych algoritmi, proto ji uvedeme jako prvni. Jak bylo predeslano vyse, v tomto
algoritmu poloZime prvotni aproximaci ¥idkého feseni x° = 0, spoditadme pocatecni re-
ziduum r° = y — Ax” = y. Samoziejmé na zacatku také mnozina vsech nenulovich
koeficientii S° je prazdnéa (této mnoziné budeme fikat nosi¢). Potom mtiZzeme pfistoupit
k jednotlivym krokim metody. Nejprve se vyjadii rezidudlni chyba pfi aproximaci pro
vSechna j =1,2,...,n:

2

Tk—1
aj r

2
lasl;
B 1112 (a}'rk—l)Q (a}'rk—l)Q B
= Il =2 e e =
lailly Tyl

k—1H2 . b_1
y =

€(j) = min ||la;z; — r a,
%

2

ajTrk—1)2
2
2l
Z téchto vypocitanych chyb vybereme nejmensi z nich. Oznac¢me index nejmensi
chyby jo, formalné zapsano: Vj ¢ S*~! : €(jo) < €(j). Poté piiddme do nosice S* nalezeny
index jo. Dale spoc¢itame x* pomoci minimalizace |Ax — yHg, ale nesmime zapomenout,
7e x* je nenulové pouze na pozicich S*. To néas vede k tomu, Ze Xgx = AJSrky, kde x g
je nenulova cast x a Agr je matice, kterd obsahuje pouze sloupce matice A odpovidajici
nosic¢i S* (znak + nad matici oznacuje pseudoinverzi [16]). Nakonec spo¢itdme nové re-
ziduum — pokud je mensi nez pozadovand odchylka, mame hledané feseni pii dané mire
nepfesnosti, jinak provedeme dalsi iteraci [9].

.

Sdruzovaci metoda (MP)

Dalsi metoda zvana sdruzovaci metoda (Matching Pursuit) je velice podobna OMP, ale
je o néco rychlejsi za cenu mensi presnosti. Tato metoda také nejprve spocita chyby e(7)
a nalezne index jy. Ridké feseni x ale nepo¢ita pomoci metody nejmensgich étverct, jako
tomu bylo u OMP, ale nechava nezménéné vsSechny jeho nenulové slozky z predchozi
iterace, pouze prida novy koeficient do nové nalezené nenulové slozky vektoru. Za tento
koeficient volime optimalni konstantu 27 [9].
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Normovani

Oba jiz dfive uvedené hladové algoritmy (OMP a MP) byly popsany pro obecnou matici A,
kterd neméd normované sloupce. Mizeme ale normovat sloupce pomoci A = AW, kde
W je diagonalni matice, kterd ma na diagonéle 1/ ||a;||,. Potom mtizeme v pfedchozich
algoritmech pouzit A misto A. Je to vyhodné zejména proto, Ze misto hleddni nejmensi
chyby €(j) v kazdé iteraci staci nalézt nejvétsi (v absolutni hodnoté) skaldrni soucin
rezidua r*~! a normovaného vektoru matice A. To znaéné urychli vypocet. Kdyz tedy
pouzijeme k vipoctu A, nalezneme ¥dky vektor x. Nés obvykle ale zajima vektor ptivodni
matice — k ziskani piivodniho Fidkého vektoru x musime X zleva vynésobit matici W [9]:

y=Ax=AWx=Ax = x=Wx

3.2.2. Relaxace

Norma ¢y neni konvexni funkce, tudiz neni mozné na nas problém pouzit zadnou z fady
metod a algoritmi konvexni optimalizace, které jsou dnes k dispozici. Protoze ale £, normy
jsou konvexni pro p > 1, nabizi se ndm otazka, zda by se nedala ¢, norma aproximovat
nejblizsi konvexni normou — tedy ¢;. Tim by se nas problém prevedl na tlohu:

min ||x||, vzhledem k Ax =y. (P1)

Jak ukazeme za chvili, za urcitych podminek lze pouzit ¢; normu misto ¢3. Navic
se casto feseni obou tloh shoduji. Obr. 3.1 ilustruje fesen{ tlohy miny [x||, vzhledem

k Ax = y v R?, postupné pro p = 0;0,5; 1; 2. Prostor viech piipustnych feseni reprezentuje
dervend pifmka. Z obrazku je patrné, Ze feSeni problémt (P0) a (P1) je shodné. Reseni
v ptipadé, kdy pouzijeme eukleidovskou normu, p = 2, je vSak odlisné (jedna se o feSeni
s minimalni energii) [14, 16].

Obrazek 3.1: Vrstevnice norem ¢y, {5, ¢1 a {5 a jejich dotyk s nadrovinou urcenou sousta-
vou Ax =y

Podminky ekvivalence reseni pomoci {y- a {;-minimalizace

Vlastnost nulového prostoru

Pro T C {1,...,n} ozna¢ime x; € R" vektor odvozeny z x € R" tak, Ze prvky na pozi-
cich patticich do mnoziny T zachovame a ostatni vynulujeme. Komplement 7" oznac¢ime
T¢ = {1,...,n} \ T. Nyni néasleduje definice vlastnosti nulového prostoru:
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Definice 3.6. [16] Rekneme, 7e matice A € R™ ™ m4 vlastnost nulového prostoru ¥adu k
s konstantou v € (0, 1), pokud plati:

lurlly < vzl

pro vSechny mnoziny 7' C {1,...,n}, |T| < k a pro vSechny vektory u € ker A.

Vlastnost nulového prostoru umoznuje nalezeni k-fidkého feSeni pomoci ¢, minimali-
zace a zaruCuje jeho jednoznacnost. Ovéfeni této podminky ale neni Gplné jednoduché.
Protoze realné signaly nejsou ridké v pravém slova smyslu, ale maji misto nulovych slozek
malé nenulové hodnoty, budeme potiebovat definovat chybu aproximace fidkym vektorem:

Definice 3.7. [16] Chyba nejlepsi aprozimace vektoru x € R"™ k-fidkym vektorem z
v normé ¢, je definovédna jako

ou(x)y = inf [x 2,
k

kde ¥p = {x e R": ||x]|, < k}.
Nésledujici tvrzeni udava horni odhad chyby i v ostatnich pripadech:

Tvrzeni 3.4. [16] Necht matice A € R™ ™ ma vlastnost nulového prostoru tadu k s kon-
stantou vy € (0,1). Necht x € R", y = Ax a x* € R" je fedeni {1 minimalizace. Potom

2(1+7)U

_x* <
I =) < 5=

k(X)1-

Pokud tedy existuje néjaké nejvyse k-tidké reseni soustavy y = Ax za splnéni pred-
pokladii tvrzeni, pak oi(x); = 0 a nulovost pravé strany vynuti x = x* (diky tomu, Ze
|x —x*||; = 0). To znamena, ze hledané Fidké feSeni nalezneme i ¢; optimalizaci.

Zaroven plati obracena implikace — pokud je mozné ze soustavy y = Ax rekonstruovat
vsechny k-tidké vektory x pomoci /;-minimalizace, pak matice A ma vlastnost nulového
prostoru Fadu k s néjakou konstantou v € (0,1) [16].

Vlastnost zeslabené izometrie

Dalsi moznosti, jak zajistit ekvivalenci feSeni pomoci /y- a f;-minimalizace, je defino-
vat vlastnost zeslabené izometrie, ktera je oproti vlastnosti nulového prostoru vypoctove
prijatelné€jsi a navic je stabilni i pod vlivem Sumu.

Definice 3.8. [16] Konstanta zeslabené izometrie 0;, matice A € R™*" je nejmensi ¢islo
takové, ze plati:
Azl]
(1—10g) < w < (14 )
|5

pro viechny vektory z € X%. Rekneme, 7e matice A m4 vlastost zeslabené izometrie fadu &
s konstantou 0y, pokud 4y € (0, 1).

Zeslabeni izometrie (linedrni zobrazeni zachovavajici délku vektori) spoc¢ivd v ome-
zeni se jen na vSechny podmatice A o k sloupcich a dale nepozaduje presnou izometrii,
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ale povoluje malou odchylku d,. To znamené, ze vSechny matice museji byt priblizné
ortonormalni.

Do definice vlastnosti zeslabené izometrie je nutné obecné zahrnout vsechny podma-
tice o maximéalné k sloupcich, protoze dopfedu nevime, které prvky vektoru x budou
nenulové, a proto také nevime, které atomy matice A se budou podilet na reprezentaci
signalu y.

Konstantu zeslabené izometrie miizeme spocitat primo:

O = AjAr -1
0= pomax o ArAr ]|,
IT| <k
kde norma matice |-||,_,, je definovana jako:
Bx|,

B = .
H “2%2 m}z(ax HXH2

Podobné jako u vlastnosti nulového prostoru lze i u vlastnosti zeslabené izometrie
urcit chybu aproximace ¢;-minimalizaci. Také lze nalézt vzajemny vztah mezi vlastnosti
zeslabené izometrie a vlastnosti nulového prostoru.

Tvrzeni 3.5. [16] Necht A € R™ ™ md vlastnost zeslabené izometrie fadu K = k + h
s konstantou o € (0,1). Pak A md vlastnost nulového prostoru tidu k s konstantou

k(14 0k)
TN =)

Daéle miizeme pomoci vlastnosti zeslabené izometrie omezit chybu aproximace feseni
f{-minimalizaci.

Tvrzeni 3.6. [10] Necht A € R™*" md vlastnost zeslabené izometrie fadu 3k s konstantou
031 < % Necht Ax =y pro x € R" a x* € R" je reseni {1-minimalizace. Pak

oy (x),

N/

lx = x|, <C

kde C' je konstanta zdvisejici pouze na dsp.

Tvrzeni 3.7. [16] Necht A md vlastnost zeslabené izometrie vadu 2k s konstantou o,
Sop < V2 — 1~ 0,4142. Necht Ax =y pro x € R" a x* € R" je feseni {,-minimalizace.
Pak

I — ', < 070N

Vi

Ix = x*[l; < Co (x);
pro néjakou konstantu C' zdvisejici pouze na da.

Dalsi tvrzeni specifikuje vlastnosti v pfipadé bilého Sumu (gaussovského).
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Tvrzeni 3.8. [16] Predpokladejme, Ze matice A € R™ ™ md vlastnost zeslabené izometrie

radu 2k s konstantou 5
344/

Nasledugjici vztahy plati pro viechna x € R™. Necht signdl je naméren se Sumem
y=Ax+e, |e]], <e x* je fesenim ulohy:

5% < ~ 0,4627.

min ||z||, vzhledem k ||Az —yl, <e.

Potom
Ok (X)1

Vk

pro kladné konstanty Cia Cy zdvisejici pouze na dop,.

[x = x"l, < Gy

+ CQE

7 uvedeného tvrzeni vyplyva, ze celkova chyba ma 2 ¢asti: cast, ktera zavisi pouze na
ridkosti, a cast, kterd zavisi na velikosti Sumu.

Matice, které by mély vlastnost zeslabené izomerie s predem danymi parametry, se za-
tim nepodarilo deterministicky sestavit. Byly nalezeny pouze matice, které tuto vlastnost
spliiuji jen s vysokou pravdépodobnosti. Uvedena tvrzeni vSak netikaji nic o tom, jestli je
(1-minimalizace ekvivalentni s {p-minimalizaci v pfipadé, kdy matice A nemé vlastnost
zeslabené izometrie. Experimentalné bylo zjisténo, ze lze pouzit i nékteré matice, které
tuto vlastnost nemaji [16].

Iterativné prevazovana metoda nejmensich ¢tverca (IRLS)

Jak jiz bylo feceno, dalsi moznosti, jak nalézt ridké feseni soustavy Ax =y, je pouzit
relaxaci ¢y normy. Specialné pro tyto tcely byla vyvinuta iterativné prevazovana metoda
nejmensich ¢tverct (Iterative Reweighed Least Squares), ktera reprezentuje £, normu (pro
pevné dané p € (0, 1)) pomoci vaZené ¢, normy. Pfedpokladejme, ze mame urcené pfibliz-
né feSeni x;,_1 a polozme X, 1 = diag (|xx_1|?). Uvazujme, Ze tato matice je invertibilni
a HX,;_llei je rovno ||x||§:§g. Jestlize zvolime ¢ = 1 — p/2, uvedeny vyraz nahrazuje
¢, normu, |[x|[|7. Neni-li matice X, invertibilni, pouzijeme misto inverze X, pseudo-

. . 2 . PRV .
inverzi, Xz_le? Pokusime se nyni fesit tento problém:

min HX;[lez vzhledem k Ax =y.

Tento problém ma tu vyhodu, ze jej lze fesit pomoci linearni algebry a Lagrangeovych
multiplikatort. Jako ti¢elovou funkci vyuzijeme klasickou ¢ normu. Tedy mame

L(x) =X/ x|, + AT (y — Ax)

= aLa—)((X) =0=2(X/)'x— AT\
Pokud budeme uvazovat, ze X; | je invertibilni, znamen4 to, ze mé nenulové prvky na
hlavni diagonéle [9]. MtZeme proto polozit (XZ—1)_1 = X}_1. V tomto pfipadé muzeme
psat feseni ve tvaru:
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1
Xp, = 5Xﬁ_IATA.

V obecném piipadé, kdy jsou nékteré prvky na hlavni diagonéle X;_; nulové, feseni
dané témito nulovymi prvky odpovida slozkam v x;. Za predpokladu, ze nulové slozky
x mohou zustat v dalsich iteracich (kvili Fidkosti FeSeni), tento vzorec na vypocet x; je
smysluplny a dava spravny vysledek. Nyni se vratime k rovnici Ax =y, do které dosadime

praveé spocitané x;. Dostaneme:
1 -1
§AX§,1ATA =y = A=2(AX; A7) y.

Protoze inverze obecné nemusi existovat, radéji pouzijeme pseudoinverzi. Celkové tedy
mame:

xp =X AT (AX2 AT Ty
Ptiblizné TeSeni x; pouzijeme pro vytvoreni nové diagonalni matice X; a miizeme zacit
novou iteraci.

V praxi se ukazalo, ze jakmile je néjaka slozka vektoru x; nulova, v algoritmu nikdy
nedojde k tomu, ze by byla nahrazena nenulovou slozkou. Proto se za startovaci vektor
nebere vektor nulovy, ale vektor, jehoz slozky jsou rovny jedné. Na rozdil od predchozich
algoritmi vypocet feseni konéi, jakmile ||xj; — x;_1]|, je mensi nez zadana pozadovana
presnost. Nejcastéji volime p = 1.

Nesmime ovSem zapomenout, ze zatimco f; norma nerozlisSuje velikost nenulovych
slozek x;, £, norma na velikosti sloZek pfimo zavisi. Proto algoritmus vybird za nenulové
slozky vektoru x; ty, které nasobi v £, normé nejvétsi atomy matice A, a tim je piesné
feseni ovlivnéno. Z tohoto diivodu se matice A pfed vlastnim vypoctem normuje. Aby
bylo nalezené ridké feseni normované matice A ekvivalentni s feSenim ptvodni matice, na
konci vypoctu (stejné jako tomu bylo u hladovych algoritmil) se musi po slozkach vydélit
pfislusnymi normami matice A [9].

Modifikované IRLS — s uvazovanim odchylky od presného reseni
Jak jiz bylo feceno dfive, signdl mutze byt zaSumény a presné feseni nemusi existovat.
V pripadé relaxace se tedy pokousime fesit tento problém:
min ||x||, vzhledem k |[Ax -y, <e.
X

Vyuzitim prislusnych Lagrangeovych multiplikatorti dostaneme:

) 1
min [y + 5 [ly — Ax]l;.

kde Langrangetv multiplikator A je funkci A, y a e. V pfipadé IRLS polozime X = diag (|x|)
a dostaneme [|x||, = x"X"'x. JestliZe mame danou aproximaci x;_;, nastavime
Xy—1 = diag (|xx_1]) a pokusime se Tesit:

1
min Ax ' X 'x + 5 ly — Ax||3,

coz je kvadraticky optimalizacni problém. Pokud tc¢elovou funkci zderivujeme a polozime
rovnu nule, dostaneme soustavu linearnich rovnic, kterou lze fesit pomoci klasické linearni
algebry.
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Nejvétsim problémem je zvoleni A tak, aby nalezené feseni co nejvice odpovidalo pres-
nému TeSeni. Volba A zavisi na smérodatné odchylce i fidkosti feseni. Nékdy se také A
aproximuje a postupné se iterativné zpresnuje. Vznikly systém linearnich rovnic se casto
fesi pomoci metody sdruzenych gradienti [9].
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4. Komprimované snimani

Bézny zptisob ziskani a komprese dat je adaptivni vzhledem k signalu. Nejprve namérime
vSechna data, potom provedeme néjakou transformaci a vyhodnotime ziskané koeficienty.
Protoze chceme signal komprimovat, aby nam nezabral moc mista v paméti, vétsinu ko-
eficientt déle neulozime (tplné je ,zahodime*). MuZeme si to dovolit, protoze z néjakého
divodu nesou malo informace. Typickym piikladem tohoto pfistupu je kompresni for-
mat JPEG, u kterého nejprve ziskame hodnoty vSech pixeli fotografie, potom provedeme
dvojrozmérnou diskrétni kosinovou transformaci (DCT) a kvantujeme vzniklé koeficienty.
Nakonec ponechdme pouze nékteré koeficienty (nejcastéji ty s nejvétsi velikosti) a zaké-
dujeme jenom jejich pozice/indexy a velikost.

Komprimované snimani (compressed sensing, compressive sampling, CS) pfichézi s ji-
nou strategii: snimat signal linedrné a neadaptivné, a to pouze tolikrat, kolik je skutecné
tfeba! Tento pristup je asymptoticky stejné dobry jako adaptivni pristup. Komprimované
snimani je mozné provadét jenom diky néjakym apriornim informacim o méreném signalu.
Umozni nam urychlit méfici proces, ale cenou za to je delsi doba rekonstrukce, protoze
neni linearni [3, 15].

4.1. Komprimované snimani vyuzivajici ridkosti

Nejcastéji vyuzivanym predpokladem v komprimovaném snimani je fidkost signalu v néjaké
vhodné reprezentaci (omezime se pouze na ortonormalni baze). V komprimovaném sni-
méani jde o stejny problém jako (P0), ale matice A mé specialni konstrukei.

Oznac¢ime bazi ¥ a tedy signdl z ma vyjadieni z = ¥x, kde x je k-fidky. Cilem je
provést ,maly pocet* neadaptivnich méreni, které budou mit charakter skalarnich souc¢int
se signalem, coz lze zapsat jako y = Pz = PWx. Zde P je tzv. mérici matice rozméru m xn
a jednotlivé slozky vektoru y jsou vysledky méfeni, které vznikaji jako linearni kombinace

Obrazek 4.1: Tlustracni schéma komprimovaného snimani pro ridky signal: naméteny vek-
tor y je roven soucinu mertici matice P, unitarni matice W a fidkého vektoru x. Do procesu
snimani vstupuje vektor z, ktery je pozorovatelny a neni sam ridky, ale je fidky v néjaké
bazi W, zde v ortonormalni bazi zpétné DCT. Obrazek je proveden v pseudobarevné skale,
tzn. nejnizsi hodnoté v maticich je pritazena modra barva, nejvyssi cervena a hodnoty
mezi nimi jsou znazornény barvami prechazejicimi postupné od modré k cervené podle
zvolené palety barev.
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vzorkil signdlu. Pocet méfeni je m < n. Je vidét, ze v komprimovaném sniméani matice
A = PW, celkové mame tento problém:

min ||x||, vzhledem k y = PW¥x. (4.1)

Pokud oznac¢ime x bod, ve kterém uvedend tucelova funkce nabyva svého minima,
mizeme pak po jeho nalezeni jednoduse ziskat samotny signal z jako z = ¥x. [lustracni
schéma komprimovaného snimani je znédzornéné na obr. 4.1.

Meétici matice se vétsinou uvazuji ve tvaru P = R®. Zde ® je (zatim nespecifikovand)
matice n X n a R je matice, kterd vznikne z jednotkové matice n x n ponechanim pouze
nékterych (ndhodné) vybranych fadkd, a tedy funguje jako vybér fadka z ®. Nahodny
vybér v R se pritom fidi nejcastéji rovnomérnym rozdélenim pravdépodobnosti. Tedy
celkové roli matice A hraje nyni matice A = R®W¥. Celkové schéma komprimovaného
snimani je zobrazené na obr. 4.2.

Nyni zbyva zodpovédét otazku, kolik je tfeba provést méfeni tak (tj. jaky musi byt
pocet Fadka m matice P), abychom byli schopni z nich Gspé$né rekonstruovat signal
pomoci ¢;-technik. V pfipadé ndhodnych méticich matic (R) s rovhomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti zavisi tento pocet na vzajemné koherenci u. Ve specialnim piipadé, kdy
je matice slozena ze dvou ortonormaélnich bazi ® a ¥, tedy [®, ¥], mame

w(®,¥]) = max  [¥]P].
1<ij<n
Hodnota u([®, ¥]) se pohybuje mezi \/iﬁ a 1. Nésledujici tvrzeni uvadi podminku, za jaké
je zarucena presna rekonstrukce z méreni.

Tvrzeni 4.1. [3] Necht je dan signdl z, ktery ma v bazi W k-ridkou reprezentaci x. Pak
resend U1-minimalizace
min ||x||, vzhledem k y = R®¥x,
kdey jsou merent, je soucasné s vysokou pravdépodobnosti nejridsi mozné, pokud je zvolen
pocet radkiu m matice R takto:
m>C-p*([®,9])-k-n-lnn
pro nejakou kladnou konstantu C.

7 uvedeného tvrzeni je patrno, ze pocet méfeni zavisi na fidkosti pouze linearné. Ko-
herence kvadraticky ovliviiuje nutny pocet méreni. Proto je snaha hledat takové dvojice,
jejichz koherence je minimélni — u part [®, ¥| s koherenci Ln staci fadové k - Inn méfeni.
Naopak, jak koherence roste, prestava byt méreni dle této podminky vyhodné, az v urci-
tém momentu prestava mit smysl, nebot preroste pocet vzorkt signalu n [3, 14, 15].

Obrazek 4.2: Celkové schéma komprimovaného sniméani: souc¢in matic R a ® tvori mérici
matici P
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4.2. Komprimované snimani zaloZené na nizké mati-
cové hodnosti

Komprimované snimani mtizeme pouzit také na matice X € R™>"2(C™*"2), Ridkost
je zde nahrazena pfedpokladem nizké hodnosti X. Méfeni provadime pomoci néjakého
linedrniho zobrazeni A : R"*"2 — R™, kde m < nins, tedy naméfena data y dostaneme
jako

y = A(X) € R™.

Abychom byli schopni rekonstruovat X z y, budeme predpokladat, ze X ma hodnost
nejvyse h(X) = r < min{ny, ny}. Naivni piistup feSeni tohoto optimaliza¢niho problému

min A(X) vzhledem k y = A(X)

je NP-tézky problém, ale mtizeme ho relaxovat podobné jako v predchozim pfipadé. Uva-
zujme singularni rozklad (SVD) matice X, tj.

n
X = g owvy,
=1

kde n = min{ny,ne},01 > 09 > ... > 0, > 0 jsou singularni ¢isla X a u; € R™, v, € R™
jsou poporadeé levé a pravé singularni vektory. Matice X ma hodnost r prave tehdy, kdyz
vektor o = o(X) singularnich ¢isel je r-fidky, tj. h(X) = ||o(X)]|,- Podobné jako tomu
bylo predtim, miizeme tento problém také relaxovat. Definujeme proto tzv. nuklearni
normu jako ¢;-normu singularnich ¢isel, tj.

n

X, = le(X)ll, =) auX). (4.2)

=1

Nyni miizeme uvazovat relaxovany minimaliza¢ni problém s nuklearni normou
min || X]|, vzhledem k y = A(X). (4.3)

Tento problém je uz konvexni a je tedy efektivné reSitelny. Konkrétni metoda na Feseni
tohoto problému a jemu podobnych je uvedena v dalsi kapitole.

Na fesitelnost a jednoznacnost tohoto problému byla vyvinuta podobna teorie jako na
ridké signaly. Uvazuji se pfi tom ndhodné zobrazeni A. Ukazuje se, ze matice X s hodnosti
nejvyse r mohou byt s vysokou pravdépodobnosti rekonstruovany z m méfeni [10], jestlize

m > Crmax{ny,ny}.

Tato hranice je optimalni, jestlize prava strana uvedené nerovnice odpovida poc¢tu stupnu
volnosti popisujicich matici typu n; X ny s hodnosti r. Existuji také jiné podminky vyuzi-
vajici napt. koherenci matic, ale ty zde neuvadime. VSechny podminky ale pouze zarucuji
vysokou pravdépodobnost rekonstrukce. Napftiklad kdybychom méfili jednotlivé prvky
matice, kterdA ma pouze jeden nenulovy prvek, pak bychom ho s vysokou pravdépodob-
nosti naméfili, a proto by jeho urceni bylo skoro nemozné [2, 10].
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4.3. Komprimované snimani v MRI

Méteni v MRI je velmi pomalé. Naptiklad ptfi perfaznim zobrazovani v  MRI lze nyni
snimat jeden fez v maximalnim rozliseni pfiblizné 100 x 100 px asi za 4 s. Vyssi rozliseni
neni mozné, protoze bychom nebyli schopni diky délce trvani zachytit pritbéh koncentrace
kontrastni latky. Proto se zde pfimo nabizi pouziti komprimovaného sniméni na zrychleni
procesu méteni. Jedinou nevyhodou je, ze rekonstrukce obrazu bude trvat déle.

Abychom mohli vyuzit komprimované snimani, je nutno vyuzit néjakych apriornich
informaci o méfenych datech. Napiiklad mtzeme vyuzit faktu, ze perfuzni kiivka je ridka
ve spektru, video (obraz ménici své parametry v ¢ase diky perfizi) ma nizkou maticovou
hodnost (perfizni k¥ivky maji podobny pribéh v ramci jednoho typu tkdné) nebo malé
totalni variace perfuznich ktivek.

Ptipomenme, ze v MRI je signal méfen pfimo ve frekvenc¢ni oblasti. Ménici se gradi-
entni pole urcuje trajektorii v k-prostoru, proto matice ® je dana — je to piimo 2D (3D)
Fourierova transformace. Diky tomu kazdé méreni pfedstavuje jeden Fourieriv koeficient.
Protoze je matice ® dana, je dilezité se zaméfit na konstrukci méticich matic pomoci
vybéru fadkiu z ®. Ale ani ty nemohou byt libovolné, protoze v k-prostoru nemohou byt
jakékoliv trajektorie kvili fyzikalnim a fyziologickym omezenim. V dnesnich systémech
jsou gradienty limitovany svoji maximalni amplitudou (|G| < Gpax) @ maximdlni rych-
losti jejich nabéhu (!%} < Smax)- Navic velké amplitudy gradientu a jejich rychlé zmény
mohou zpisobovat stimulaci periferni nervové soustavy [13].

26



5. Proximalni gradientni metoda

V predchozi kapitole jsem vidéli, ze pfi pouzivani komprimovaného sniméani lze rekonstru-
ovana data vyjadrit jako feseni vhodné optimaliza¢ni tlohy (napf. viz (4.1) nebo (4.3)).
Pokud vyuzijeme CS pouze s predpokladem fidkosti (loha (4.1)), mizeme k vyfeseni této
optimalizacni tlohy vyuzit algoritmy pro ziskani fidké reprezentace uvedené v casti 3.2.

Pokud pouzijeme dalsi predpoklady, musime se potykat s otédzkou, jakou metodu pou-
zit k vyTeSeni sestavené optimalizacni tlohy pro rekonstrukci namérenych dat. Jednou
z moznosti je vyuziti proximalni gradientni metody, ktera je dostate¢né flexibilni na tento
druh problémt. Dfive nez si popiSeme samotny algoritmus, predstavime si proximalni
operatory, které proximalni gradientni metoda vyuziva.

5.1. Proximalni operator

Proximalni operator konvexni funkce je pfirozenym rozsifenim pojmu projekéniho opera-
toru na konvexni mnozinu. Tento operator hraje dulezitou roli v analyze a numerickém
feSeni konvexnich optimaliza¢nich problémii.

Déle budeme potiebovat definovat nékolik pojmi.

Definice 5.1. [25] Rekneme, Ze funkce f(x) je zdola polospojitd na podmnoziné U néja-
kého metrického prostoru, jestlize pro libovolné x, € U plati:

liminf f(x) > f(xo).

Definice 5.2. [4] Nechtf f je zdola polospojitd konvexni funkce s neprazdnym definiénim
oborem, f : R® — (—o00,00). Subdiferencidl funkce f je operator Of : R® — 28" ktery
definujeme jako

X {ueR”:(VXGR”) (% —x) u+t f(x) gf(i)}. (5.1)
Jednotlivé prvky u subdiferencialu se nazyvaji subgradienty.

Subgradient 0f pfedstavuje zobecnény pojem gradientu Vf = (ﬁ ce %). V bo-

o0z’

dech x, kde je funkce f diferencovatelna, se subgradient rovna gradientu.

Piiklad: Naleznéte subdiferencial funkce f(x,y) = |z| + |y| v bodé [z,y] = [1,0].
Reseni: NapiSeme podminku (5.1) pro subdiferencidl:

(x—x) u+t f(x) < f(%),

~ ~ u ~ ~
==y () +lel 41yl < a1 41l

~ ~ u ~ ~
@-19) (L) +1<1al 41

(Z—1Du+gv+1<|2|+ 7|
Protoze uvedena nerovnost musi platit pro vSechna u, v, lze odsud jednoduse ur¢it (roz-
borem jednotlivych moznosti kombinaci znamének u Z,7), Ze subgradienty jsou vektory
tvaru (u,v) = (1,v), pfidemz —1 < v < 1. Subdiferencidl funkece f(z,y) = |z|+ |y| v bodé
[1,0] je zndzornén na obr. 5.1.
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f(@,y) = =] + [yl

af(1,0)

Obréazek 5.1: Subdiferencial funkce f(x,y) = |z| + |y| v bodé [1,0] — barevné jsou vykres-
leny vrstevnice f, ¢ervené vektory predstavuji vybrané subgradienty

Definice 5.3. [1] Necht C' je neprazdnd podmnozina R". Potom indikdtorovd (charakte-
ristickd) funkce mnoziny C je

s 0, xed(C,
‘o oo, x¢C.

Nyni zavedeme proximéalni operator.

Definice 5.4. [1] Necht f : R"™ — (—o00,00) je zdola polospojita konvexni funkce s ne-
prazdnym definiénim oborem. Pro kazdé x € R™, minimaliza¢ni problém

! )
min o [lx —yll; + £(¥)

mé jediné feseni. Bod, ve kterém uvedend tucelova funkce nabyva minima, oznacime
prox;(x). Operator prox, : R — R" takto definovany nazveme prozimdlni operdtor f.

Je zajimavé si povSimnout, ze proximalni operator je obecné€jsim pojmem nez pro-
jekce P bodu x € R™ na neprazdnou uzavienou konvexni mnozinu C' C R”. Tato projekce
je Tesenim problému

1 p
min o [x =yl +to(y).

Navic také funkce (o spliuje predpoklady v definici proximéalniho operatoru.
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Proximalni operator f mizeme charakterizovat touto inkluzi:
(V(x,p) € R" xR") p = prox;(x) & x—p € If(p), (5.2)

kterd vychéazi z podminek pro minimum: x* = arg miny f(x) = 0 € df. Inkluzi je mozno
redukovat na

(V(x,p) € R" xR") p = prox;(x) & x—p=Vf(p),
kdyz je f diferencovatelna.

Véta 5.1 (Vlastnosti proximélniho operatoru). [5] Necht ¢ je zdola polospojita konvexni
funkce s neprdzdnym definicnim oborem, ¢ : R" — (—o00,00). Pak plati ndsledujici:

(i) Posunuti: Necht ¢ = (- — z), kde z € R". Potom prox,(x) = z + prox,(x — z).

(i7) Zména méritka: Necht ) = ¢ < ), kde p € R\{0}. Potom prox,,(x) = pPTOX <5>

, z
Diikaz. Polozime p = prox,(x). Podle (5.2) je to ekvivalentni s x — p € 9¢)(p). Postupné
muzeme psat:

(2)
x —p € 0Y(p),
x—p € dp(p —12),
(x—2) — (p—2) € Ip(p —2),
P — z = prox,(x — z),

P = prox,,(x) = z + prox,(x — z).

1
cpetos(2),
p " \p
p P p*) \p

X
P = prox,(x) = pPIOX 5 ; :

i)

]

7Z hlediska zpracovani signald maji proximalni operatory jednoduchou interpretaci jako
odstranovani Sumu (tzv. denoising). Pfedpoklddejme standardni problém odstratiovani
sumu, kdy chceme rekonstruovat signal x € R" z pozorovani

y=X+w,

kde w € R" je Sum modelu. Tento problém mutzeme zformulovat do podoby proximéalniho
operatoru, kde |- —y||* /2 zarutuje malou odchylku od dat se Sumem a f predstavuje
apriorni informace o X [4].
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5.1.1. Proximalni operator pro /;-normu

Nyni si ukdzeme, jak odvodit proximalni operator pro ¢;-normu. Podle definice mizeme
napsat:

1 2
prox, ., (x) = argmin 5 [x=ylz+Allyll;
coz rozepiseme jako:
1 n ) n
in i~ Yi A il -
mymZizl(ﬂf vi)’ + ;M

)
Budeme hledat toto minimum postupné na jednotlivych intervalech, kde je absolutni
hodnota diferencovatelna:

1) ¥, >0
gi:%—xri‘)\:(),
yi=r;,—A>0 = x; > )\,
2) 1, <0
g?i—yi—%—/\—a

yi=r,+A<0 = x; <=\
3) Jedinym pfipadem, ktery jsme neuvazovali, je y; = 0, které je hledanym minimem
pro zbylé pripady z;, tedy —\ < x; < .

Celkové tedy mizeme proximalni operator /;-normy napsat jako

e
Yi = maX(’$i| _)‘70)'
|

Tato funkce se taky nékdy nazyva mekké prahovani, které je znazornéné na obr. 5.2.
Protoze nuklearni norma je definovana jako ¢;-norma singularnich ¢isel (viz (4.2)), je
tedy proximalni operator nuklearni normy mekké prahovani singulérnich cisel.

A
Y

Obrazek 5.2: Cervené znazornéna identita a modfe jeji mékké prahovani
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5.1.2. Proximalni operator pro 1D totalni variaci

Proximalni operator 1D totalni variace napiSeme podle definice takto:

1 2
proxy.,, (x) = argmin o [1x =yl + Allyll,,

coz rozepiseme jako:
n—1

1 >

mym§Z(~’Ui —u) + A i — il (5.3)

i=1 i=1

Tento proximalni operator se neda analyticky vyjadfit jako tomu bylo u ¢;-normy. Na

jeho spocitani existuji rtizné algoritmy, které jsou vétsinou iterativni. Nedavno se objevil

i pfimy algoritmus [6] na jeho vypocet. Tento algoritmus vyuziva duélni problém k (5.3):
min (25 — w; + ui_1)?

ucRn+1
i=1

vzhledem k  |u;| < A\ Vi=1,....,n—1, auy=wu, =0.

Pokud najdeme feseni u dualni tlohy, lze jednoduse dostat feseni y primarni tlohy jako

yz:yl—uz—i—uz,l, VZ:L,TL (54)
Refeni y a u je jednozna¢né uréeno Karush-Kuhn-Tuckerovymi podminkami [1], které
vedou na
u=u, =0aVi=1,...,.n—1
u; € (=X, A) pokud y; = yii1,
U = — A, pokud y; < yiy1, (5.5)
up = A, pokud y; > yiy1.

Algoritmus prochazi postupné jednotlivé prvky y;. Na pozici ¢ se snazi prodlouzit stavajici
segment y poloZenim y; 1 = ;. Pokud to neni mozné bez poruseni (5.4) a (5.5), algoritmus
jde zpét na posledni pozici, kde se objevil skok v y, ovéti stavajici segment do této pozice,
zacne s novym segmentem a pokracuje stejnym zptisobem dal, dokud nedojde do konce.

5.2. Proximalni gradientni metoda (dopiredné-zpétné
déleni)
Mame danou konvexni tlohu
min g(x) + h(x), (5.6)

pricemz h : R™ — R je zdola polospojita konvexni funkce a g : R® — R je konvexni
funkce, ktera je diferencovatelna s S-lipschitzovskym spojitym gradientem Vg, tj.

(V(x,y) e R" xR") [|Vg(x) = Vg(y)ll < Blx =yl (5.7)
kde g € (0,00). Tato tiloha mé alespon jedno feseni, pokud g + h je koercivni, tj.
lim g¢(x)+ h(x) = .

l[x[[—=o0

Pokud navic g + h je ryze konvexni (tedy g nebo h je ryze konvexni), pak je toto feseni
jediné.
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Tvrzeni 5.1. Necht x € R" a t € (0,00). Pak
x je fesenim (5.6) < x = prox,, (x —tVg(x)).

Tato charakterizace x jakoZzto pevného bodu naznacuje moznost feSeni problému (5.6)
iterativné takto:

x" ! = prox, (x* — t"Vg(x")) (5.8)
pro vhodnou hodnotu parametru t*. Tato iterativni metoda se nazjva proximalni gra-
dientni metoda nebo také dopfedné-zpétné déleni (forward-backward splitting). Sklada
se ze dvou kroku — dopfedného (explicitniho) gradientniho kroku, ve kterém vyuzivame
pouze g na vypocet xt+2 = x* —t*Vg(x*), a zpétného (obecnd implicitniho) proximalniho
kroku vyuzivajici pouze h na vipocet x* = prox, (x*+2). Pokud t* < %, pak posloup-
nost {x*} generovana algoritmem (5.8) konverguje k feseni problému (5.6) [, 5, 20].

Ukéazeme si, jak funguje proximalni gradientni metoda na tomto jednoduchém pii-
kladu:

Priklad: Naleznéte feSeni problému

1 1
mxiné(x—2)2+§|2x+1|.

Reseni: Oznacime si g(z) = 3(z — 2)% a h(z) = 1|2z + 1|. Vidime, Ze obé& funkce jsou
konvexni a spojité a navic g je diferencovatelna. Spocitame lipschitzovskou konstantu (3
tak, aby platilo (5.7), tedy konkrétné:

19'(x) = g'(y)| < Blz —yl.
Dosadime-li do uvedeného vztahu gradient g, coZ je ¢'(x) = = — 2, dostaneme:
[z =2-(y-2)=lz—yl <1 [z -yl

z ¢ehoz ihned vyplyva, ze § = 1. Funkce g + h je také koercivni, protoze

1 1
lim g(z)+ h(x) = lim —(:17—2)2+§|2x+1| = 00

|z| =00 |z| =00 2

a funkce g je navic ryze konvexni. MiZzeme tedy pouzit proximalni gradientni metodu
k nalezeni jednoznac¢ného reseni.

Bod zy = 3 zvolime za startovaci bod. Dale zvolime konstantni krok ¢ = 0,3 < % =2

(také bychom mohli v kazdé iteraci tento krok ménit). V kazdé iteraci se nejprve posuneme
v t-nasobku gradientu g:
bt = ah —t.g/(a%) = 2F — 0,3 (¥ — 2) = 0,72F + 0,6.
V dalsim kroku pouzijeme na tento bod proximalni operator th:
gt = proxth(x“%).

Pripomenime, Ze proximéalni operator ¢1-normy je mekké prahovani, tj.

soft(z, \) = % max (x| — A, 0).
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Vyuzijeme-li vlastnosti pro posunuti a zménu méfitka proximalniho operatoru (viz véta 5.1),
dostaneme:

1 1 1 1 1 1 1
R Zooft (2053 £1;0,3-22- ) — - = - ft(2 ket 1'06) -
z 280 ( T + 150, 5 5 280 z + 150, 5
V iteracich pokracujeme tak dlouho, dokud se dva po sobé jdouci body ,moc nelisi“,
konkrétné tedy zvolime konec, pokud |z**! — x| < 1075 - |2*|. Tento algoritmus zastavi
v nalezeném minimu v bodé x = 1 po 32 iteracich. Hodnota ucelové funkce v tomto bodé
je 2. Cely prubéh vypoctu mizeme vidét na obr. 5.3.

min g(x) + h(x)

tVg(x)

2 45 1 05 0 05 1 15 25 3

Obréazek 5.3: Priibéh proximélni gradientni metody pfi minimalizaci funkce g+h. Nalezené
minimum je vyznaceno ¢ervenym bodem.
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6. Aplikace komprimovaného
snimani na perfiiznim zobrazovani
v magnetické rezonanci

Predchozi kapitoly nastinily problematiku perfizniho zobrazovani v magnetické rezonanci
a moznost jeho zrychleni pomoci komprimovaného snimani. Nyni si ukazeme, jak prak-
ticky vyuzit komprimované snimani v magnetické rezonanci. K tomuto tucelu vyuzijeme
fantom perfazniho zobrazovani, na kterém nasimulujeme méreni v magnetické rezonanci
a naslednou rekonstrukci pomoci komprimovaného sniméani. Poté tyto metody ovérime na
realnych perfaznich datech mysi. Celd simulace je provedena v programovém prostiedi
MatLab (2010b).

6.1. Fantom perfiizniho zobrazovani

Abychom mohli dobfe nasimulovat méreni perfuzniho zobrazovani v magnetické rezonanci,
potfebujeme nejprve vytvorit jeho kvalitni model — tedy fantom perfizniho zobrazovani.
Zaklad fantomu je tvofen modifikovanym Shepp-Loganovym fantomem v MatLabu [22],
ktery simuluje fez mozkem. Je tvoren deseti elipsami, z nichz se nékteré prekryvaji. K to-
muto fantomu jsou v ¢ase postupné pridany hodnoty perfaznich kiivek vytvofenych po-
moci lognormélniho modelu (viz ¢ast 2.1.1). Fantom perfazniho zobrazovani obsahuje dva
druhy lognormaélnich k¥ivek, které se lisi svymi parametry. Na obr. 6.1 je schématicky zna-
zornéno, ke kterym elipsam se tyto perfuzni kiivky pridavaji. Parametry kiivek se daji
libovolné volit.

Pro tucely simulace jsem vyuzila pro vytvoreni fantomu tyto parametry perfaznich
kiivek (odhadnuté z redlnych dat): konstantni hodnota bez pouziti kontrastni latky c

x 10*

0
0 10 2 30 40 50 60 70 80 20 100

05 / e

0 . .
0 o ral Ed 40 50 60 70 80 %0 100

Obrazek 6.1: Schématické znazornéni vytvoreni fantomu perfizniho zobrazovani
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Obrazek 6.2: Pribéh fantomu perftzniho zobrazovani ve vybranych ¢asech

byla vzata ze samotnych parametri modifikovaného Shepp-Loganova fantomu, zpozdéni
bolusu ty = 1 a plocha pod kiivkou S = 8,6-10° u obou druhii kiivek. Cervena kiivka (viz
obr. 6.1) ma dalsi parametry zvolené jako . = 5,5 a 0 = 0,7; modra kiivka y = 5a o = 0,8.
Dale bylo potieba zvolit celkovou dobu pozorovani T = 600 a frekvenci snimani méfeni
f= % (predpoklada se soudélnost T a f). Protoze samotny modifikovany Shepp-Logantiv
fantom nabyva hodnot z intervalu (0, 1), byly perfizni kfivky pfed samotnym pfidanim
normovany tak, aby jejich maximalni hodnota po aplikaci byla 1 (ale v mistech pfekryvu
oblasti s perfuzi se jejich hodnoty séitaji, takZze v nich mohou pfeséhnout hodnotu 1).

Nejcastéji jsem vyuzila pro simulace fantom perfizniho zobrazovani o velikosti 100 x
100 px. Nékteré snimky tohoto fantomu v riznych ¢asech muzete vidét na obr. 6.2 (zob-
razen 1. a potom kazdy dalsi 14. snimek).

Fantom perfizniho zobrazovéni je ve skutecnosti trojrozmérnd matice dat (video), se
kterou se pii vypoctech hiife pracuje. Proto se pied pouzivanim transformuje do dvojroz-
mérné matice [20]. Kazdy snimek se presklada do vektoru (sloupec po sloupci) a jednotlivé
snimky se vlozi do sloupcti matice, se kterou se nasledné pracuje. Jednotlivé fadky takto
vytvofené matice potom obsahuji pfimo perfuzni kiivky. Schéma této transformace je

znizornéné na obr. 6.3.

:'
@?

N

Obréazek 6.3: Preskladani video dat do matice (pouzita dvoji pseudobarevna skala)

35



6.2. MéFici matice (masky)

Pro méfeni perfaznich dat v MRI se pouzivaji tzv. méfici matice (masky), které je potieba
vhodné navrhnout, abychom byli schopni dobfe rekonstruovat data pomoci komprimova-
ného snimani. Métici masky se skladaji z jednic¢ek a nul (zobrazeno barevné — bild barva
predstavuje jednicku a ¢ernd nulu). Tyto masky se aplikuji na jednotlivé snimky pfimo
v k-prostoru. Na pozici, kde mame jednicku, naméfime Fouriertv koeficient, jinde ne.

V magnetické rezonanci se nemohou pouzivat libovolné gradientni sekvence, proto
by mély tyto masky obsahovat spojité trajektorie. Pokud bychom ale uvazovali, ze tyto
snimky jsou soucasti 3D meétfeni objemu, pak mohou trajektorie byt spojité ve tfetim
rozmeéru, tj. v priénych fezech se jevit jako diskrétni body.

Pro simulaci méfeni jsem pouzila nékolik druhti méficich masek:

Nahodna maska

Néhodna méFici matice vyuziva rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti v intervalu (0, 1)
(ozn. Ro(0,1)) pro vybér pozic, na kterych je umisténd jednicka. Zvolime parametr 6
udavajici pravdépodobnost poméru poctu jednicek ku poctu prvki v celé matici. Potom
vygenerujeme matici M = (my;)7;_; nezévislych ndhodnych velicin m;; ~ Ro(0,1). Pr-
vek a;; méfici matice A bude roven jedné, jestlize m;; < 6. Dale je tu moznost méfit
vzdy jenom jeden koeficient z paru komplexné sdruzenych Fourierovych koeficientti (né-
hodné vybirame prvky pouze z jedné ,,poloviny* k-prostoru, popsano podrobnéji dale viz
véta 6.1).

Nahodna nerovnomérna maska

Nerovnomérna nahodna maska je generovana obdobnym zptisobem jako nahodna, ale

pro kazdy prvek a;; definujeme pravdépodobnost zvoleni jednicky h,;. Dale opét zvolime

parametr ¢ udavajici pravdépodobnost poméru poctu jednicek ku poctu prvkia v celé

matici. Uréime hodnotu p = Ziz 27::: g Shig ), kde X;; ~ Ro(0,1). Pokud 0 < p, vez-
N i=1 251 PRigShis) g
77

n2
opak pokud 6 > p, mizeme vzit Bij = min {h;; + ¢, 1}, kde ¢ ur¢ime tak, aby platilo
0 — P Xy P(Xi<hi;)
= L

meme Bij = k - hy;, pricemz k uréime tak, aby platilo § = k - >

. Nakonec vygenerujeme matici M = (m;;)};_; nezavislych na-
hodnych velicin m; ~ Ro(0,1). Prvek a; méfici matice A bude roven jedné, jestlize
mi; < hj.

Pti simulacich jsem vyuzila pravdépodobnost

1 12+y2 6
hi' - 1 —e 2 3 1 )
y min { (27re + c> }

kde x = %, Yy = % a konstanta ¢ byla zvolena tak, aby p = 0,5 (experimentalné

upravena hustota dvourozmérného normélniho rozdéleni).

Radialni maska

Radialni maska obsahuje primky vedouci poc¢atkem k-prostoru, jejichz tihel svirany s osou
x je generovan rovnomérnym rozdélenim. Pocet téchto pfimek mtizeme ménit. Dalsi va-
rianta této masky obsahuje pouze poloptimky za¢inajici na nulovych soufadnicich (déle
oznaceno jako radidlni paprsky).
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Spiralni maska

Spiralni maska obsahuje logaritmické spiraly, které mizeme v polarni soustavé soutadnic
(p, p) zapsat pomoci rovnice [20]:

p = ae®?

Mitzeme zvolit pocet téchto spiral. Kazda dalsi spirala bude otocena kolem pocatku sou-
fadnic o stejny thel oproti predchozi spirale tak, aby tento tthel byl i mezi prvni a posledni.

Parametry a, b spiraly jsou generovany ndhodné, a ~ Ro(0,5;1,5) a b ~ Ro(0,1;1,1).

Vyse uvedené typy masek jsou zobrazeny na obr. 6.4.
Pti simulacich jsem po aplikaci métici masky na perfazni data vyuzila této vlastnosti
Fourierovy transformace:

Véta 6.1. Necht F(f) = (Fij)zj_:lo je 2D diskrétni Fourierova transformace f = (f”)” 0 €
RTLX7L; tj.

n—1

sz e

0 1=0

3
,_.

ku+lv

i

Potom plati
Fuv:Fn—u,n—v VU,UZO,...7TL—17

)

kde pokladdme F,,, = Fo, a Iy, = Fup.

Duikaz.
n—1 n—1 n—1 n—1 () (nt)
_ (n—ku)+(n—1v) s (n—ku)+(n—Ilv
_ —2mi—— 2Mi—— —
Fn—um—v - fkl - € - fk:l - € " =
k=0 1=0 k=0 =0
n—1 n—1
4 2 Butlv
fkl &/_/ € = Fu,v
k=0 [=0 1

O

Dtisledkem této véty je, ze Fouriertv koeficient £ je redlny, v pripadé sudého n také
Fun, Fyn a Fno. Ostatni koeficienty tvoii pary vzdjemné komplexné sdruzenych koefici-
enti. Kdyz tedy namérime pomoci métici masky v né€jakém case pouze jeden koeficient
z tohoto paru, pouzijeme jeho hodnotu i pro vytvoreni druhého koeficientu. V ptitom-
nosti Sumu pri naméteni obou koeficientii je navic mizeme ,zprtimérovat®, tj. misto £, ,
vzit Fjw = % (FM + Fn,um,v). Tim potla¢ime sSum pfi rekonstrukci obrazu a vyhneme se
resenim, ktera by nebyla realna.

Obrazek 6.4: Méfici matice (zleva doprava): ndhodnd, nerovnomérné ndhodn4, radialni a
spiralni
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6.3. L +S metoda pro rekonstrukci

Protoze méreni v magnetické rezonanci je velice pomalé, vyuzijeme pii simulaci perfazniho
zobrazovani komprimované snimani, které nam umozni zrychlit snimani dat. Abychom
byli schopni nasledné rekonstruovat pivodni signal bez velkych chyb, je nutné znat néjaké
apriorni informace o snimanych datech a s jejich pomoci sestavit vhodny model pro ziskani
rekonstrukee (viz ¢ast 4.3).

Jako prvni jsem vyuzila tzv. L + S model pro perfizni data, ktery byl pfedstaven
v ¢lanku [20]. Tento model vyuziva toho, ze perfuzni kiivky maji podobny pribéh v jed-
nom typu tkané a ze perfuzni kiivky maji fidké spektrum. Proto se L + S model snazi
rozlozit hledanou rekonstrukce videa M na soucet dvou matic, a to matice s nizkou hod-
nosti L (s malym poctem nenulovych singuldrnich ¢isel) a fidké matice ve spektru po
radcich S (s mélo nenulovymi prvky fadkového spektra). Cely problém se da zformulovat
jako tato konvexni optimalizac¢ni tiloha:

1
min =||E (L + S) —d||3 + A [|Ll, + s | TS|l (6.1)
LS 2 ~——
M

kde T je 1D Fourierova transformace po fadcich, E predstavuje podvzorkovanou prosto-
rovou 2D Fourierovu transformaci pro kazdy snimek (podvzorkovani provedeno pomoci
méfici matice), d jsou podvzorkovana (naméfend) data v k-prostoru a Ay, Ag jsou vhodné
regularizacni konstanty. Prvni ¢len v i¢elové funkci s eukleidovskou normou vynucuje, aby
se hledana rekonstrukce M moc neodchylovala od namétenych dat, druhy ¢len s nuklearni
normou zajistuje nizkou hodnost L (podobnost perfiznich kiivek v ramci tkané) a tfeti
¢len s ¢ normou tidkost perfiznich krivek.

Konvexni tlohu (6.1) miZeme fesit pomoci proximalni gradientni metody (viz ¢ast 5.2).
Oznac¢ime g = §||[E(L+S) —d|3 a h = A, ||L||, + As |T'S]|,. Obé funkce jsou konvexni a
spojité a navic g je diferencovatelna. Funkce g + h je také koercivni, protoze

1
lim z)+ h(x) = lim =
HL\IJIS\HOOQ( ) () L, IS]|—o0 2

|IE(L+S) —d|5+ AL |[L|, + As |TS]], = oc.

Ovérili jsme tedy, Ze existuje feseni problému (6.1). Pokud mame F podvzorkovanou Fou-
rierovu transformaci, nemame ani jednu funkci ryze konvexni (protoze eukleidovskd norma
nebude v nékterych smérech ohrani¢enda). Pokud ale pouzijeme méfici masky s ndhodnymi
parametry, bude feseni s vysokou pravdépodobnosti jediné [20].

Pro urceni délky kroku ¢ nejprve spocitame lipschitzovskou konstantu 3 tak, aby platilo
(5.7):

IVg(x) = V)l < Blx =yl

Do tohoto vztahu dosadime Vg = E*(Ex — d):

|E"(Ex —d) — E"(Ey —d)| = |[E"E(x —y)].

Kdyz E predstavuje Fourierovu transformaci, vynasobenim E*FE dostaneme identicky
operator, a tedy g = 1.

P¥i obecné volbé E plati, ze 5 je rovno nejvétsimu singuldrnimu ¢islu E*E [20]. V pii-
padé podvzorkované Fourierovy transformace by toto nejvétsi singularni ¢islo bylo rovnéz
jedna (mimo podvzorkovéani tplného), proto 5 = 1 pfedstavuje optimélni volbu lipschi-
tzovské konstanty. Z toho vyplyva, Ze pro konvergenci proximalni gradientni metody je
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potieba zvolit krok ¢ < % = 2. V préci jsem nadale vzdy pouzila konstantni krok ¢t = 1,

ktery této podmince vyhovuje.
Za pocatecni bod pro proximalni gradientni metodu bereme bod M = d. V kazdé
iteraci pocitame postupné:

LF = svt(M*! —S* 1 Ap),

S* =T" (soft (T(M*' = L"), Ag)) ,
M" =L* + 8" — E* (E(L* + S*) - d),

pricemz svt(L, ) = Usoft(3,\)V*, kde L = UXV* je singuldrni rozklad matice L.
Iterace ukon¢ime, pokud je relativni zména M mensi nez zvolena tolerance e:

IV — MEH, < e M,

V této préaci je zvolena déle tolerance vidy € = 107°.

Konkrétni vysledek rekonstrukce se zvolenymi parametry lze vidét na obr. 6.5. Porov-
nani uspésnosti rekonstrukce pro rtizné procento namérenych koeficientt je zobrazeno na
obr. 6.6 pro ndhodnou masku a na obr. 6.7 pro masku typu radialni paprsky.

Jednotlivd méfeni s naslednou rekonstrukci pomoci L + S modelu byla opakovana
pii naméfeni jiného procenta koeficient? (pro riizné parametry masek). Uspésnost rekon-
strukce jsem néasledné méfila pomoci SNR:

|D - D,

SNR =20- logw m
2

[dB] Y

kde D je perfizni fantom a D jeho primér. Zavislost SNR na po¢tu naméfenych koefici-
entll je mozné vidét na obr. 6.8.

Z grafu je patrno, ze nejlepsich vysledkii dosahuje pti nizsim poc¢tu namétenych koefi-
cientti (pfiblizné do 35 %) maska typu radialni paprsky a pfi vy$$im poétu naméfenych
dat nerovnomérna ndhodna maska. Jen o néco horsi je radidlni maska a pii malém poctu
méfenych koeficientl také spiralni maska. Pro vétsi fantom dosahuje rekonstrukce lepsich
vysledkti. Je to nejspiSe zplisobené tim, ze celkové mame k dispozici vétsi mnozstvi na-
meérenych koeficientti nez u mensiho fantomu.

Nejhorsi vysledky ze vSech pouzitych druhtt masek ma ndhodné podvzorkovani. Je to
zpusobeno tim, ze ndhodné vzorkovani vybird mérené hodnoty rovnomeérné v celém k-
prostoru, zatimco ostatni druhy masek maji vétsi koncentraci mérenych vzorkt v pocatku
k-prostoru, kde mé spektrum vétsi absolutni hodnoty (pii jejich naméfeni se proto do-
pustime mensi chyby). Na grafu lze také pozorovat, Ze pfi zvySovani mnozstvi koeficientii
u spiralniho podvzorkovani nedochazi k tak vyraznému zvysovani SNR jako u nahod-
ného a radialniho, coz je dano tim, ze spiraly nevybiraji vzorky, které se nachéazeji v ,ro-
zich® k-prostoru. Proto jsem implementovala u spiralni masky navic jesté moznost pouziti
,Ctvercovaté” spiraly, ktera by se mohla do ,,rohti“ dostat 1épe.

Vzhledové se zdaji vyhovujici rekonstrukce zhruba od SNR 36 dB. U masky typu
radidlni paprsky by tedy stacilo namérit ptiblizné 10 % vzorkid pro fantom o velikosti
150 x 150 px a 12 % pro 100 x 100 px. Naopak u ndhodné masky by bylo tieba alespori
25 % pro mensi fantom a 30 % vzorkt pro vétsi.
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Obrazek 6.5: Nahote originalni matice fantomu o velikosti 100 x 100 px a perfazni kiivky
fantomu (fadky této matice). Pod nim jednotlivé matice i perfizni kiivky rekonstrukce
pomoci radidlni masky z 20 pfimek (16,75 %), v Gcelové funkci nastaveno A\, = 0,5 a
As = 0,1. Algoritmus spocital M za 595 s a rekonstrukce dosdhla SNR 46,69 dB.
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Obréazek 6.6: Originalni perfuzni k¥ivky fantomu o velikosti 100 x 100 px a po rekonstrukci
pfi riznych procentech namétenych koeficientii s vyuzitim ndhodné masky (pouzito A;, = 2
a /\S = 0,5)
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Obréazek 6.7: Originalni perfazni k¥ivky fantomu o velikosti 100 x 100 px a po rekonstrukci
pri riznych procentech namérenych koeficienti s vyuzitim masky typu radialni paprsky
(pouzito A\, =2 a Ag = 0,5).
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6.4. L +S metoda s 1D totalni variaci

U L + S modelu nékdy pii nizkém poctu namérenych koeficienti dochazi k tomu, ze
rekonstruované perfuzni kiivky nejsou hladké. Proto jsem k tomuto modelu ptidala dalsi
¢len s 1D totalni variaci perfiznich kiivek (do ¢asové osy), kterd nedovoli, aby vznikaly
velké skoky v perfiiznich kiivkach. Tento model obohaceny o totalni variaci zapiSeme jako
tento problém:

!
min 2| B (L +8) ~dl + Ap LI, + As 7S], + A 3 1M,

M

Pro nalezeni feseni tohoto minimaliza¢niho problému pouzijeme opét jako u L+ S modelu
proximalni gradientni metodu.

Porovnala jsem tento model s L+ S metodou. Vysledky je mozné vidét na grafech 6.9,
6.10, 6.11 a 6.12. Mirné zlepseni oproti pfedchozimu modelu nastalo u radialni masky a
masky typu radidlni paprsky pfi naméreni 15-50 % hodnot a také u spiralni masky pri
20-70 %, coz splnilo o¢ekdvany efekt. Naopak u ndhodné nerovnomérné masky totalni
variace neprinesla zlepseni.

S0

80 b d

Yo
*
70 Y 100 = 100 px
4)
I 4 nerovnomerna
&

60 ry +
— LK ]
[=a] ? 3
S s
= IR +2L+0,55
v

e +2L+0,55+0,1TV
40 *
[ 3 *
*
* *

30

20

10
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

naméFenych hodnot [%]

Obrazek 6.9: Porovnani ispésnosti rekonstrukce L + S metody a s pfidanim 1D diskrétni
totalni variace pro nerovnomérnou ndhodnou masku, parametry byly zvoleny A\;, = 2, \g =
0,5 a )‘tv - O,]_
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Obrazek 6.10: Porovnani tspésnosti rekonstrukce L+ S metody a s pridanim 1D diskrétni
totalni variace pro radialni masku, parametry byly zvoleny A\, = 2, A\¢ = 0,5 a Ay, = 0,1
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Obrazek 6.11: Porovnani tspésnosti rekonstrukce L+ S metody a s pfidanim 1D diskrétni
totalni variace pro spiralni masku, parametry byly zvoleny A\;, = 2, A\¢ = 0,5 a A\, = 0,1
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Obrazek 6.12: Porovnani tspésnosti rekonstrukce L 4+ S metody a s pridanim 1D diskrétni
totalni variace pro masku typu radialni paprsky, parametry byly zvoleny A\;, = 2, A\g = 0,5
a >\tv = 0,1

6.5. M model

Jako dalsi model jsem aplikovala zaroven podminku nizké hodnosti i fidkosti spektra
na celou rekonstrukci M. Tento model mizeme popsat pomoci tohoto optimaliza¢niho
modelu [17, 20]

1
min o || EM — d3 + Az [IM]|, + As | TM]]; .

Opét jej fesime pomoci proximéalni gradientni metody.

Tento model jsem porovnévala s ptvodnim L + S modelem. U obou modeld jsem
sledovala zavislost vypocetniho ¢asu na dosazeném SNR pfi zméné poc¢tu namétrenych dat
(viz graf 6.13) a pfi zméné parametri A v ucelové funkci, kdy jsem volila oba parametry
vzdy stejné (viz graf 6.14). Je vidét, Ze pii stejné nastavenych parametrech dosahuje M
model nizstho SNR nez L+S model, ale pokud bychom parametry u obou modelt nastavili
tak, ze by vypocet trval stejnou dobu, dosahuje M mnohem lepsiho SNR nez L + S.
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Obrazek 6.13: Porovnani L + S a M modelu pro rekonstrukci dat. Graf ukazuje ¢asovou
naroc¢nost vypoctu na dosazeném SNR pfi zméné poctu naméfenych polopiimek u masky
typu radialni paprsky. Parametry byly zvoleny A\, = Ag = 0,5.
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Obrazek 6.14: Porovnani L + S a M modelu pro rekonstrukci dat. Graf ukazuje ¢asovou
narocnost vypoctu na dosazeném SNR pii zméné parametri Ay a \g, pficemz bylo po-
lozeno A\; = Ag. K méfeni byla pouzita maska typu radialni paprsky a bylo naméfeno 25
poloptimek (= 11%).
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6.6. Vliv Sumu na rekonstrukci perfaznich dat

Protoze v redlnych datech se vyskytuje velké mnozstvi Sumu, je dilezité védet, jak moc
ovlivni rekonstrukci méfenych perfaznich dat. Sum se v magnetické rezonanci modeluje
jako aditivni Sum v k-prostoru, tj. mérena data v kazdém snimku k-prostoru D = D+ &,
kde D jsou nezasuména data a & Sum modelu. Predpokladdme, ze Sum & = X + iY, kde
X a Y jsou nezéavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim N (0, o?).

Porovnavala jsem zavislost tspésnosti rekonstrukce v zdvislosti na smérodatné od-
chylce Sumu pro L + S model a M model. Protoze tispesnost rekonstrukce zavisi na volbé
regularizac¢nich konstant A, nejprve jsem zjitila, pro jakou volbu parametrt je SNR, (témér)
nejvyssi pti dané smérodatné odchylce sumu. Na obr. 6.15 je zobrazeno nejvyssi dosazené
SNR v zavislosti na smérodatné odchylce Sumu o pro oba modely. Z grafu je vidét, ze oba
modely maji podobnou uspésnost rekonstrukce pod vlivem Sumu.

Konkrétni vysledek je mozno vidét na obr. 6.16. Samotna zasuména data se sméro-
datnou odchylkou Sumu ¢ = 0,04 maji SNR 16,15 dB. Poté bylo provedeno méteni z 50
polopfimek s vyuzitim masky typu radialni paprsky. Nasledna rekonstrukce pomoci L+ S
modelu dosahla SNR. 35,77 dB nastavenim A\;, = 1,4 a A\g = 0,1 a pomoci M modelu SNR
36,03 dB nastavenim A, = 0,6 a A\¢ = 0,6. Data se nepodarilo pii rekonstrukci zbavit
sumu, ale podafilo se zvysit SNR.

vliv3umu
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+ M rekonstrukce
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35 +L+S

*¥

30
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15
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Obrazek 6.15: Zavislost ispésnosti rekonstrukce na smérodatné odchylce Sumu o pti volbé
regularizacnich konstant tak, aby bylo dosazeno co nejlepsiho SNR. Byla pouzita maska
typu radidlni paprsky a rekonstrukce byla provedena z 50 poloptimek (= 20%)
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Obrazek 6.16: Vlevo nahote originalni perfizni data a vedle s pfidanym aditivnim Sumem
se smérodatnou odchylkou 0,04 (zobrazena absolutni hodnota). Dole rekonstruované data
z 50 polopfimek uzitim masky typu radialni paprsky pomoci L + S modelu vlevo a M
modelu vpravo.

6.7. Realna data

Jako posledni jsem vysSe uvedené metody testovala na redlnych datech perfiizniho zobra-
zovani pomoci magnetické rezonance. Pro tyto tcely mi byla poskytnuta perfuzni data
mysi od Ustavu piistrojové techniky Akademie véd CR. Jednotlivé snimky téchto dat jsou
rozméru 96 x 128 px a obsahuji celkem 600 snimkt pofizenych v case (jeden snimek je
pofizeny piiblizné za 4 s). ProtoZe se ale v magnetické rezonanci ¢astéji pouzivaji snimky
¢tvercového rozméru, napsany program je urceny pouze pro ¢tvercové snimky, a proto
pro ucely simulace jsem vyuzila pouze necelou ¢ast (ofiznutou v prostorové oblasti zprava
a zleva) kazdého snimku o velikosti 96 x 96 px. Prvni snimek téchto (ofiznutych) dat
lze vidét na obr. 6.17 a perfazni kiivky mysi na obr. 6.18. Odsud je patrno, ze vSechny
perfuzni kiivky uz nemaji idealni modelovy pribéh.

Poskytnuta data jsou uz v prostorové oblasti, tzn. inverzni Fourierova trasformace na-
meéfenych dat. Protoze se v magnetické rezonanci vyskytuje Sum, spektrum méfenych dat
neni komplexné sdruzené (viz véta 6.1). Proto po provedeni inverzni Fourierovy transfor-
mace namérenych dat nedostaneme realné hodnoty. Dale se pak pracuje jenom s absolutni
hodnotou téchto dat. (Poskytnuta perfuzni data mysi tedy obsahuji pouze absolutni veli-
kost naméfenych hodnot po provedeni zpétné Fourierovy transformace.) Proto pfi simu-
laci, kdy mérime data piimo v k-prostoru, dostaneme trochu jiné koeficienty nez ptivodni.
Také rekonstrukci nelze porovnat k dattim bez Sumu jako u fantomu.

48



Pti simulaci komprimovaného sniméani na téchto realnych datech jsem pomoci masky
typu radialni paprsky namérila 50 polopiimek, coz je piiblizné 36 %. Pomoci L+ S modelu
se podafilo dosdhnout SNR 39,17 dB a pomoci M modelu SNR 40,42 dB, coz je méné
nez u simulovanych dat. Regularizacni parametry byly pfitom nastaveny Ay = 100000 a
As = 10000. Jejich hodnoty byly zvoleny tak, aby rekonstrukce meéla co nejvyssi SNR.
Jsou vyrazné vétsi nez u fantomu, coz je dédno tim, Ze redlnd data mysi obsahuji také
podstatné vyssi hodnoty koeficienti.

Podarilo se tedy ovérit, ze pomoci komprimovaného sniméani lze namérit vyrazné méné
koeficient pfi zachovani urcité presnosti. Diky tomu lze méfeni zrychlit, a tim naméfit
data s vyssim prostorovym a ¢asovym rozliSenim.

Obrazek 6.17: Prvni snimek z realnych perfuznich dat mysi
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Obrazek 6.18: Perfuzni kiivky mysi
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7. Zaveér

Perftzni zobrazovani pomoci magnetické rezonance je experimentalni zobrazovaci metoda
urcend pro lékarskou diagnézu. Avsak pro perfazni analyzu je nezbytné nutné mit vysoké
casové a prostorové rozliSeni soucCasné, coz je ale nemozné s vyuzitim klasického métreni
v magnetické rezonanci.

Tato diplomova prace nejprve predstavuje problematiku perfizniho zobrazovani a
magnetické rezonance. Déle se zabyva tzv. fidkymi reprezentacemi a komprimovanym sni-
manim, které umoznuje zrychleni snimaciho procesu. Nésledné jsou uvedeny numerické
metody pro minimalizacni problémy pouzivané pro rekonstrukci naméienych perfiiznich
dat.

Hlavnim cilem této diplomové prace bylo vyuziti komprimovaného sniméani pro si-
mulaci perfazniho zobrazovani pomoci magnetické rezonance v programovém prostiedi
MatLabu. Pro tyto ucely byl nejprve vytvoren fantom perfizniho zobrazovani a navrzeny
meérici matice pro komprimované snimani. K sestaveni nékolika modelt pro naslednou re-
konstrukci perfaznich dat bylo vyuzito nékolika apriornich informaci o méfenych datech.

Jako prvni byl predstaven L + S model vyuzivajici nizké maticové hodnosti dat a
fidkosti perfuznich kiivek. Nasledné byl tento model vylepSen pfidanim diskrétni 1D to-
talni variace. Jako posledni byl uveden M model pro rekonstrukci. Porovnanim s L + S
modelem se ukézalo, ze M model je pri stejné kvalité rekonstrukce rychlejsi pro vypocet.
Dale byl zkouman vliv aditivniho sumu v méfenych datech na tspésnost rekonstrukce
perfuznich dat. Bylo zjisténo, ze L + S i M model maji podobnou stabilitu pod vlivem
sumu.

Nakonec byly oba modely ovéreny na realnych perfiznich datech mysi. U rekonstrukce
bylo dosazeno nizstho SNR nez u simulovanych dat, ale porad je mozno provést mnohem
méné meéteni, ¢imz se snizi doba snimani, pfi zachovani vysokého SNR nutného k perfizni
analyze.

Nékteré vysledky této prace byly publikovany v ¢lanku [8] ve sborniku workshopu
Nové sméry v biomedicinském inzenyrstvi.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolt

Pouzité symboly

c konstantni hodnota bez pouziti kontrastni latky (lognormalni model)

to zpozdéni bolusu mezi mistem podani a oblasti zdjmu (lognorméalni
model)

S plocha mezi konstantni hodnotou ¢ a kiivkou (lognormalni model)

[y O parametry lognormalniho rozdéleni (lognormalni model)

14 magneticky moment

S spin (moment hybnosti ¢astice)

By indukce magnetického pole

fo Larmorova frekvence

v gyromagneticky pomeér

M magnetizace

T1, T2, T2* relaxac¢ni Casy

G gradient magnetického pole

I jednotkova matice

k fidkost vektoru

-1l p norma vektoru x

(R diskrétni 1D totalni variace

IBIM nuklearni norma

spark(A) spark matice A

ker A jadro linearniho zobrazeni ur¢eného matici A
p(A) vzajemna koherence

vy konstanta nulového prostoru

ok(X)p chyba nejlepsi aproximace vektoru x k-fidkym vektorem
O konstanta zeslabené izometrie

af subdiferencial funkce f

Lo indikatorova funkce mnoziny C

Prox; proximalni operator funkce f

soft mekké prahovani
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Pouzité zkratky

BF
BV
CS
FID
IRLS

MP
MR
MRI
MTT
OMP
rCBF
rCBV
RF
SNR
SVD
TE
TR
TTP

krevni tok (blood flow)

objem krve (blood volume)

komprimované sniméni (compressed sensing)
volné doznivani indukce (free induction decay)

iterativné prevazovana metoda nejmensich ¢tverct (iterative reweigh-
ted least squares)

sdruzovaci metoda (matching pursuit)

magnetickad rezonance

zobrazovani magnetickou rezonanci (magnetic resonance imaging)
stfedni doba prichodu (mean transit time)

ortogonalni sdruzovaci metoda (orthogonal matching pursuit)
relativni mozkovy krevni tok (relative cerebral blood flow)
relativni objem krve mozku (relative cerebral blood volume)
radiofrekvencni (pulz)

pomér signalu k Sumu (signal to noise ratio)

rozklad na singularni ¢isla (singular value decomposition)

¢as ozvény (time echo)

Cas opakovéni (time repeat)

¢as dosdhnuti maximalni intenzity (time to peak)
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A. Obsah CD

Ptilozené CD obsahuje tyto zdrojové kédy v programovém prostiedi MatLab (2010b):

demo_LS_decomposition MRI.m ........

CONJ_COCFM vt

ETPOTT_QULIM oo vt
generate-mask.m ........... ... .

lognormal_model.m ......................

nonuniform_random_mask.m ............

phantom3d.m .................. ... ...

phantom_video.m ........................
prox_tvld.m ............ ... .

MGEmultiFA_sec01_inp_130328.mat ...

hlavni program, ktery simuluje méfeni videa per-
fazniho zobrazovani v MRI pomoci komprimo-
vaného sniméani a nasledné provadi rekonstrukci
dat, ktera mohou byt jak simulovana, tak i re-
alna

dopocitavani komplexné sdruzenych Fourierovych
koeficientt

export 3D dat do formatu .avi
vytvoreni métici masky pro celé video

vytvoreni perfuznich k¥ivek pomoci lognormal-
niho modelu

rekonstrukce dat pomoci L + S modelu
rekonstrukce dat pomoci M modelu
vytvoreni jedné métici matice

vytvofeni nerovnomérné ndhodné masky

Shepp-Logantv fantom ve 3D (autor Matthias
Christian Schabel)

vytvoteni fantomu perfuznich dat
proximalni operator diskrétni 1D totalni variace

perfizni data mysi
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