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Ústav matematiky
Institute of mathematics

Ing. Jan Holešovský
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�Uvod

Teorie extrémńıch hodnot (zkráceně EV teorie z angl. Extreme Value) je oblast mate-
matické statistiky zaměřená na rozvoj metod určených pro popis a modelováńı ř́ıdce se
vyskytuj́ıćıch, extrémńıch jev̊u. Potřeba užit́ı adekvátńıch technik predikce málo častých
událost́ı se objevuje v mnoha oblastech lidské činnosti. Zejména se jedná o nutnost od-
hadu vlastnost́ı chvost̊u daných rozděleńı pravděpodobnosti, nebot’ tyto maj́ı zásadńı vliv
na selháńı či poruchy sledovaného procesu. Obvykle je pro takový proces vyžadována
předpověd’ dosažeńı nějaké vysoké, předem stanovené úrovně, přičemž tato se často na-
cháźı mimo oblast pozorovaných dat. Ačkoliv jsou tyto predikce vždy postaveny na d̊uvěře
ve správnost konkrétńıho modelu, EV teorie dnes představuje pravděpodobně nejadekvát-
něǰśı prostředek pro popis vlastnost́ı extrémů náhodných veličin.

Historicky se jako prvńı úloha EV teorie uvád́ı Bernoulliho problém (1709) nalezeńı
pravého koncového bodu rovnoměrného spojitého rozděleńı. Významný rozvoj EV teo-
rie byl však zaznamenán až v polovině 20. stolet́ı (viz práce [13, 17]). V současnosti lze
největš́ı zásluhy vývoje EV teorie přisoudit praktickým potřebám reálných úloh zejména
v oblasti hydrologie a ekonomie. Posledńı dobou se přitom v literatuře stále v́ıce objevuj́ı
aplikace z nejr̊uzněǰśıch vědńıch oblast́ı i mimo tyto tradičńı obory. Z moderńıch řešených
problematik je možné zmı́nit např́ıklad modelováńı výšky př́ılivu, rychlosti větru, analýzu
rozsáhlých požár̊u, znečǐstěńı životńıho prostřed́ı, redukci šumu obrazových dat nebo po-
souzeńı kapacity telekomunikačńıch śıt́ı. Citace konkrétńıch publikaćı je možné nalézt
v autorově dizertačńı práci. Přes celou řadu aktuálńıch článk̊u a monografíı však patř́ı EV
teorie ke stále se rozv́ıjej́ıćım obor̊um matematické statistiky s mnoha dosud nedořešenými
tématy. Vybranými oblastmi, které z̊ustávaj́ı nadále otevřeny daľśımu výzkumu, se zabývá
tato práce.

C��le dizerta�cn�� pr�ace

� Shrnout metody odhadu parametr̊u EV rozděleńı pro jednorozměrná pozorováńı
s d̊urazem na neparametrické techniky.

� Popsat př́ıstupy odhadu parametr̊u EV rozděleńı pro korelovaná pozorováńı
a porovnat je s běžně už́ıvanými aproximativńımi technikami pro nezávislá pozo-
rováńı.

� Srovnat předešlé metody pomoćı simulovaných dat, využ́ıt je při modelováńı reálných
situaćı a provést diskuzi vhodnosti představených technik.

� Navržené postupy poč́ıtačově implementovat.
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1. Z�aklady teorie extr�emn��ch hodnot

Rozd�elen�� extr�emn��ch hodnot

Necht’ je dán náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s distribučńı funkćı F (x). EV teorie je
zaměřena na asymptotické chováńı extrémńıch hodnot, tj. hodnot, které jsou pozorovány
s malou pravděpodobnost́ı. Označ́ı-li se Mn = max{X1, . . . , Xn} výběrové maximum, pak
je nejprve ćılem stanoveńı limitńıho rozděleńı veličiny Mn pro n → ∞. V tomto ohledu
je EV teorie obdobou asymptotické teorie výběrových pr̊uměr̊u, která je popsána pomoćı
centrálńı limitńı věty.

Bud’ FMn
(x) := P (Mn ≤ x) distribučńı funkce výběrového maxima Mn. S využit́ım

předpokladu nezávislosti veličin X1, . . . , Xn lze odvodit následuj́ıćı tvar funkce FMn
(x)

FMn
(x) = P (max{X1, . . . , Xn} ≤ x) = P

(
n⋂
i=1

[Xi ≤ x]

)
= Fn(x). (1)

Označme x∗ := sup{x : F (x) < 1} pravý koncový bod rozděleńı s distribučńı funkćı F (x),
tedy x∗ je největš́ı možná hodnota, které může náhodná veličina X nabývat.1. Zaměřme
se na limitńı rozděleńı výběrového maxima. Ze vztahu (1) je patrné, že pro n→∞

FMn
(x) = Fn(x)→ Gdeg(x),

kde Gdeg(x) je degenerovaná funkce v x∗, tj. Gdeg(x) = 0 pro x < x∗ a Gdeg(x) = 1
pro x ≥ x∗. Pro x∗ <∞ je Gdeg(x) distribučńı funkćı. V př́ıpadě, že pravý koncový bod
neńı konečný, je limitńı funkce Gdeg(x) identicky rovna nule. Posledńı jmenovaná situace
přitom nastává v celé řadě běžně použ́ıvaných rozděleńı (mimo jiné v př́ıpadě normálńıho
rozděleńı), což jistě nepodává o chováńı výběrových maxim dobrou představu. Z tohoto
d̊uvodu je stejně jako v př́ıpadě centrálńı limitńı věty potřeba výběrová maxima řádně
normalizovat.

Necht’ existuj́ı posloupnosti reálných konstant an > 0, bn (n ∈ N) tak, že veličina
(Mn − bn)/an má nedegenerované limitńı rozděleńı, tj.

lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G(x), (2)

pro každý bod spojitosti funkce G(x), kde G(x) je nějaká nedegenerovaná distribučńı
funkce. Rozděleńı s distribučńı funkćı G(x) z podmı́nky (2) se nazývá rozděleńım ex-
trémńıch hodnot (zkráceně EV rozděleńı). Podmı́nka (2) se nazývá podmı́nkou atraktivity
a tř́ıda všech distribučńıch funkćı F (x) (resp. př́ıslušných rozděleńı) vyhovuj́ıćı podmı́nce
(2) se pak nazývá obor atraktivity distribučńı funkce G(x).

Podobně jako hraje při dokazováńı centrálńı limitńı věty roli charakteristická funkce,
má v EV teorii obdobný význam tzv. kvantilová funkce chvostu. Jej́ı zavedeńı se provede
pomoćı tzv. zleva spojité inverzńı funkce, kterou popisuje následuj́ıćı definice.

Definice 1.1. Necht’ f je neklesaj́ıćı reálná funkce. Pak funkci f← danou vztahem

f←(x) = inf{y ∈ R : f(y) ≥ x}. (3)

nazýváme zleva spojitou inverzńı funkćı k funkci f(x).

1Přirozeně v př́ıpadě x∗ =∞ nemůže náhodná veličina X nabývat hodnoty x∗. V tomto
př́ıpadě máme na mysli, že realizace veličiny X může být libovolné reálné č́ıslo.
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1 ZÁKLADY TEORIE EXTRÉMNÍCH HODNOT

Lze ukázat, že (f←)←(x) ≤ f(x) (viz [41]), přičemž rovnost zde nastává v př́ıpadě,
kdy funkce f je rostoućı, nebot’ pak je f← identická s f−1. Zřejmě, je-li F distribučńı
funkćı nějaké náhodné veličiny, pak F← je běžně už́ıvanou kvantilovou funkćı. Dále bude
pomoćı pojmu zleva spojité inverze zavedena kvantilová funkce chvostu.

Definice 1.2. Necht’ F je distribučńı funkce náhodné veličiny X. Pak funkci U danou
vztahem

U(t) =

(
1

1− F (t)

)←
(4)

definovanou pro t > 1, nazýváme kvantilovou funkćı chvostu náhodné veličiny X.

Články Fishera a Tippetta (1928, [13]) a Gnedenka (1943, [17]) byly jedny z prvńıch,
které se zabývaly rozděleńım výběrových maxim. Historicky byly postupně odvozeny tři
tř́ıdy možných nedegenerovaných limitńıch rozděleńı splňuj́ıćı rovnost (2). Tyto tř́ıdy
jsou známé jako Gumbelova, Fréchetova a Weibullova tř́ıda. Následuj́ıćı tvrzeńı, také
označované jako Základńı věta teorie extrémńıch hodnot, popisuje tř́ıdu EV rozděleńı
obecněji pomoćı parametrizace odvozené nezávisle von Misesem (1954, [47]) a Jenkin-
sonem (1955, [31]).

V�eta 1.3 (Fisher a Tippett (1928), Gnedenko (1943)). Necht’ je splněna pod-
mı́nka (2) pro nějaké reálné konstanty an > 0, bn (n ∈ N). Pak distribučńı funkce EV
rozděleńı je ve tvaru Gξ(σx+ µ) pro µ ∈ R, σ > 0 a ξ ∈ R, kde

Gξ(x) =

{
exp
[
−(1 + ξx)−1/ξ

]
, ξ 6= 0,

exp
[
−e−x

]
, ξ = 0,

(5)

definovaná na {x : 1 + ξx > 0}.

Vzhledem k von Misesově parametrizaci shrnuj́ıćı všechny tř́ıdy EV rozděleńı, je roz-
děleńı s distribučńı funkćı (5) označováno jako zobecněné EV rozděleńı (zkráceně GEV
rozděleńı z angl. Generalized Extreme Value). Vyjma parametru polohy µ a parametru
měř́ıtka σ > 0 tvoř́ı tedy GEV rozděleńı jednoparametrickou tř́ıdu rozděleńı s parametrem
tvaru ξ.

Parametr ξ má vzhledem k (5) zásadńı vliv na chvosty EV rozděleńı, jak je naznačeno
ńıže na obrázku 1, a je tak často označován jako tzv. index extrémńı hodnoty (zkráceně
EV index). Dále budeme označeńım F ∈ D(Gξ) rozumět, že distribučńı funkce F patř́ı
do oboru atraktivity EV rozděleńı s EV indexem ξ. Snadno se ukáže, že obor atraktivity
je dán jednoznačně.

Podm��nka druh�eho �r�adu

Jak již bylo naznačeno, při dokazováńı hraje v EV teorii zásadńı roli kvantilová funkce
chvostu U(t). Obvykle se proto využ́ıvá podmı́nka atraktivity (2) v jiném tvaru. Necht’

existuje kladná funkce a(t) taková, že pro x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dξ(x) :=

xξ − 1

ξ
. (6)

Pak je tato podmı́nka ekvivalentńı podmı́nce (2). Přitom pro ξ = 0 chápeme pravou
stranu (6) jako Dξ(x) = lnx. Funkce a(t) z podmı́nky (6) je často označována jako tzv.
pomocná funkce prvńıho řádu.
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Obrázek 1: Distribučńı funkce EV rozděleńı pro r̊uzné hodnoty EV indexu.

Často je nutné charakterizovat konvergenci ve vztahu (2), resp. (6). Proto je zaváděna
tzv. podmı́nka druhého řádu. Splněńı této podmı́nky je obvykle nutným požadavkem pro
existenci asymptotických rozděleńı semiparametrických odhad̊u parametr̊u EV rozděleńı
popsaných v daľśım odstavci.

Definice 1.4. Řekneme, že kvantilová funkce chvostu U(t) (resp. př́ıslušné rozděleńı
pravděpodobnosti) splňuje podmı́nku druhého řádu, pokud existuje nějaká kladná funkce
a(t) a kladná či záporná funkce A(t) taková, že limt→∞A(t) = 0 a pro x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

−Dξ(x)

A(t)
= Hξ,ρ(x) :=

1

ρ

(
xξ+ρ − 1

ξ + ρ
− xξ − 1

ξ

)
. (7)

Parametr ρ ≤ 0 se nazývá parametr druhého řádu a funkce A(t) se pak označuje jako tzv.
pomocná funkce druhého řádu.

V př́ıpadě, že ξ = 0 nebo ρ = 0, chápeme funkci Hξ,ρ(x) ve tvaru, který se obdrž́ı jej́ım
limitńım přechodem pro ξ → 0, resp. ρ → 0. Zejména je třeba upozornit na skutečnost,
že funkce Hξ,ρ(x) neńı násobkem funkce Dξ(x). Funkce a(t) z podmı́nky (7) přitom může
(ale také nemuśı) být totožná s funkćı a(t) z podmı́nky atraktivity (6).

Konkrétńı hodnoty parametru druhého řádu ρ a tvary pomocných funkćı a(t), A(t)
podmı́nky prvńıho a druhého řádu jsou v dizertačńı práci pro celou řadu rozděleńı detailně
odvozeny.

2. Odhady parametr�u rozd�elen��

extr�emn��ch hodnot

V této části budou popsány vybrané metody odhadu parametr̊u EV rozděleńı. Nejdř́ıve
budou představeny základńı př́ıstupy vyhodnoceńı dat, a sice tzv. model blokových maxim
a prahový model.

Model blokových maxim je postaven na základńım tvrzeńı EV teorie (věta 1.3). Necht’

je dán náhodný výběr X1, . . . , Xk rozsahu k = mn s neznámou distribučńı funkćı F ∈
D(Gξ). Daný náhodný výběr se nejprve rozděĺı na m blok̊u délky n, z nichž se posléze
vyberou jen bloková maxima Mn,i, i = 1, . . . ,m, tedy

Mn,i = max{X(i−1)n+1, . . . , Xin}, i = 1, . . . ,m.
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2 ODHADY PARAMETRŮ ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

Pro dostatečně velkou délku jednotlivých blok̊u se platnost tvrzeńı 1.3 chápe asympto-
ticky, a předpokládá se tedy, že veličiny Mn,i, . . . ,Mn,m tvoř́ı náhodný výběr z GEV
rozděleńı Gξ(x). Zde je pak nutné uvažovat GEV rozděleńı včetně parametr̊u polohy
µ ∈ R a měř́ıtka σ > 0 s distribučńı funkćı ve tvaru

G(x) =

{
exp
{
−
[
1 + ξ

(
x−µ
σ

)]−1/ξ}
, pro ξ 6= 0 a 1 + ξ

(
x−µ
σ

)
> 0,

exp
{
− exp

[
−
(
x−µ
σ

)]}
, pro ξ = 0,

(8)

kde EV index ξ ∈ R je parametr tvaru. Odhady parametr̊u µ, σ, ξ je možné źıskat
např́ıklad užit́ım metody maximálńı věrohodnosti (MV metody).

Metodě blokových maxim je často vytýkáno (viz např. [36]), že zanedbává př́ıpadná jiná
velká pozorováńı, která ovšem nedosahuj́ı hodnot př́ıslušných blokových maxim. Nadále
se tak zaměř́ıme výhradně na použit́ı prahového modelu popsaného ńıže.

Prahový model, též POT model (z angl. Peaks-Over-Threshold), je založen na asympto-
tickém chováńı náhodné veličinyX překračuj́ıćı nějakou prahovou hodnotu u. Lze dokázat,
že plat́ı

lim
u↑x∗

P (X − u > x | X > u) =

(
1 + ξ

x

σu

)−1/ξ
=: 1−H(x), (9)

kde H(x) je distribučńı funkce zobecněného Paretova rozděleńı (zkráceně GP rozděleńı
z angl. Generalized Pareto) s parametrem tvaru ξ ∈ R a parametrem měř́ıtka σu > 0
definovaná pro {x : x > 0, 1 + ξx/σu > 0}. Tedy pro dostatečně velkou prahovou hodnotu
u lze podmı́něné rozděleńı náhodné veličiny Y = X − u za podmı́nky X > u aproximovat
GP rozděleńım, přičemž parametr tvaru ξ ∈ R GP rozděleńı odpov́ıdá parametru tvaru
ξ ∈ R př́ıslušného limitńıho GEV rozděleńı výběrových maxim a σu = σ + ξ(u− µ) [4].

Oproti metodě blokových maxim neopomı́j́ı prahový model ostatńı extrémńı pozo-
rováńı, která nedosahuj́ı velikosti blokových maxim, a zpravidla tak dovoluje zahrnout
do analýzy soubor větš́ıho rozsahu. Na druhou stranu vhodná volba prahu je kritickou
část́ı celého modelu. Nı́zká volba prahu u vede ke špatné aproximaci limitńım vztahem
(9) a parametry modelu jsou odhadnuty se značným vychýleńım. Vysoká volba prahu u
vede k malému počtu překročeńı a k nár̊ustu variability odhad̊u. Volba optimálńı pra-
hové hodnoty, vyvažuj́ıćı vychýleńı a variabilitu, však stále patř́ı k nedořešeným otázkám
uvedeného modelu. Techniky výběru vhodného prahu budou popsány v odstavci 3.

Jakmile je zvolena prahová hodnota, lze použ́ıt aproximaci nadprahových pozorováńı
GP rozděleńım a přistoupit ke stanoveńı odhad̊u jeho parametr̊u a daľśıch parametrických
funkćı. Vzhledem k aplikačńı části této práce budou popsány odhady návratové úrovně zr
př́ıslušné periodě návratu r. Návratová úroveň zr je taková hodnota, která je v pr̊uměru
překročena jednou za r pozorováńı, tj. jedná se o (1− r−1) kvantil modelového rozděleńı.
Při užit́ı prahového modelu lze zr vyjádřit ve tvaru

zr =

{
u+ σu

ξ

[
(λur)

ξ − 1
]
, pro ξ 6= 0,

u+ σu ln(λur), pro ξ = 0,
(10)

kde λu := P (X > u). Často se vyžaduje určeńı tzv. N -leté návratové úrovně. Pak stač́ı
jednoduše položit r = nyN , kde ny je pr̊uměrný počet pozorováńı za jeden rok.

Odhad ẑr hodnoty zr se dostane nahrazeńım jednotlivých parametr̊u v (10) jejich od-
hady. Nı́že budou popsány odhady źıskané MV metodou a vybrané semiparametrické

9



odhady. Odhad parametru λu se obdrž́ı jako relativńı četnost pozorováńı nad prahem u.
Protože počet překročeńı prahu u je náhodná veličina s binomickým rozděleńım Bi(n, λu),

je takto źıskaný odhad λ̂u MV odhadem parametru λu. Na základě asymptotických vlast-
nost́ı je možné dále určit odhad rozptylu statistiky zr, jak je bĺıže popsáno v dizertačńı
práci.

Odhady metodou maxim�aln�� v�erohodnosti

Odhady parametr̊u v blokovém i prahovém modelu bývaj́ı často určeny pomoćı stan-
dardńıch postup̊u, zejména užit́ım MV metody (viz [3] nebo [8]). MV odhady parametr̊u
GEV rozděleńı (resp. GP rozděleńı) lze však źıskat jen s jistými omezeńımi, protože tř́ıda
GEV rozděleńı neńı obecně regulárńı a jsou tak porušeny základńı předpoklady MV te-
orie. Jak je ukázáno v [45], konvergence MV odhad̊u záviśı na hodnotě EV indexu. Po-
kud ξ > −1/2, maj́ı odhady źıskané MV metodou obvyklé asymptotické vlastnosti, tj.
asymptotické rozděleńı odhad̊u je normálńı. Pro ξ = −1/2 byly MV odhady odvozeny
v [44] pro semiparametrický model. V př́ıpadě, že −1 < ξ < −1/2, lze odhady źıskat
běžným zp̊usobem, ovšem tyto již nemaj́ı obvyklé asymptotické vlastnosti [39]; přesto
však, jak je ukázáno v [49], pro ξ > −1 představuj́ı odhady źıskané MV metodou kon-
zistentńı odhady. Nakonec pro ξ ≤ −1, kdy maj́ı rozděleńı velmi krátké pravé chvosty, je
málo pravděpodobné, že budou MV odhady dosaženy s dostatečnou přesnost́ı.

Dále budou popsány jen odhady parametr̊u v prahovém modelu, MV odhady para-
metr̊u modelu blokových maxim jsou rozebrány v dizertačńı práci. Necht’ je dán náhodný
výběrX1, . . . , Xn z GP rozděleńı s distribučńı funkćıH(x) ze vztahu (9) a předpokládejme,
že byly źıskány realizace X1 = x1, . . . , Xn = xn. Logaritmická věrohodnostńı funkce GP
rozděleńı je ve tvaru

l(σu, ξ) =


−n lnσu −

(
1 + 1

ξ

) n∑
i=1

ln
(
1 + ξ xiσu

)
, pro ξ 6= 0,

−n lnσu − 1
σu

n∑
i=1

xi, pro ξ = 0.
(11)

Maximalizaćı výrazu (11), př́ıpadně řešeńım systému věrohodnostńıch rovnic, obdrž́ıme
MV odhady př́ıslušných parametr̊u. Protože systém věrohodnostńıch rovnic nelze řešit
analyticky, je nutné použ́ıt vhodné numerické metody, např. proceduru založenou na Nel-
derově-Meadově simplexovém algoritmu [33] implementovanou v řadě softwar̊u. MV od-
had návratové úrovně zr se obdrž́ı nahrazeńım parametr̊u ξ, σu, λu ve vztahu (10) jejich
MV odhady.

Semiparametrick�e p�r��stupy k odhad�um parametr�u

rozd�elen�� extr�emn��ch hodnot

V posledńı době se pozornost zaměřila předevš́ım na neparametrické př́ıstupy odhadu
parametr̊u EV rozděleńı. Řada autor̊u se zabývala odhady parametr̊u metodou pravděpo-
dobnostně vážených moment̊u [6, 7, 11] nebo metodou L-moment̊u [1, 29]. Zde bude po-
zornost věnována semiparametrickým př́ıstup̊um odhadu EV indexu, a sice momentovému
odhadu v prahovém modelu. Mějme náhodný výběr X1, . . . , Xn a označme X(1), . . . , X(n)

uspořádaný náhodný výběr, kde X(1) ≤ . . . ≤ X(n) a X(i) označuje i-tou pořadovou sta-
tistiku. Dosud bylo popsáno asymptotické chováńı výběrového maxima Mn = X(n) pro
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3 METODY VÝBĚRU PRAHOVÝCH HODNOT

n → ∞. Obecně je možné popsat limitńı vlastnosti pořadové statistiky X(n−k) pro libo-
volné pevné k [10]. Lze však také uvažovat pořadové statistiky při volbě k = k(n) → ∞
pro n → ∞. Přidáme-li nav́ıc podmı́nku k(n)/n → 0, pak při takové volbě k lze řádnou
normalizaćı obdržet asymptoticky normálně rozdělené statistiky, které mohou sloužit k od-
had̊um parametr̊u rozděleńı v prahovém modelu.

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı F ∈ D(Gξ), ξ ∈ R
a x∗ > 0. Momentový odhad ξ̂M (k) EV indexu ξ je ve tvaru

ξ̂M (k) := M
(1)
n (k) + 1− 1

2

1−

(
M

(1)
n (k)

)2
M

(2)
n (k)


−1

, (12)

kde M
(j)
n (k) := 1

k

k−1∑
i=0

(
lnX(n−i) − lnX(n−k)

)j
.

Za předpoklad̊u splněńı podmı́nky druhého řádu lze u semiparametrických odhad̊u ξ̂(k)
EV indexu ukázat, že tyto odhady maj́ı asymptoticky normálńı rozděleńı, tedy lze psát

√
k
(
ξ̂(k)− ξ

)
d−→ √varξN + λbξ,ρ, (13)

kde N ∼ N(0, 1), varξ je složka variability závisej́ıćı na ξ a λbξ,ρ je složka vychýleńı
závisej́ıćı na ξ a parametru druhého řádu ρ ≤ 0. Detailńı popis je možné nalézt př́ımo v di-

zertačńı práci, popř. v [10]. Tedy limitńım rozděleńım ξ̂M je normálńı rozděleńı s možným
nenulovým vychýleńım, které záviśı na p̊uvodńım rozděleńı F skrze parametry ξ a ρ.
Při aproximaci vztahu (13) pro nějaké konečné n je však d̊uležité vhodně určit hod-
notu k a t́ım i pod́ıl n/k. Volba vhodného k přitom odpov́ıdá volbě vhodného prahu u
v (parametrickém) prahovém modelu s t́ım rozd́ılem, že nyńı je jako práh uvažována hod-
nota pořadové statistiky X(n−k). Tedy s rostoućım k variančńı složka varξ klesá a složka
vychýleńı λbξ,ρ roste.

Na základě aproximace pomoćı vztahu (6) se źıská odhad návratové úrovně zr ve tvaru

zr = U(r) ≈ U
(
n

k

)
+
a
(
n
k

)
ξ

[(
kr

n

)ξ
− 1

]
,

kde Û(n/k) = X(n−k) je odhad hodnoty U(n/k) a pravděpodobnost překročeńı prahu
λu := P (X > U(n/k)) byla odhadnuta jako relativńı četnost pozorováńı nad prahem

X(n−k), tedy λ̂u = k/n, což odpov́ıdá parametrickému modelu. Odhad členu a(n/k) a daľśı
detaily jsou popsány v dizertačńı práci. Pomoćı odhadu variančńı matice těchto odhad̊u
je dále možné určit rozptyl statistiky zr a př́ıpadně jej́ı interval spolehlivosti.

3. Metody v�yb�eru prahov�ych hodnot

Vhodná volba prahové hodnoty je stále nedořešeným problémem prahového modelu.
Některé starš́ı i současné metody jsou shrnuty v publikaci [43], v praktických situaćıch
přitom stále bývá volba prahu prováděna na základě explorativńıch technik a zkušenost́ı
v daném oboru. Nejčastěji bývaj́ı už́ıvány dvě grafické metody spoč́ıvaj́ıćı ve volbě vhod-
ného prahu u0 tak, aby bylo dosaženo určité stability empirické středńı hodnoty (Mean
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Residual Life plot) či odhad̊u parametr̊u ξ, σu. Detailně jsou grafické metody představeny
v dizertačńı práci. V současnosti však roste zájem o metody adaptivńıho určováńı prahu,
které nab́ıźı automatizaci volby prahu a o vhodnosti prahu se snaž́ı rozhodnout na základě
vyvinutých statistických kritéríı. Tyto techniky jsou zpravidla výpočetně náročněǰśı.

Adaptivn�� volba prahu v semiparametrick�em modelu

Významnou tř́ıdu adaptivńıch metod tvoř́ı dvojitě bootstrapová technika. Necht’ je dán
náhodný výběr z rozděleńı, pro kterou je pomocná funkce druhého řádu (7) ve tvaru
A(t) = ctρ pro c 6= 0, ρ < 0. Nejčastěji bývá uvažována tzv. Hallova tř́ıda rozděleńı
[12, 21], tedy rozděleńı s kvantilovou funkćı chvostu U(t) = Ctξ(1 + Dtρ + o(tρ)), kde
C > 0.

Uvažuje-li se semiparametrický momentový odhad ξ̂M (k) EV indexu, je pak optimálńı
počet k0 = k0(n) horńıch pořadových statistik vybrán tak, aby byla minimalizována

středńı kvadratická chyba odhadu, tj. k0 ∈ argminkE
(
ξ̂M (k)− ξ

)2
. Za předpokladu

Hallovy tř́ıdy rozděleńı a vyjádřeńı odhadu ξ̂M (k) ve tvaru (13) lze odvodit rovnost

k0(n) =

( varξ

−2ρc2b2ξ,ρ

)1/(1−2ρ)

n−2ρ/(1−2ρ)

. (14)

Zvolený odhad hodnoty k0 záviśı, mimo jiné, na parametru druhého řádu ρ. Obt́ıže spo-
jené s odhadem ρ jsou v literatuře popsány [19, 20], často je pak nutné splněńı podmı́nky
třet́ıho řádu [14]. Dvojitě bootstrapová technika přitom umožňuje se, vhodnou kombinaćı
odhad̊u, zcela vyhnout odhadu parametru ρ.

Nejprve se neznámý EV index nahrad́ı jiným vhodným odhadem ξ̂aux (v́ıce viz di-
zertačńı práci nebo [12, 21]). Následně je z empirické distribučńı funkce Fn(x) B-krát
nezávisle bootstrapován náhodný výběr rozsahu n1 < n, přičemž pro každý takový výběr

jsou pro k = 2, . . . , n1 určeny bootstrapové odhady ξ̂∗(k, b), ξ̂∗aux(k, b) a dále

q∗n1,b(k) =
(
ξ̂∗(k, b)− ξ̂∗aux(k, b)

)2
, kde b = 1, . . . , B.

Bootstrapový odhad asymptotické středńı kvadratické chyby (AMSE)

ÂMSE
∗
(n1, k) =

1

B

B∑
b=1

q∗n1,b(k)

je minimalizován vzhledem ke k. Necht’ je minima dosaženo v bodě k∗0(n1). Celý postup
je pak opakován pro rozsah bootstrapového výběru n2 = d(n1)2/ne a je źıskána hodnota
k∗0(n2). Dvojitě bootstrapový odhad optimálńıho k0 se následně źıská položeńım (d̊ukaz

pro ξ̂M (k) viz [12])

k̂∗0 =
(k∗0(n1))

2

k∗0(n2)
. (15)
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3 METODY VÝBĚRU PRAHOVÝCH HODNOT

Adaptivn�� volba prahu zalo�zen�a na v�erohodnosti

Jiný př́ıstup, tzv. Multiple-Threshold Generalized Pareto model (zkráceně MT-GP mo-
del), byl rozvinut v práci [38]. Tento v principu vycháźı z grafické metody určeńı prahu
pomoćı stability odhad̊u EV indexu. Zavedeńım diskretizace pomoćı m prahových hodnot
u1 < · · · < um je EV index ξ modelován jako po částech konstantńı funkce se změnami
v bodech ui, i = 2, . . . ,m.

Necht’ je dána náhodná veličina X a bud’ Y = X − u1 překročeńı prahu u1. Označme
vi = ui − u1 pro i = 1, . . . ,m a wi = vi+1 − vi pro i = 1, . . . ,m − 1. Nejprve se provede
odvozeńı hustoty fY (y) veličiny Y . Aby nedocházelo k nespojitostem v fY (y), je vhodné
uvažovat parametry měř́ıtka ve tvaru σi+1 = σi + ξiwi, kde σ1 > 0. Původńı model s 2m
parametry je tak možné parametrizovat jen pomoćı m+1 parametr̊u θ = (σ1, ξ1, . . . , ξm).

Bud’ pi := P (Y > vi). Je-li dán náhodný výběr Y1, . . . , Yn překročeńı prahu u1 z hustoty
fY (y), pak lze logaritmickou věrohodnostńı funkci zapsat ve tvaru (viz [38])

l(σ1, ξ1, . . . , ξm) =

=

n∑
i=1

m∑
j=1

1[vj<yi<vj+1]

{
ln pj − lnσj −

(
1 +

1

ξj

)
ln

[
1 + ξj

yi − vj
σj

]}
. (16)

Celý model včetně hustoty fY (y) je v dizertačńı práci detailně odvozen.
Uvažujme nyńı situaci, kdy chceme ověřit, zda je parametr tvaru ξ identický na všech

intervalech (vi, vi+1), i = 1, . . . ,m, tj. testujeme nulovou hypotézu H : ξ1 = · · · = ξm.
Zamı́tnut́ı této hypotézy by ukazovalo, že pro u ≥ u1 nebylo dosaženo uspokojivé stability
EV indexu a bylo by tak nutné uvažovat jako vhodný práh nějakou hodnotu větš́ı než

u1. Označme dále θ̂ MV odhad parametru θ źıskaný z (16) a θ̂0 MV odhad źıskaný za
platnosti nulové hypotézy, tj. za platnosti ξ1 = · · · = ξm. Nulová hypotéza se testuje na
základě statistik

LM(θ̂0) =
1

n
UT (θ̂0)J

−1(θ̂0)U(θ̂0), (17)

LR(θ̂0) = 2
(
l(θ̂)− l(θ̂0)

)
, (18)

kde U(θ̂0) je skórový vektor př́ıslušný hustotě fY (y) a J(θ̂0) je očekávaná Fisherova
informačńı matice. Za předpokladu, že ξm > −1/2 a tedy MV odhady maj́ı obvyklé
asymptotické vlastnosti [45], maj́ı uvedené statistiky asymptoticky χ2m−1 rozděleńı. (Jedná
se o asymptotické testy s rušivými parametry popsané viz např. [3].) Odvozeńı tvar̊u

statistik U(θ̂0) a J(θ̂0) lze nalézt v dodatku dizertačńı práce.
V př́ıpadě zamı́tnut́ı nulové hypotézy H : ξ1 = . . . , ξm se přistupuje k postupnému

testováńı stability EV indexu pro prahové hodnoty (ui, . . . , um), dokud použité kritérium
nevede pro nějaké i = 2, . . . ,m− 1 k jej́ımu přijet́ı. Při nulové hypotéze H : ξi = · · · = ξm
je tak asymptotické rozděleńı statistik (17) a (18) χ2m−i.
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4. Anal�yza extr�emn��ch sr�a�zkov�ych �uhrn�u

Poznatky z předešlých odstavc̊u byly aplikovány k odhadu extrémńıch srážkových úhrn̊u
v jihomoravském regionu. Tato analýza byla motivována nutnost́ı aktualizace hydrolo-
gických podklad̊u pro potřeby plánováńı a údržby městského odvodňovaćıho systému.
Důraz je kladen na odhady tzv. IDF křivek (zkráceně z angl. Intensity-Duration-Frequen-
cy), které přestavuj́ı základńı hydrologický nástroj pro vyhodnoceńı frekvence výskytu
intenzivńıch dešt’ových srážek. Dodnes u nás použ́ıvané odhady IDF křivek (viz [46])
se jev́ı jako zastaralé a nově vyvinuté statistické metody by tak mohly přispět k jejich
zpřesněńı.

Simula�cn�� studie pro porovn�an�� adaptivn��ch metod

ur�cen�� prahu

Pro porovnáńı adaptivńıch metod určeńı prahu byla provedena simulačńı studie [25].
Opakovaně byly generovány výběry s rozsahy n = 500, 1000, 2000, 3000, 5000 a 8000
z rozděleńı, která svou povahou nejlépe odpov́ıdaj́ı analyzovaným srážkovým měřeńım.
Konkrétně bylo uvažováno Fréchetovo, GP a loglogistické rozděleńı, patř́ıćı do Hallovy
tř́ıdy rozděleńı, a dále gama, Weibullovo a lognormálńı rozděleńı.

Dvojitě bootstrapová technika byla uvažována v kombinaci s momentovým odhadem
(12). Počet bootstrapových odhad̊u byl vždy nastaven na B = 250. Ze studie [21] vyplývá,
že rozsah bootstrapových výběr̊u n1 je vhodné volit co největš́ı. Zde bylo uvažováno

n1 = dn0,995e, kde n je délka dané řady. Pro stabilizaci odhadu k̂0 optimálńıho počtu
horńıch pořadových statistik byla celá procedura vždy 1000× opakována, přičemž konečný

odhad k̂0 byl stanoven jako medián takto źıskaných hodnot.
Metodou MT-GP byl vhodný práh u hledán užit́ım kritéria (17). Optimálńı hodnota u0

byla uvažována mezi 0,5 % a 90 % empirickým kvantilem. Vzhledem k otevřeným závěr̊um
v práci [38] byla zvolena diskretizace pomoćı postupně m = 10, 20 a 40 prahových hodnot
mezi uvedenými kvantily. Hodnota u0(m) byla pro každé m zvolena jako nejmenš́ı práh,
pro který nebyla testovaná hypotéza zamı́tnuta na hladině významnosti 0,05.

Závěry simulačńı studie [25] ukazuj́ı, že použit́ı bootstrapové techniky vždy vede k men-
š́ımu rozsahu výběru uvažovaného POT modelem. Jistá nestabilita MT-GP byla po-
zorována pro loglogistické, Fréchetovo a lognormálńı rozděleńı. Na druhou stranu tato
technika vhodně identifikuje GP rozděleńı a práh zde určuje velmi ńızko. Oba př́ıstupy
byly porovnány vzhledem k odhad̊um EV indexu. Zde vyplývá, že v rámci Hallovy tř́ıdy
rozděleńı jsou obě metody srovnatelné. Mimo Hallovu tř́ıdu se pak ukazuj́ı odhady EV
indexu méně vychýlené při užit́ı bootstrapové metody, ačkoliv tato zde nemá jasné teo-
retické opodstatněńı.

Odhady extr�emn��ch de�st'ov�ych ud�alost��

Jako vstupńı data pro analýzu slouž́ı záznamy reálných dešt’ových srážek (s rozlǐseńım
1 minuty) ze 6 stanic situovaných na územı́ Jihomoravského kraje. Sledovaná obdob́ı
spolu s délkami úplných záznamů jsou shrnuta v tabulce 1.

Teorie extrémńıch hodnot je při posuzováńı hydrologických jev̊u často aplikována.
Z měřených časových řad bývá však nejprve nutné vybrat taková pozorováńı, která
můžeme pokládat za nezávislá. Jak uvád́ı např. práce [30], v zásadě se rozlǐsuj́ı dva
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4 ANALÝZA EXTRÉMNÍCH SRÁŽKOVÝCH ÚHRNŮ

Tabulka 1: Přehled srážkoměrných stanic, jejich sledovaného obdob́ı a délky řad s úplnými
záznamy.

Stanice Sledované obdob́ı Délka řady [roky]

Brno-Tuřany 1959–2000 41
Brno-Žabovřesky 1987–2003 16
Brno-Jundrov 1992–2003 11
Znojmo-Kuchařovice 1956–2003 27
Jevǐsovice 1961–2000 37
Vyškov 1961–1992 31

základńı zp̊usoby výběru prvk̊u pro statistické zpracováńı. Prvńı je postaven na metodě
blokových maxim, kdy jsou do statistického souboru zahrnuty jen největš́ı prvky v daném
bloku pozorováńı. V hydrologii bývaj́ı většinou uvažovány bloky o délce jednoho roku
a źıskaná řada je pak označována jako Annual Maxima Series. Nevýhodou je ovšem fakt,
že jsou zanedbávány př́ıpadné daľśı vysoké hodnoty, které ovšem nedosahuj́ı př́ıslušných
blokových maxim.

Jiný zp̊usob výběru prvk̊u je založen na prahovém POT modelu, kdy jsou do sta-
tistického souboru zahrnuty hodnoty překračuj́ıćı nějakou vysokou prahovou hodnotu.
V současnosti pak POT model představuje stále v́ıce použ́ıvanou techniku [5, 32, 48].
Vzhledem k délce dostupných dat bude tento př́ıstup upřednostněn. Při analýze srážkových
extrémů pomoćı POT modelu se postupuje tak, že se z daných časových řad separuj́ı
tzv. dešt’ové události. Tyto jsou mezi sebou uvažovány jako přibližně nezávislé. Aplikace
r̊uzných metodik separace dešt’ových událost́ı záviśı na konkrétńı aplikačńı oblasti. Jak na-
značuje práce [37], právě př́ıstup separace uvedený v [35] se ukazuje jako nejvhodněǰśı pro
potřeby návrhu městského odvodněńı v brněnském regionu. Následně se z každé události
pro předem stanovené trváńı deště vyberou největš́ı pozorované srážkové úhrny. Podle
metodiky [35] tak byly vyčleněny srážkové úhrny za dobu trváńı deště 5, 10, 15, 20, 30,
45, 60, 90, 120, 180, 240 a 360 minut.

Ve spojitosti s analýzou extrémńıch hodnot byla provedena řada poč́ıtačových imple-
mentaćı (viz např. [16]), které jsou také součást́ı dizertačńı práce. Jedná se např. také
o zde diskutované techniky vzorkováńı.

Při analýze byla pozornost zaměřena zejména na rozsah datových soubor̊u. Srovnáńı
technik volby prahu a odhadu IDF křivek je tak možné porovnat také vzhledem k délce
dostupných časových řad. Vhodná volba prahu u0, resp. počtu nadprahových pozorováńı
k0, byla stanovena grafickými i adaptivńımi metodami v kombinaci s MV a semiparame-
trickými odhady. Správnost zvolených prah̊u byla vždy ověřena vizuálně pomoćı histo-
gramů a Q-Q plot̊u a také pomoćı test̊u dobré shody (Pearsonova χ2 testu, Kolmogorovova-
Smirnovova testu a Andersonova-Darlingova testu).

Ukázalo se, že GP rozděleńı velmi dobře odpov́ıdá empirickému rozděleńı nadprahových
hodnot ve všech studovaných př́ıpadech, s výjimkou užit́ı MT-GP metody založené na
kritériu (18). Vzhledem k diskuzi automatizace postupu však nebyly tyto prahy nijak ko-
rigovány. Bylo zjǐstěno, že pro deľśı dostupné řady dvojitě bootstrapová technika vyb́ırá
vždy nejmenš́ı počet pozorováńı. Pro rostoućı délku deště jsou pak výběry podobné jako
užit́ım grafických metod. Nejnižš́ı prahová hodnota byla obecně stanovena MT-GP tech-
nikou. Zejména při užit́ı statistiky (18) pak byly źıskány (patrně nevhodně) rozsáhlé
nadprahové soubory. Vı́ce je k nalezeńı v publikaci [24].
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Následně byly pro určené prahy stanoveny odhady parametr̊u GP rozděleńı – semi-
parametrické pro bootstrapovou volbu k0 a MV odhady jinak. Odhady EV indexu jsou
zobrazeny na obrázku 2. Jak bylo očekáváno, pro krátké řady, včetně té ze stanice Brno-
Jundrov, jsou odhady zat́ıženy větš́ı variabilitou. Při porovnáńı s momentovými odhady
vykazuj́ı MV odhady obecně (at’ už při užit́ı MT-GP nebo grafických metod) menš́ı va-
riabilitu pro deľśı časové řady. Pro krátké řady pak docháźı u MV odhad̊u k nár̊ustu
variability a momentové odhady se zde ukazuj́ı jako vhodněǰśı. Na druhou stranu je pa-
trné vzájemné vychýleńı všech odhad̊u, a to i v rámci MV metody v kombinaci s r̊uznými
technikami určeńı prahu. Teoretické aspekty by měly vést k závěr̊um, že při vyšš́ı hod-
notě prahu docháźı k menš́ımu vychýleńı odhad̊u, avšak vzhledem ke značné variabilitě
u krátkých časových řad neńı možné takové závěry jasně stanovit.
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P
ar
am

et
r
tv
ar
u

 

 
Mom: ξ̂

Mom: ξ̂ ± sm.od.

MV LM: ξ̂

MV LM: ξ̂ ± sm.od.

MV LR: ξ̂

MV LR: ξ̂ ± sm.od.
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(b) Brno-Jundrov, parametr tvaru.
Obrázek 2: Parametr tvaru źıskaný semiparametrickými momentovými odhady (Mom)
a MV metodou při volbě prahu pomoćı př́ıstupu MT-GP při použit́ı testovaćıch statistik
LM a LR pro stanice Brno-Tuřany a Brno-Jundrov. Směrodatné odchylky źıskány na
základě asymptotické normality. Horizontálńı osa je zobrazena v logaritmickém měř́ıtku.

Pomoćı odhad̊u parametr̊u byly dále určeny odhady IDF křivek jakožto návratové
úrovně srážkových intenzit. Intenzita je zde určena jako pod́ıl srážkových úhrn̊u za da-
nou doby trváńı deště. V hydrologické praxi bývá zvykem [30] źıskané návratové úrovně
prokládat regresńı křivkou

I(t) =
β1

(1 + β2t)β3
,

kde I(t) je odhadnutá intenzita, t je doba trváńı deště a β1, β2, β3 jsou regresńı koeficienty.
Na obrázćıch 3 a 4 je zobrazeno srovnáńı odhad̊u IDF křivek pro stanice Brno-Tuřany
a Brno-Jundrov źıskaných jako 100leté návratové úrovně, přičemž tyto byly pomoćı ne-
lineárńı regrese proloženy výše uvedenou křivkou. Vyznačené 95% intervaly spolehlivosti
byly určeny na základě asymptotické normality odhad̊u. Pro deľśı časové řady lze všechny
odhady z praktického hlediska považovat za totožné. Rozd́ıly mezi metodami jsou pa-
trné pro krátké řady, zejména při odhadech dlouhodobých událost́ı (viz ukázaná 100letá
úroveň). Srovnáńım momentového a MV odhadu při grafické volbě prahu se ukazuje
(obr.3), že křivky źıskané MV metodou vykazuj́ı menš́ı variabilitu pro kratš́ı doby trváńı
deště. Pro deľśı doby trváńı je pak variabilita menš́ı pro momentové odhady. Na obrázku
4 je vidět, že volba prahu pomoćı MT-GP metody má za následek velké vychýleńı křivek
oproti momentovému odhadu pro krátké doby trváńı deště. Źıskané MV odhady jsou zde
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4 ANALÝZA EXTRÉMNÍCH SRÁŽKOVÝCH ÚHRNŮ

prakticky nepoužitelné kv̊uli extrémńı š́ı̌rce interval̊u spolehlivosti. Na druhou stranu se
pro dlouhé doby trváńı deště (240 a 360 minut) ukazuj́ı MV odhady jako přesněǰśı. Širš́ı
pojednáńı ke srovnáńı všech zde diskutovaných př́ıstup̊u lze nalézt v autorových publi-
kaćıch [24] a [26], kde byly odhady IDF křivek pro brněnský region detailně studovány.
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(a) Brno-Tuřany.
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(b) Brno-Jundrov.
Obrázek 3: MV odhady při grafické volbě prahu (čárkovaně) a momentové odhady (plně)
IDF křivek pro 100leté návratové úrovně. 95% intervaly spolehlivosti nebyly regresńı
křivkou proloženy. Osy v logaritmickém měř́ıtku.
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(a) Brno-Tuřany.
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(b) Brno-Jundrov.
Obrázek 4: MV odhady při volbě prahu pomoćı MT-GP metody (LM čárkovaně, LR
tečkovaně) a momentové odhady (plně) IDF křivek pro 100-leté návratové úrovně. 95%
intervaly spolehlivosti nebyly regresńı křivkou proloženy. Osy v logaritmickém měř́ıtku.
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5. Teorie extr�emn��ch hodnot pro

stacion�arn�� �rady a jej�� pou�zit��

Dosud představené metody statistického vyhodnoceńı extrémńıch hodnot byly založeny
na předpokladu nezávislosti jednotlivých náhodných veličin. Vzájemná nezávislost však
představuje v mnoha praktických situaćıch zcela nerealistický požadavek a bývá tak nutné
použ́ıt dodatečné techniky vzorkováńı. Pro zobecněńı EV teorie pro př́ıpad korelovaných
náhodných veličin je třeba se omezit na (striktně) stacionárńı řady. Nav́ıc je nutné přidat
požadavek na omezeńı závislosti tak, aby závislost mezi veličinamiXi, Xj byla pro rostoućı
vzdálenost |i− j| nějakým zp̊usobem limitována. V literatuře je pak nejběžněji uvažována
Leadbetterova D(un) podmı́nka [34] typu silného mixingu. Vzhledem k povaze typických
aplikačńıch problémů ale neńı tento požadavek významně omezuj́ıćı, protože závislost
mezi časově či prostorově vzdálenými pozorováńımi je často zanedbatelná.

Necht’X1, . . . , Xn je stacionárńı řada splňuj́ıćı uvedenouD(un) podmı́nku aX∗1 , . . . , X
∗
n

náhodný výběr se stejným jednorozměrným marginálńım rozděleńım jako daná stacionárńı
řada. Označme GEV(µ, σ, ξ) GEV rozděleńı s parametry tvaru µ, měř́ıtka σ a polohy ξ.
Podobně jako v tvrzeńı 1.3 je možné ukázat, že limitńım rozděleńım (řádně normalizo-
vané) veličiny Mn = max{X1, . . . , Xn} je opět GEV(µθ, σθ, ξθ) rozděleńı s distribučńı
funkćı Gθ(x). Je-li limitńı rozděleńı výběrového maxima M∗n = max{X∗1 , . . . , X∗n} nějaké
GEV(µ, σ, ξ) rozděleńı s distribučńı funkćı G(x), pak mezi oběma distribučńımi funkcemi
plat́ı vztah

Gθ(x) = [G(x)]θ, (19)

kde θ ∈ 〈0, 1〉 je tzv. extremálńı index. Nav́ıc plat́ı ξθ = ξ.
Parametr θ vyjadřuje mı́ru krátkodobé závislosti na extrémńıch úrovńıch a pro po-

sloupnost nezávislých veličin je zřejmě θ = 1. Vliv krátkodobé závislosti lze v reali-
zaćıch stacionárńıch řad pozorovat ve formě shlukováńı vysokých hodnot, tj. extrémńı
hodnoty bývaj́ı obvykle následovány daľśımi. Extremálńı index je možné interpretovat
několik zp̊usoby, nejčastěji bývá uvažován výklad podle [34], kdy θ−1 vyjadřuje limitńı
středńı hodnotu velikosti těchto shluk̊u.

V praktických situaćıch, kdy jsou k dispozici pozorováńı nějaké stacionárńı řady, je
možné postupovat dvěma zp̊usoby: (i) extremálńı index vhodně odhadnout nebo (ii)
použ́ıt nějaké filtračńı schéma, které by vliv θ eliminovalo. Druhý př́ıstup, označován jako
declusterováńı, bývá v aplikaćıch obvykle už́ıván. Vybrané techniky declusterováńı byly
představeny v odstavci 4, kde byly použity po vzorkováńı přibližně nezávislých dešt’ových
srážek. Použit́ı těchto technik má ovšem za následek (často významnou)
redukci p̊uvodńıho datového souboru. Volba potřebných pomocných parametr̊u je nav́ıc
zat́ıžena značnou mı́rou subjektivity.

Jako lepš́ı se tak jev́ı odhadnout θ pomoćı nějakého vhodného odhadu θ̂. Protože li-
mitńım rozděleńım výběrových maxim stacionárńı řady je GEV rozděleńı, lze k analýze
použ́ıt standardńı metody bez ohledu na závislost. Odhady parametrických funkćı se poté
koriguj́ı podle źıskaného odhadu θ. Výhodou toho postupu je možnost využit́ı všech do-
stupných pozorováńı, což může výrazně sńıžit variabilitu odhadu. Představme krátce od-
hady vybraných parametrických funkćı při použit́ı prahového modelu, konkrétně odhady
návratových úrovńı. Z limitńıch vlastnost́ı výběrového maxima stacionárńı řady vyplývá,
že můžeme aproximovat P (Mn ≤ x) ≈ Gθ(x) ≈ Fnθ(x). Hledaný (1 − r−1) kvantil GP
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rozděleńı nezávislých pozorováńı tak základě pozorováńı celé stacionárńı řady odpov́ıdá

(1− r−1)θ−1

kvantilu. Namı́sto (10) se tedy dostane návratová úroveň zr ve tvaru

zr =


u+ σu

ξ

[{
λ−1u

[
1−
(
1− r−1

)θ−1]}−ξ
− 1

]
, pro ξ 6= 0,

u+ σu ln

{
λu

[
1−
(
1− r−1

)θ−1]−1}
, pro ξ = 0.

(20)

Odhad ẑr se obdrž́ı nahrazeńım uvedených parametr̊u ξ, σu, λu, θ jejich odhady.
V dizertačńı práci jsou diskutovány dvě významné metody odhadu extremálńıho in-

dexu podle Gomes θ̂G [18] a Ancony-Navarreteho a Tawna θ̂AT [2]. Oba př́ıstupy jsou
založeny na vztahu (19) a odhad θ určuj́ı porovnáńım parametr̊u limitńıch GEV(µ, σ, ξ)
a GEV(µθ, σθ, ξθ) rozděleńı. V dizertačńı práci lze dále nalézt diskuzi odhad̊u rozptyl̊u

statistik θ̂G, θ̂AT , přičemž tyto byly i poč́ıtačově implementovány do prostřed́ı Matlab.

Pro účely porovnáńı vlastnost́ı těchto odhad̊u byla provedena simulačńı studie [27], kde
byly opakovaně generovány realizace r̊uzných stacionárńıch proces̊u a na základě těchto

realizaćı odhadnut extremálńı index. Ukazuje se, že odhad θ̂G je méně vychýlený pro
hodnoty θ v naprosté většině př́ıpad̊u. Na druhou stranu pro θ → 0 či θ → 1 vychýleńı

θ̂G roste a θ̂AT je zde v́ıce robustńım odhadem. Ačkoliv je variabilita θ̂AT nepatrně menš́ı,
odhad podle Gomes je méně citlivý na volbu pomocných parametr̊u a bude proto dále
upřednostněn.

Anal�yza sr�a�zkov�ych �uhrn�u pomoc�� EV teorie

stacion�arn��ch �rad

Pomoćı EV teorie stacionárńıch řad byla opětovně analyzována srážková data z odstavce
4. Pro dané doby trváńı deště 5, 10, . . . , 360 minut byly časové řady srážkových úhrn̊u
určeny agregaćı pozorovaných minutových úhrn̊u pro po sobě jdoućı disjunktńı periody.
Volba pomocných parametr̊u při odhadu extremálńıho indexu byla zvolena na základě
simulačńı studie [27]. Protože nyńı vycháźı analýza z celého datového souboru (bez nut-
nosti vzorkováńı), je potřeba znovu určit vhodné prahové hodnoty. K tomuto účelu byly
použity základńı grafické př́ıstupy diskutované dř́ıve.

Nově źıskané odhady byly porovnány s odhady p̊uvodně źıskanými analýzou nezávislých
měřeńı, které byly obdrženy užit́ım vzorkovaćı techniky [35] a volbou prahové hodnoty
grafickými metodami. Z teorie vyplývá, že ξθ = ξ. Źıskané odhady parametr̊u ξ, ξθ se
však zásadně odlǐsuj́ı, a to zejména pro krátké doby trváńı deště. Toto plat́ı i pro nejdeľśı
dostupné řady, např. ze stanice Brno-Tuřany. Detailńım rozborem bylo zjǐstěno, že tyto
odchylky neńı možné přisoudit rozd́ılným prahovým hodnotám obou model̊u ani nevhod-
nost́ı odhad̊u θ. Nab́ıźı se tak diskuze, zda je technika vzorkováńı [35] opravdu vhodná
a zda jsou dešt’ové události separovány dostatečně dlouhými časovými intervaly.

Podobná situace je pozorovatelná pro źıskané odhady IDF křivek (viz obrázek 5). Zob-
razené 100leté návratové úrovně vykazuj́ı velké vzájemné vychýleńı pro krátké a středńı
doby trváńı (do 45 minut) bez ohledu na rozsah datového souboru. Odhady IDF křivek
určené na základě úplných časových řad dále vykazuj́ı významně menš́ı variabilitu, a to
opět i tam, kde byly k dispozici dostatečně dlouhé záznamy srážek. Běžně aplikované
metody separace dešt’ových událost́ı pro vzorkováńı nezávislých měřeńı se ukazuj́ı jako
zásadně nevhodné. Jedno z možných doporučeńı při použit́ı techniky vzorkováńı [35] by
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tak mohla být úprava separačńıho schématu, aby byly dešt’ové události odděleny deľśım
časovým obdob́ım.
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(a) Brno-Tuřany.
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(b) Brno-Jundrov.
Obrázek 5: MV odhady IDF křivek pro 100leté návratové úrovně źıskané analýzou

nezávislých pozorováńı (NP; plná čára) a závislých pozorováńı s odhadem θ̂G (ZP;
čerchovaná čára). IDF křivky byly proloženy regresńı křivkou, 95% intervaly spolehlivosti
byly proloženy jen pro př́ıpad NP. Osy jsou v logaritmickém měř́ıtku.

Validace �casov�ych �rad

V environmentálńıch vědách, ale také v jiných technických oblastech, se často vyskytuje
požadavek validace źıskaných měřeńı časových řad. Typicky se jedná o nutnost identifi-
kace odlehlých pozorováńı, jež nebyla zp̊usobena vlastńı sledovanou veličinou. Tato pozo-
rováńı mohou být zapř́ıčiněna např. chybami měř́ıćıch př́ıstroj̊u či jinými vněǰśımi vlivy.
Běžně sice bývaj́ı źıskaná pozorováńı doprovázena také metadaty, která popisuj́ı vybrané
podmı́nky měřeńı, přesto je ale v praktických situaćıch často nutné provést dodatečnou
validaci na základě empirických zkušenost́ı a konkrétńıch znalost́ı v daném oboru. V tomto
odstavci bude proto pozornost zaměřena na identifikaci odlehlých pozorováńı v časových
řadách, která chápeme jako ř́ıdce se vyskytuj́ıćı extrémńı jevy.

Konkrétně byly k analýze vybrány časové řady měřeńı polétavého prachu PM10, tedy
pevných částic menš́ıch než 10µm. Měřeńı PM10 byla automaticky prováděna na pěti lo-
kaćıch v městě Brně umı́stěných v oblastech se zvýšenou zátěž́ı na kvalitu ovzduš́ı, přičemž
časové rozlǐseńı měř́ıćıho př́ıstroje bylo nastaveno 1 hodinu. Konkrétně se jedná o stanice
Arboretum, Lány, Svatoplukova, Výstavǐstě a Zvonařka. Dostupné byly časové řady za
obdob́ı od 11/2007 až 11/2015 pro posledńı tři uvedené stanice, 11/2006 až 11/2015 pro
stanici Arboretum a 9/2002 až 11/2015 pro stanici Lány.

Validaci dat za použit́ı EV teorie neńı v literatuře dosud věnována velká pozornost.
Základńı shrnut́ı metod identifikace odlehlých hodnot publikovaných do roku 2004 lze
nalézt v práci [28], užit́ı EV teorie se pak věnuj́ı např́ıklad publikace [40, 42]. Téměř vždy
se však autoři omezuj́ı na př́ıpady Gaussovských proces̊u a předpokládaj́ı obor atrakti-
vity v rámci Gumbelovy tř́ıdy EV rozděleńı. Nı́že navržený postup je založen na odha-
dech parametr̊u GEV rozděleńı stacionárńı řady. Při rozsáhlých a dlouhotrvaj́ıćıch měřeńı
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sledované náhodné veličiny většinou neńı splněn předpoklad stacionarity př́ıslušné časové
řady. Zde se omeźıme na př́ıpady, kdy je stacionarita porušena jen z d̊uvodu nestacionárńı
středńı hodnoty řady, tj. pro X1, . . . , Xn máme m = mt, 1 ≤ t ≤ n, kde mt := EXt.

Pro odhad m̂t středńı hodnotymt byly použity techniky jádrového vyhlazeńı, konkrétně
Gasser̊uv-Müller̊uv odhad s Epanečnikovou jádrovou funkćı. Př́ıpadná diskuze o vhodnosti
tohoto postupu zde bude vynechána, detailńı popis modelu je uveden v [23]. Zásadńım
problémem jádrových vyhlazovaćıch metod je volba vhodné š́ı̌rky vyhlazovaćıho okna.
Některé pokročilé postupy spoč́ıvaj́ı v adaptivńı volbě lokálńı š́ı̌rky okna v závislosti na
pr̊uběhu konkrétńı řady (viz např. [22]). Tento postup byl použit také v publikaci [23].
Odečteńım odhadu m̂t byla z p̊uvodńıch měřeńı źıskána přibližně stacionárńı řada, pro
kterou je možné určit odhady návratových úrovńı ẑr. Kombinaćı hodnot m̂t+ ẑr pro dané
r a 1 ≤ t ≤ n se obdrž́ı v jistém smyslu intervalový odhad pro extrémńı hodnoty p̊uvodńı
časové řady.
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Obrázek 6: Odhady návratových úrovńı extrémńıch hodnot pro řadu PM10 při volbě
prahové hodnoty jako 90 % výběrového kvantilu rezidúı jádrového vyhlazeńı. Zobrazena je
stanice Brno-Arboretum v pr̊uběhu měśıce dubna 2015. Uvažovány byly periody návratu
př́ıslušné r = 24, 48, . . . , 240 pozorováńım.

Pro odhady extrémńıch hodnot byl zvolen prahový model v kombinaci s MV metodou
pro odhady parametr̊u GP rozděleńı. Pro snadnou možnost automatizace byla prahová
hodnota zvolena jako 90 % výběrový kvantil. Shoda rozděleńı nadprahových hodnot s GP
rozděleńım byla ověřena vizuálně i pomoćı test̊u dobré shody, přičemž žádný z použitých
test̊u nevedl k zamı́tnut́ı této shody na hladině významnosti 0,05. Pro odhad parametru
θ byl uvažován odhad podle Gomes.

Na obrázku 6 jsou zobrazeny výsledky pro stanici Brno-Arboretum v pr̊uběhu měśıce
dubna 2015. Źıskané návratové úrovně odpov́ıdaj́ı periodě návratu r = 24, 48, . . . , 240
hodin. Stanoveńı periody návratu r je nutné založit na expertńıch znalostech. Celkově
však byla pozorována velmi dobrá shoda mezi očekávanými a skutečnými počty překročeńı
všech návratových úrovńı, což svědč́ı o vhodnosti uvedeného postupu k označeńı extrém-
ńıch hodnot pozorovaných se stanovenou frekvenćı.
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Z�av�er

Představená práce shrnuje soudobé poznatky teorie extrémńıch hodnot a podtrhuje tak
jejich aktuálnost při řešeńı praktických inženýrských úloh. Převážně jsou diskutována
dvě témata spojená s odhady frekvence výskytu extrémńıch jev̊u. V prvńı řadě se jedná
o problematiku spojenou s volbou vhodné prahové hodnoty v prahovém POT modelu.
V současnosti roste zájem o adaptivńı metody výběru vhodného prahu a vzhledem k to-
muto tématu je práce zaměřena. Za účelem srovnáńı vybraných, v posledńı době roz-
vinutých, technik byla provedena simulačńı studie. Skrze odhady EV indexu se uka-
zuje, že obě metody vedou ke srovnatelným výsledk̊um v rámci Hallovy tř́ıdy rozděleńı.
Mimo Hallovu tř́ıdu se pak ukazuje, že dvojitě bootstrapová metoda přisṕıvá k menš́ımu
vychýleńı odhad̊u, ačkoliv zde nemá jasné teoretické opodstatněńı. Srovnáńı metod výběru
prahu a technik odhadu parametr̊u GP rozděleńı bylo také provedeno vzhledem ke kon-
krétńı reálné aplikaci odhadu extrémńıch dešt’ových srážek a odhadu IDF křivek. Ćılem
bylo navázat na předchoźı studie zhotovené za účelem aktualizace IDF křivek, d̊uležitého
hydrologického nástroje. V tomto ohledu se ukazuje, že použit́ı adaptivńıch technik určeńı
prahu může vést ke sńıžeńı variability odhad̊u tam, kde jsou k dispozici jen krátké časové
řady. Zejména lze tyto př́ıstupy doporučit pro odhady dlouhodobých extrémńıch událost́ı.

V druhé části se práce zabývá zobecněńı teorie extrémńıch hodnot pro stacionárńı
řady. Zde bylo autorem provedeno srovnáńı dvou nejvýznamněǰśıch odhad̊u rozvinutých
v posledńı době a následně byly těmito pokročilými technikami opětovně analyzována
předchoźı srážková data. Zásadńı zjǐstěńı bylo odhaleno v nedostatćıch vzorkovaćıch tech-
nik, které bývaj́ı běžně už́ıvány při vyhodnoceńı pozorováńı pomoćı představené teorie
nezávislých veličin. S ohledem k odhad̊um IDF křivek docháźı aplikaćı těchto technik ke
značnému vychýleńı odhad̊u. Nav́ıc použit́ım teorie pro stacionárńı řady lze významně
redukovat variabilitu odhad̊u. V tomto směru jsou v práci učiněna některá praktická
doporučeńı. V závěru práce je představena p̊uvodńı autorova aplikace teorie extrémńıch
hodnot stacionárńıch řad pro účely validace časových řad. Aplikace je ćılena na problema-
tiku identifikace odlehlých pozorováńı při rozsáhlých měřeńıch, která je v tomto kontextu
možno chápat jako extrémńı jevy. Kombinaćı s neparametrickými metodami vyhlazováńı
je možné určit odlehlá pozorováńı i pro některé nestacionárńı řady a představená metoda
tak nab́ıźı možnost automatizace a implementace do již zavedených postup̊u.
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aléatoire. Annals of Mathematics, 1943, vol. 44, pp. 423-453.

[18] GOMES, M.I. On the estimation of parameters of rare events in environmental time
series. In Statistics for the Environment 2: Water Related Issues. Chichester: Wiley,
1993. pp. 225-241.

[19] GOMES, M.I., DE HAAN, L., PENG, L. Semi-parametric estimation of the second
order parameter - asymptotic and finite sample behavior. Extremes, 2002, vol. 5, no.
4, pp. 387-414.

[20] GOMES, M.I., MARTINS, M.J., NEVES, M. Alternatives to a Semi-Parametric Es-
timator of Parameters of rare Events–The Jackknife Methodology. Extremes, 2000,
vol. 3, no. 3, pp. 207-229.

23

http://www.umat.feec.vutbr.cz/software/evdest.html


[21] GOMES, M.I., OLIVEIRA, O. The Bootstrap Methodology in Statistics of Extremes
- Choice of the Optimal Sample Fraction. Extremes, 2001, vol. 4, no. 4, pp. 331-358.

[22] HERRMANN, E. Local Bandwidth Choice in Kernel Regression Estimation. Journal
of Computational and Graphical Statistics, 1997, vol. 6, no. 1, pp. 35-54.
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2016.
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[5] HOLEŠOVSKÝ, J., FUSEK, M., MICHÁLEK, J. Extreme value estimation for corre-
lated observations. In Proceedings of 20th International Conference on Soft Compu-
ting MENDEL 2014. Brno, Czech Republic, 2014, pp. 359-364. ISBN 978-80-214-
4984-8.
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Bakalářské Vysoké učeńı technické v Brně,
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Asistent, Ústav matematiky a deskriptivńı geometrie.
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�U�cast na projektech
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Abstrakt

Předložená práce je zaměřena na teorii extrémńıch hodnot a jej́ı užit́ı v aplikačńıch
úlohách. V prvńı části je zavedeno rozděleńı extrémńıch hodnot a popsány jeho vlastnosti.
Na základě předložených tvrzeńı jsou diskutovány dva př́ıstupy k analýze extrémńıch
hodnot, a sice model blokových maxim a prahový model postavený na zobecněném Pare-
tově rozděleńı. Ačkoliv je prvńı jmenovaný v mnoha ohledech chápán jako robustněǰśı,
patř́ı prahový model ke stále častěji už́ıvaným př́ıstup̊um. Samotná volba prahu, která
má zásadńı vliv na kvalitu odhadu, však pořád patř́ı k nedořešeným problémům tohoto
př́ıstupu. Předevš́ım na techniky určeńı vhodné prahové hodnoty je tato práce zaměřena.
Z aplikačńıho hlediska jsou pak nejzaj́ımavěǰśı adaptivńı př́ıstupy určeńı prahu, které
danou volbu vhodně automatizuj́ı. Pro porovnáńı vybraných adaptivńıch technik byla
provedena simulačńı studie a tyto byly dále použity pro analýzu srážkových úhrn̊u v jiho-
moravském regionu. Dále se práce věnuje v posledńı době rozv́ıjeným metodám odhadu
extrémńıch hodnot stacionárńıch řad. V praxi je často nutné měřené časové řady vzor-
kovat na přibližně nezávislá pozorováńı. Použit́ı teorie pro stacionárńı řady přitom tento
problém redukce dat zcela eliminuje. Jak je ukázáno, běžně použ́ıvané metody vzorkováńı
se v tomto kontextu ukazuj́ı jako nevhodné a užit́ı pokročilých technik pro stacionárńı
řady vede k lepš́ım odhad̊um extrémńıch hodnot.

Abstract

The thesis is focused on extreme value theory and its applications. Initially, extreme va-
lue distribution is introduced and its properties are discussed. At this basis are described
two models mostly used for an extreme value analysis, i.e. the block maxima model and
the Pareto-distribution threshold model. The first one takes advantage in its robustness,
however recently the threshold model is mostly preferred. Although the threshold choice
strongly affects estimation quality of the model, an optimal threshold selection still be-
longs to unsolved issues of this approach. Therefore, the thesis is focused on techniques for
proper threshold identification, mainly on adaptive methods suitable for use in practice.
For this purpose a simulation study was performed and acquired knowledge was applied
for analysis of precipitation records from South-Moravian region. Further on, the thesis
also deals with extreme value estimation within a stationary series framework. Usually,
an observed time series needs to be separated to obtain approximately independent ob-
servations. The use of the advanced theory for stationary series allows to avoid the entire
separation procedure. In this context the commonly applied separation techniques turn
out to be quite inappropriate in most cases and the estimates based on theory of stationary
series are obtained with better precision.
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