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Abstrakt

Tato diplomovéa prace se zabyvad studiem dynamiky virového proudéni. Virové
proudéni se v hydraulickych strojich vyskytuje pomérné Casto (napt. virovy cop v saci troubé
vodni turbiny) a mnohdy negativné ovliviiuje jejich provoz. Dostatecnd znalost tohoto
charakteristického proudéni je proto nezbytnym piedpokladem pro zdokonaleni
hydraulickych strojt.

Teoreticka Cast prace je z velké Casti zaméfena na popis nestabilit proudéni a jejich
projevl s dirazem na Kdrméanovu virovou stezku a virovy cop. V dalsi ¢asti prace jsou na tato
dvé zminéna nestacionarni proudéni aplikovany dv€é metody, které umoziuji identifikovat
jejich urcité dynamické vlastnosti. Prvni metodou je Fourierova transformace, pomoci které je
mozné urcit vlastni frekvence nestaciondrniho proudéni. Druhou metodou je tzv. vlastni
ortogonalni dekompozice (POD), kterd umoziiuje identifikovat vlastni tvary dané¢ho proudéni
v roviné nebo prostoru. Metoda vlastni ortogonalni dekompozice je v této praci pouzita pro
nalezeni rovinnych vlastnich tvari Karmanovy virové stezky a prostorovych vlastnich tvar
virového copu.

Klicova slova

Vlastni tvary proudéni, Kdrmanova virova stezka, virovy cop, Fourierova transformace,
vlastni ortogonalni dekompozice, nestability proudéni

Abstract

This thesis deals with study of dynamics of the swirling flow. The swirling flow
occurs frequently in hydraulic machinery (e.g., vortex rope in draft tube of the hydraulic
turbine) and often influences operation of these machines. For this reason, sufficient
knowledge regarding this characteristic flow is necessary for subsequent improvement of
hydraulic machines.

The theoretical part of this thesis contains description of flow instabilities and their
manifestations, notably Karman vortex street and vortex rope. In the next part, two methods
are applied to these two transient flows in order to identify their specific dynamic properties.
The first method, Fourier transform, enables to find frequencies of transient flow. The second
method, proper orthogonal decomposition (POD), enables to identify planar or spatial
eigenmodes of a specific swirling flow. Proper orthogonal decomposition is used in this thesis
to identify planar eigenmodes of Karman vortex street and spatial eigenmodes of vortex rope.

Key words

Eigenmodes of the flow, Karman vortex street, vortex rope, Fourier transform, Proper
orthogonal decomposition, flow instabilities
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1 Uvod

Diplomova prace se zabyva dynamikou virového pohybu. Samotny virovy pohyb se
velmi Casto vyskytuje v ptfirod¢, ale zaroven 1 v technické praxi. V oboru hydraulickych stroji
se s virovym pohybem lze setkat pfevazné€ v negativnim vyznamu, nicméné je mozné nalézt i
ptiklady vyuziti pozitivniho (napft. vifivé ¢erpadlo apod.).

Nezadouci virové struktury u hydraulickych stroji asto snizuji uc¢innost a v nékterych
piipadech 1 zivotnost téchto zafizeni. Jednim z piikladi negativniho plisobeni virového
pohybu na ¢innost hydraulickych strojii je tzv. virovy cop. Tento jev vznikd v saci troubé
prevazné u Francisovych vodnich turbin pfi provozu mimo optimalni pracovni bod
(dokonalejsi popis tohoto jevu je uveden v teoretické Casti prace). Z pohledu dynamiky
tekutin vSak pfedstavuje virovy cop Casové nestabilni spirdlovou virovou strukturu, ktera
zpuisobuje nezadouci tlakové pulzace. Jednim z hlavnich cilti této diplomové prace je praveé
studium dynamiky virového copu a virového proudéni obecné, coz by mohlo piispét
k potladeni jejich nezadoucich projevl.. Hlavni diraz je v této praci kladen pfedev§im na
identifikaci vlastnich tvard', které jsou pro dané nestaciondrni virové proudéni
charakteristické a které vyznamné ovliviiuji jeho celkovou dynamiku. Pro nalezeni vlastnich
tvart virového proudéni je pouzito prostiedkli numerického modelovani proudéni (CFD) a
nasledné pfedev§sim metody vlastni ortogonalni dekompozice, pro jejiz vypocet je pouzit
program Matlab. Celd metodika vypocti vlastnich tvart (vCetné pouzivané Fourierovy
transformace) je nejdiive testovana na rovinné Uloze obtékani kvadru (Ctverce), za kterym
vznikd Karmanova virova stezka. Nasledné je tato ovéfena metodika pouZita pro identifikaci
prostorovych vlastnich tvari virového copu, ktery vznika v kuzelové savce pii danych
okrajovych podminkach CFD vypoctu.

V teoretické Casti prace jsou obecné popsany jednotlivé metody pouzivané pii
vypoctech vlastnich tvarl, tzn. Fourierova transformace a metoda vlastni ortogonalni
dekompozice. Dale jsou v této €asti prace uvedeny zakladni poznatky o virovém proudéni a
pomérné velkd pozornost je vénovana i nestabilitdim proudéni, se kterymi souvisi vznik
Kéarmanovy virové stezky a virového copu.

' Vlastni tvary proudéni maji podobny fyzikalni vyznam jako napf. vlastni tvary kmitajiciho nosniku v
oboru mechaniky téles.
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2 Virové proudéni

S virovym proudénim se ¢lovék v kazdodennim Zivoté setkava az piekvapivé Casto.
Kazdy pohyb zivého tvora na Zemi je doprovazen vznikem malych vzduSnych vird, které
vSak nejsou viditelné a nemivaji obvykle vétsi vliv na okolni prostfedi. Pohyby velkych vird
v atmosféfe a ocednech na nasi planeté vSak uz vyznamné jsou a ¢asto maji 1 pfimy dopad na
zivoty lidi. Mezi takovéto vyznamné v pfirod¢ se vyskytujici viry patii napiiklad hurikany,
tornada, fronty nizkého a vysokého tlaku, viry odtrhavajici se od motskych prouda, vodni viry
vzniklé pisobenim slapovych jevii a mnoh¢ dalsi. Virové proudéni, resp. interakce mezi viry,
je jednim ze zakladnich mechanismt pfedavani a disipace energie v atmosféie a oceanech.

Virové proudéni ovliviiuje i mnoho technickych obort. V nékterych technickych
aplikacich se vlastnosti tohoto pohybu vyuzivaji cilené, u jinych zafizeni tyto vlastnosti
zpusobuji nemalé problémy s jejich provozem a spravnou funkci. S pozitivnim vyuZzitim
virového pohybu (virového proudéni) dané tekutiny se 1ze setkat naptiklad u téchto zatfizeni:
vifivé (kalové) cerpadlo, odlucovac necistot, virové pritokoméry, odstiedivky a mnohé dalsi.
Naopak negativni G¢inky virového pohybu se nejCastéji objevuji u hydraulickych stroji. U
Cerpadel se lze setkat napiiklad s tzv. vtokovymi viry, které snizuji Gc€innost Cerpadla
(Cerpadlo caste¢né nasava misto vody vzduch). U radialnich Cerpadel je casto mozné uvnitf
lopatkového prostoru pozorovat vir, ktery ¢astecné brani tekutin€ v pohybu (ucpava pritocny
kanal) a tim dochazi ke sniZeni u¢innosti ¢erpadla. U vodnich turbin se Ize setkat s negativnim
projevem virového pohybu napftiklad v podobé tzv. virového copu, ktery bude v jedné
z nasledujicich kapitol popsan podrobnéji.

S virovym proudénim se tedy lze setkat v mnoha oblastech lidské Cinnosti. Ziskané
poznatky o tomto jevu slouzi k hlub§imu porozuméni mechanismtiim, kterymi se fidi proudéni
v atmosféfe a ocednech nebo 1ze tyto poznatky vyuzit ke zdokonaleni rGznych technickych
zafizeni.

2.1 Zakladni pojmy a modely vira

Jednou ze zakladnich fyzikdlnich veli¢in, kterou je mozné popsat virové proudéni, je
tzv. vifivost ®'. Tato vektorova veli¢ina je definovana pomoci diferencialniho operatoru V
(nabla) a vektoru rychlosti v nasledovné (Kundu, Cohen, 2008) [6]:

w=VXV (2.1)

nebo také pii pouziti Einsteinovy sumacéni symboliky lze definiéni vztah (2.1) napsat takto
(Kundu, Cohen, 2008) [6]:

ka
w; = (rotv); = gjjx = 2.2)
i i ij axj

Velikost vifivosti je tedy pfimo iimérna velikosti gradientu rychlosti, tzn., Ze vifivost
je nejvétsi v mistech, kde dochazi k nejvétSim zmeénam rychlosti proudéni (napf. mezni
vrstva, odtrzeni proudu, zpétné proudéni apod.). Podle toho, zda je vifivost nulovd nebo

1 ~r N . ’ ’ .
Dalsi nazev pro vifivost ® je také vektor viru rychlosti.
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nenulova, délime pohyb tekutiny na dvé dilezité oblasti. Proudéni, které ma nulovou vifivost
(o = 0), se nazyva potencialni (nevifivé). Jednotlivé Castice tekutiny v tomto piipad¢ nerotuji
kolem vlastni osy. Naopak proudéni, kde je vifivost riizna od nuly (® # 0), se nazyva vifivé a
¢astice rotuji kolem vlastni osy.

Vitivost zaujima dulezitou roli v teoretické a vypocetni oblasti dynamiky proudéni.
Problém ovSem nastava pii experimentalnim méfeni, protoze tuto veli¢inu je téméet nemozné
dostate¢né spolehlivé pfimo méfit. Nejcastéji se proto jeji hodnoty odvozuji z naméfenych
rychlosti dle rovnice (2.2), ptipadné pomoci CFD vypocta (Wilcox, 2000) [22].

Druhou dilezitou veli¢inou, ktera popisuje virové proudéni, je tzv. cirkulace rychlosti.
Cirkulace rychlosti I' kolem uzaviené kiivky C je definovdna jako kiivkovy integral tecné
slozky rychlosti ke kfivce C (Kundu, Cohen, 2008) [6]:

_ : 2.3
Fjgcvdk (2.3)

kde dk je elementarni vektor te¢ny ke kiivce C (Obr. 2.1). Vyuzitim Stokesovy véty lze ziskat
propojeni mezi cirkulaci I" a vifivosti @. Tento vztah je definovan nésledovné (Wilcox, 2000)

[22]:
szgc v -dk = -ffs rotv-ndS (2.4)

Fzﬂ; w-ndS (2.5)

kde n je normalovy vektor k plose S, kterd je ohranicena kiivkou C (Obr. 2.1). Z rovnice (2.5)
vyplyva, ze cirkulace I' je déna ploSnym integralem normélové slozky vektoru vifivosti
vzhledem k ploSe S. Pro potenciélni (nevifivé) proudéni je vektor vifivosti roven nule, a tedy
musi platit, ze 1 cirkulace je nulova. Hodnota cirkulace tedy urCuje intenzitu vifivosti
obsazené uvnitt oblasti ohrani¢ené kiivkou C (Wilcox, 2000) [22]. Velikost cirkulace
rychlosti I' neni mozné zméfit, a z tohoto diivodu se opét stanovuje nejcastéji z namefenych
rychlosti, ptipadné z vektoru vifivosti podle rovnice (2.5).

Rovnice (2.5) je zaroven definicnim vztahem pro veli¢inu, ktera se nazyva intenzita
viru . Tato veli¢ina (stejné jako cirkulace rychlosti I') vyjadiuje tok vektoru vifivosti danou
plochou § (Brdicka et al., 2005) [2].

tedy

dk

Obr. 2.1 Cirkulace rychlosti — zobrazeni uzaviené kiivky C, ktera ohranicuje plochu S [6]

13
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2.1.1 Modely virta

Zakladni modely virti popisuji rychlostni pole, resp. pribéh tangencialni rychlosti’.
Kombinaci zékladnich modeld vird lze dosahnout slozitéjSich rychlostnich profili
popisujicich naptiklad proudéni za obéznym kolem Francisovy turbiny (Susan-Resiga ef al.,
2006) [18]. Priklad jednoduchého redlného pribéhu tangencidlni rychlosti vy v zdvislosti na

radidlni vzdalenosti » je zobrazen na Obr. 2.2.

"

Obr. 2.2 Zobrazeni jednoduchého realného profilu tangencialni rychlosti v zavislosti na
radialnim smeéru r [6]

Zakladni modely virti, které popisuji priib&éhy tangencialnich rychlosti, jsou nasledujici:

Potencialni vir

Potencialni vir je definovan pro nevifivé proudéni (@ = 0) a ma tu vlastnost, Ze jeho
hodnota vifivosti ® je uzaviena do singuldrniho (elementarniho) bodu, kolem kterého tekutina
potencialné proudi. Singularni bod, ktery ma ur¢itou hodnotu vifivosti, je vyloucen z tohoto
proudéni, a proto Ize toto proudéni povazovat za nevitivé (o = 0). Z téchto vlastnosti vyplyva
prib&h obvodové (tangencidlni) rychlosti vy potencidlniho viru plati nésledujici vztah
(Kundu, Cohen, 2008) [6]:

ve(r) = g (2.6)

kde K je konstanta’ a r je vzdalenost od stfedu rotace. Velikost tangencialni rychlosti je
nepiimo Umérna vzdalenosti od stfedu rotace. To tedy znamend, Ze funkcni zavislost
tangencialni slozky rychlosti vg a vzdalenosti od stfedu rotace » je hyperbolicka. Potencialni
vir neboli potencidlni proudéni kolem viru je proudéni, které se v piirodé ve skutecnosti
nemilze vyskytnout. Vifivost neni nikdy v redlném svété uzaviena do singuldrniho bodu, ale
vzdycky se vyskytuje na néjaké oblasti s konecnymi rozméry. Nicméné pfi splnéni urcitych
predpokladii* 1ze realné virové proudéni nahradit modelem potencialniho viru a tim fe$enou
ulohu vyrazné zjednodusit (Wilcox, 2000) [22].

* Axialni rychlost je u zakladnich modeld uvazovana jako konstantni. Radialni rychlost je obvykle nulova.

? Konstanta K ma rozmér m’s™.

* Hlavnim predpokladem je vysoka hodnota Reynoldsova &isla. (Toto podobnostni &islo bude definovano v jedné
z nasledujicich kapitol.)
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Rankiniv model viru

Tento model viru je sloZzen ze dvou pribéht tangencidlni sloZky rychlosti. Dllezitym
predpokladem pro tento model je existence hrani¢niho poloméru R (Obr. 2.3). Tento hrani¢ni
polomér odd€luje jadro viru, které je v blizkosti osy rotace, od vnéjsSiho proudéni. Jadro viru
rotuje podobné jako pevné téleso, tzn., ze tangencidlni rychlost narasta linedrné se vzdalenosti
od stiedu rotace r. Je zde také nenulovy vektor vifivosti, tedy vifivé proudéni. Ve vzdalenosti
vétsi neZ R se nachdzi proudéni potencialni (@ = 0). Pribéh tangencialni rychlosti v této
oblasti je hyperbolicky, podobné jako tomu bylo u pfedchoziho modelu potencidlniho viru.
K velkému zjednoduSeni u tohoto modelu dochazi ptedevs§im v okoli poloméru R, kde je ostré
maximum (Obr. 2.3), coz neodpovida redlnému pribchu tangencidlni rychlosti (Obr. 2.2).
Tangencialni rychlost je u Rankinova modelu viru definovana néasledovné (Susan-Resiga et
al.,2006) [18]:

Q-r, r<R

Ve(r) = Q- R2 (2.7)
) r=>R

r

kde Q je tthlova rychlost vzhledem ke stfedu viru, R je hrani¢ni polomér oddé€lujici jadro viru
od okolniho proudéni a 7 je proménna vzdalenost od stfedu viru.
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Burgersiv model viru
=== Rankintv model viru
0 R r

Obr. 2.3 Zobrazeni priitbéhu tangencialni slozky rychlosti v zavislosti na vzdalenosti od osy
rotace pro Burgersiiv a Rankinitv model viru [18]

Burgersuv (Lambuv) model viru

Burgerstiv model viru 1épe popisuje pribéh tangencialni rychlosti v okoli poloméru R
(Obr. 2.3). V okoli tohoto poloméru je prabéh tangencialni rychlosti zaoblen a Burgerstv
model viru se timto velice pfiblizuje k redlnému priibéhu tangencialni rychlosti (viz Obr. 2.2)
(zaobleni u realného pribéhu tangenciadlni rychlosti je zplisobeno viskozitou). Tangencialni

rychlost Burgersova modelu viru je definovéna nasledujicim zptisobem (Susan-Resiga et al.,
2006) [18]:
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Q- R? r?
vg(r) = ma [1 — exp <—ﬁ>l 2.8)

kde Q je uhlovéa rychlost vzhledem ke stfedu viru, R je hrani¢ni polomér odd€lujici jadro viru
od okolniho proudéni a r je proménnd vzdalenost od stfedu viru.

2.2 Nestability proudéni

Jen maélo jevl v oblasti dynamiky proudéni tekutin ma takovy vyznam jako vznik a
vyvoj nestabilit proudéni. Tento jev byl poprvé védecky zkoumdn na konci 19. stoleti
soucasn¢ autory Helmholtzem, Rayleighem, Kelvinem a Reynoldsem a doposud neni
dokonale prozkoumén (Lugt, 1983) [8].

Nestabilita proudéni je mechanismus, pomoci kterého se tekutina vyrovnava s velkymi
silami’, které na ni ptisobi (Lugt, 1983) [8]. Doposud stabilni proudéni se vlivem pisobeni
nekteré sily (viz. pozn. 5) stane nestabilnim a po n¢jaké dobé miize (ale nemusi) dojit k
ustaleni nového stabilniho proudéni. Toto nové stabilni proudéni vSak miize byt citlivé na
pusobeni nékteré dalsi sily a mlze se stat opét nestabilnim. Béhem tohoto procesu dochazi
Casto ke vzniku zajimavych virovych struktur (Lugt, 1983) [8].

Princip stabilniho a nestabilniho proudéni lze do jisté miry pfirovnat ke znamému
ptfikladu z obecné mechaniky. Na Obr. 2.4 je zobrazena kulicka ve stabilni a nestabilni
poloze. Mala vychylka kulicky, kterd je v nestabilni poloze, zplsobi velkou zménu, tzn. pad
kulicky. Naopak kulicka ve stabilni poloze se vzdy vrati po néjaké dobé do piivodni polohy
(za predpokladu malych vychylek). Podobné je to u stabilniho a nestabilniho proudéni tekutin,
ackoliv situace je v tomto piipadé mnohem komplikovanéjsi (Lugt, 1983) [8].

Obr. 2.4 Princip stability v obecné mechanice, vlevo: stabilni konfigurace, vpravo: nestabilni
konfigurace [6]

Jednim z hlavnich cili pfi vyzkumu nestabilit proudéni je ureni kdy a jakym
zpusobem k rozpadu proudéni dojde, jaky bude nasledny vyvoj a ptipadny vznik turbulenci
(Drazin, Reid, 2004) [3]. Typickym a zaroven velmi vyznamnym piikladem je stabilita
laminarniho proudéni. Pfi urCitych podminkach se mtze laminarni proudéni stat nestabilnim,
coz ma za nasledek prechod k novému rezimu proudéni, tzn. k proudéni turbulentnimu (Obr.
2.5). Podminky, pfi kterych dochazi k nestabilit¢ laminarniho proudéni, mohou byt
kvantitativné vyjadieny pomoci né&kterého podobnostniho ¢isla, napiiklad pomoci ¢isla

5 Mezi sily, které mohou zpusobovat nestabilitu proudéni tekutin, lze fadit hlavné silu setrva¢nou, odstfedivou,
gravitaéni, vztlakovou, elektromagnetickou, silu od Coriolisova zrychleni a dalsi [8].
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Reynoldsova. Pomoci tohoto podobnostniho Cisla je ur€ovan pocatek nestability, ktera vznika
pusobenim setrvacnych sil za soucasné pfitomnosti sil viskdéznich (Lugt, 1983) [8]. Zndmy
vztah pro Reynoldsovo ¢islo Re je definovan nasledovné:

setrvacnésily v-L

Re = (2.9

viskozni sily v

kde v je rychlost, L je charakteristicky rozmér a v je kinematicka viskozita.

Obr. 2.5 Priklad prechodu lamindrniho (viFivého) proudeéni na turbulentni (virivé) proudeni,
smysl proudeni je zleva doprava [30]

Pfechod z laminarniho do turbulentniho proudéni je tedy dusledek nestability.
Nestabilita proudéni je v tomto pfipadé vyvolana predevS§im plsobenim setrvacné sily. Pii
urCité velikosti této sily, resp. urcité¢ velikosti Reynoldsova cisla, dojde k nelinedrnimu
(nestabilnimu) chovani laminarniho proudéni6 a tedy k pfechodu na proudéni turbulentni.
Samotny ptechod je Casto v literatuie oznaovan jako intermitentni proudéni nebo jednoduse;ji
jako pfechodovy rezim proudéni. Béhem tohoto pfechodového rezimu dochazi ke vzniku
zajimavych virovych struktur a jeva. Jako ptiklad 1ze uvést tzv. turbulentni skvrnu (Obr. 2.6)
a vlasecnicové viry (Obr. 2.7), které mohou byt povazovany za pocatecni fazi turbulentniho
proudéni.

Obr. 2.6 Turbulentni skvrna (vznika pri nestabilité laminarniho proudeni, tzn. behem
prechodového rezimu proudeni) [30]

% Tato nelinearita, resp. nestabilita laminarniho proudéni, souvisi s konvektivnim &lenem v Navier-Stokesové
rovnici.
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Obr. 2.7 Viasecnicové viry (vznikaji pri nestabilité laminarniho proudeni, tzn. béhem
prechodového rezimu proudeni), vlevo: vizualizace pomoci CFD vypoctu [31], vpravo: realny
experiment [29]

Ptechod z laminarniho na turbulentni rezim proudéni je z hydraulického pohledu
velmi vyznamny projev nestability proudéni, nicméné neni to pfipad jediny. V nasledujici
kapitole jsou uvedeny nékteré dalsi ptipady nestabilit proudéni, s jejichZ projevy se lze setkat
v mnoha rozmanitych oborech lidské Cinnosti.

2.2.1 Nékteré dalsi nestability proudéni

Projevy nestability proudéni mohou byt velmi riznorodé. Tato riznorodost nestabilit
je zpusobena predevSim typem sily, ktera nestabilitu zplisobuje, a velmi také zalezi na
specifickych podminkach, pii kterych nestability vznikaji (napf. prostorové uspofadani,
rychlostni pole, teplotni pole, typ tekutiny apod.). Mezi pomérné znamé nestability I1ze fadit
napftiklad tyto:

a) nestabilita Kelvin-Helmholtzova - (Obr. 2.8)

b) nestabilita Bénardova (Bénardovy buiiky) - (Obr. 2.9)

c) nestabilita Rayleigh-Taylorova - (Obr. 2.9)

d) Taylorovy viry (nestabilita Couettova proudéni) — (Obr. 2.10)
e) nestabilita Plateau-Rayleighova — (Obr. 2.10)

Mezi jevy, které s nestabilitou proudéni tizce souvisi, patii dale naptiklad tyto:
e rozpad viru - (kapitola 2.3.1)
e Karménova virova stezka - (kapitola 2.3.2)
e virovy cop - (kapitola 2.3.3)
V néasledujicich odstavcich budou zminéné typy nestabilit a) az e) struéné popsany a

vysvétleny.
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a) Kelvin—Helmholtzova nestabilita

Kelvin-Helmholtzova nestabilita (Obr. 2.8) vznikd mezi dvéma proudy (vrstvami)
tekutiny, které maji rGznou rychlost a hustotu, pficemZ spodni vrstva tekutiny ma vétsi
hustotu a vrchni vrstva tekutiny ma hustotu nizsi (Kundu, Cohen, 2008) [6]. Dulezitou ulohu
pfi vzniku této nestability zaujimaji tfeci sily, resp. smykové napéti na rozhrani mezi
vrstvami.

Obr. 2.8 Priklady nestabilit proudeéni - Kelvin-Helmholtzova nestabilita, vlevo:
experimetndlni vizualizace [6], vpravo: vizualizace pomoci oblacnosti v prirode [26]

b) Bénardova nestabilita

Bénardova nestabilita (Obr. 2.9, vlevo) patii mezi termalni nestability. Nejcasteji
vznika pfi ohfevu tekutiny ze spodu. Spodni vrstva tekutiny je tedy teplej$i nez horni vrstva.
Pti dostatecném rozdilu teplot jsou stabilizujici vlivy viskozity a tepelné vodivosti pfekonany
a vznika tepelné¢ proudéni (konvekce) pouze v ramci jednotlivych Bénardovych bunék
(Drazin, Reid, 2004) [3].

Obr. 2.9 Priklady nestabilit proudéni, vlevo: Bénardova nestabilita (pohled shora na
Bénardovy buniky) [3], vpravo: Rayleigh-Taylorova nestabilita [6]
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¢) Rayleigh-Taylorova nestabilita

Rayleigh-Taylorova nestabilita (Obr. 2.9, vpravo), znama také pod anglickym nazvem
,Finger instability”, vznikd mezi dvéma horizontdlnimi vrstvami tekutin s rozdilnymi
hustotami, kdy tekutina s vétSi hustotou je umisténa nad tekutinou s mensi hustotou (napf.
slana voda a sladkd voda, inverzni oblac¢nost apod.) [13]. Tato konfigurace vrstev tekutin je
nestabilni, a tedy velmi citlivd na malé vnéj$i podnéty, které vedou v tomto ptipad¢ ke vzniku
Rayleigh-Taylorovy nestability.

d) Taylorovy viry (nestabilita Couettova proudéni)

Taylorovy viry, které jsou projevem nestability Couettova proudéni’, vznikaji
v mezefe mezi dvéma soustiednymi valci, které se otaceji protibézné (ptipadné rozdilnymi
rychlostmi). Tato nestabilita je velmi podobnd Bénardové nestabilité teplotniho pole, kdy
hnaci silou byl rozdil (gradient) teplot. V piipad¢ Taylorovych vira je hnaci silou rozdil
(gradient) velikosti tthlové rychlosti valcu a tedy 1 rozdilné odstiedivé sily (Kundu, Cohen,
2008) [6]. Pti urcité kritické rychlosti ota€eni valcii se plivodné stabilni Couettovo proudéni
stane nestabilnim a vznikne sekundérni stabilni stav v podobé osové symetrickych toroidnich
virovych struktur, tzn. Taylorovych virt [20]. Tyto toroidni virové struktury (véetné jejich
pticného fezu) jsou zobrazeny na Obr. 2.10 vlevo.

Obr. 2.10 Priklady nestabilit proudeéni, vlevo: Taylorovy viry (2 rezimy proudeéni Taylorovych
viru a rez mezerou mezi valci s naznacenim proudnic)[6] [20], vpravo: Plateau-Rayleighova
nestabilita (zobrazeni tvorby kapicek na trech prikladech), [3], [24]

e) Plateau-Rayleighova nestabilita

Plateau-Rayleighova nestabilita se casto vyskytuje u proudu vody tekouct
z vodovodniho kohoutku (Obr. 2.10, vpravo). Vyznamny ucinek na tuto nestabilitu ma znamy
fakt, Ze se tekutina vzdy snazi vlivem povrchového napéti zaujmout tvar s nejmensim
moznym povrchem. VIlivem nerovnosti v pifivodnim v potrubi (kapilafe) a plsobenim

7 Couettovo proudéni je obecné viskézni proudéni mezi dvéma rovnobéznymi sténami, pfi¢emz jedna ze stén je
v rovnomérném pohybu (Kundu, Cohen, 2008) [6]. V piipadé Taylorovych virt se tedy analogicky jedna o
proudéni v mezefe mezi dvéma valci.

20



EU, FSL, VUT Brno . VLA§TNi TVARY VUT-EU-ODDI-13303-08-11
Jizdny Martin VIROVEHO PROUDENI Diplomova prace, 2011

smykového napéti mezi tekutinou a vzduchem se volné padajici proud vody mize rozkmitat.
Takovy proud se stava nestabilnim a diky této nestabilité (a plisobenim povrchového napéti)
dochazi k tvorbé nového stabilniho tvaru v podobé& jednotlivych kapicek (Obr. 2.10, vpravo).
Tato nestabilita ma souvislost s jiz zminénou Rayleigh-Taylorovou nestabilitou a jeji
vlastnosti jsou vyuzivany naptiklad u inkoustovych tiskéaren [12].

2.3 Jevy souvisejici s nestabilitou virového proudéni

2.3.1 Rozpad viru

Tento jev je pozorovatelny v mnoha typech vitfivého proudéni v ptirod€ 1 v primyslu
(Rudolf, 2010) [15]. Autor Sarpkaya (citovan v [15]) definuje tento jev jako ndhlou zménu ve
struktufe jadra virového proudéni. Existuji dva zékladni typy rozpadu viru. Prvnim z nich je
tzv. bublinovy typ (Obr. 2.11, vlevo) a druhy typ je oznaCovan jako spirdlovy (Obr. 2.11,
vpravo) (Rudolf, 2010) [15]. Zakladni princip rozpadu viru neni jest¢ dokonale objasnén, a
z tohoto diivodu existuje hned nékolik teorii, které vznik tohoto jevu popisuji. Jednim
z moznych vysvétleni vzniku tohoto jevu je, Ze rozpad viru je disledek nestability proudéni
(Lugt, 1983) [8].

Rozpad viru mize mit vyznamné dopady na provoz a spravnou funkci nékterych
strojii. V pfipad¢ letadel mlzZe tento jev zpisobit nechténou ztratu vztlakové sily kiidel pfi
velkych thlech nabéhu, nebo muize byt uziteCny a urychlovat zanik turbulenci za kiidly
letadel (tzv. tip vorticies), které vyrazné zpomaluji provoz na letiStich (Rudolf, 2010) [15].
Rozpad viru také souvisi s vyskytem nestabilit vifivého proudéni v difuzorech hydraulickych
strojii (Rudolf, 2010) [15].

Obr. 2.11 Priklady nestabilit proudéni - rozpad viru, vlevo: bublinovy typ rozpadu viru [28],
vpravo: spiralovy typ rozpadu viru [28]

2.3.2 Karmanova virova stezka

Nové proudéni, které vznikne vlivem vyskytu nestability, se miZe po uplynuti
dostate¢né dlouhé doby stat stabilnim, tzn. staciondrnim (napt. Bénardovy buiky - Obr. 2.9,
vlevo) nebo muize zlstat nestabilnim, tzn. nestaciondrnim, periodickym (Lugt, 1983) [8].
Jednim z ptikladd proudéni, které vznikne vlivem nestability proudéni a zlistane periodickym
je pravé Karmanova virova stezka. Tento pomé&rné Casto se vyskytujici jev je charakteristicky
sttidavym vznikem virti za danou obtékanou piekazkou (Obr. 2.12).
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Obr. 2.12 Karmdnova virova stezka, vlevo: vznikla v atmosfére pri obtékani osamoceného
ostrova (zachyceno druzici) [32], vpravo: redlny experiment [27]

Vznik a vyvoj Karmanovy virové stezky zavisi na velikosti Reynoldsova ¢isla. Tuto
zéavislost Ize dobie popsat naptiklad na ptipadu obtékani valce (Obr. 2.13). Pii velmi malych
hodnotéach (Re < 4) je valec obtékan bez vzniku vird, tedy potencialn€. V rozmezi hodnot 4 <
Re < 40 se viry vytvori, ale zastavaji pfipojeny k valci. K stiidavému odtrhavani vird dochazi
az pti vysSich hodnotach Reynoldsova ¢isla (80 < Re < 200). Odtrhavané viry maji pfi téchto
hodnotach Re laminarni charakter proudéni (Kundu, Cohen, 2008) [6]. Karmanova virova
stezka vSak vznika i pfi turbulentnim reZimu proudéni, tedy pfi mnohem vysSich hodnotach
Reynoldsovych cisel.

Odtrhavéani vird mé periodicky charakter a tedy rozestupy mezi viry jsou stejné. Je
tedy mozné urcit frekvenci, s jakou se viry od dané¢ho obtékaného télesa odtrhavaji. Pokud je
tato frekvence shodna s nékterou vlastni frekvenci obtékaného télesa, mize dojit k jeho
rozkmitani, tzn. ke vznikurezonance. Tento jev se pomérné Casto vyskytuje u rtiznych
valcovych 1 nevalcovych casti osamocenych staveb jako jsou napiiklad visuté mosty, ropné
ploSiny, tovarni kominy apod. (Kundu, Cohen, 2008) [6]. DalSim ptikladem vyskytu
Karmanovy virové stezky jsou rozvadéci lopatky vodnich turbin.

7N\
N\

Re <4 4 <Re <40

80 < Re <200

Obr. 2.13 Vliv Reynoldsova cisla na vznik Karmanovy virové stezky [6]
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2.3.3 Virovy cop

Rychlostni pole s tangencidlni slozkou rychlosti je velmi nachylné ke vzniku
nestabilit. Takovéto rychlostni pole se vyskytuje pii ur¢itych podminkach v savce® vodni
turbiny. Pfi provozu turbiny v blizkosti optima ma proudéni v savce pievazné axidlni
charakter a nedochazi ke vzniku nestabilit proudéni. Problém ovSem nastavad pii regulaci
turbiny. Pfi neoptimalnich provoznich reZimech turbiny dochazi k nedokonalému zpracovani
tangencialni slozky rychlosti obéznym kolem. Proudéni v savce mé tedy rychlostni profil s
vyraznou tangencidlni slozkou rychlosti a je nachylné ke vzniku nestabilit. Jednim z Castych
projevil nestability proudéni v savce je pravé vznik virového copu (Obr. 2.14) (Skotak, 2004)
[17].

Obr. 2.14 Priklady virového copu [25], [17]

Virovy cop je nesymetricky vir spiralovitého tvaru’, ktery lze zfetelné pozorovat pfi
dostate¢ném poklesu tlaku v jadru tohoto viru. V ptipad¢, Ze tlak v jadru viru poklesne pod
hodnotu tlaku nasycenych par, vznika jev, ktery se nazyva kavitace. Pfi tomto jevu dochézi
k nahlé preméné vody na vodni paru, a proto Ize virovy cop ztetelné zachytit (Obr. 2.14). Pii
opctovném zvySeni mistniho tlaku dochazi k zpétné pfeméné pary na kapalinu.

Virovy cop rotuje kolem osy, ktera v pribéhu ¢asu miize ¢astecné¢ meénit svoji polohu,
tedy kona tzv. precesni pohyb. Podle autora Skotdk (2004) [17] je smysl precese (rotace)
virového copu u Francisovy turbiny zavisly na poloze provoznich jednotkovych otacek'
vzhledem k optimdlnim jednotkovym otd¢kdm turbiny (pii uvazovani konstantniho
jednotkového prutoku). Pfi jednotkovych otackach nizSich, nez jsou optimalni, je smysl
precese virového copu opacny nez smysl rotace obézného kola. Rotace virového copu je pii
téchto podminkach pfiblizn€ tiikrdt pomalejs$i nez rotace obé&zného kola. Naopak pii

¥ Savka je nedilnou sougasti pretlakovych vodnich turbin. Jedna se o difuzor, ktery je umistén za ob&znym kolem
a ktery slouzi k pfeméné nevyuzité kinetické energie na energii tlakovou, ¢imz dochazi ke zvyseni uc¢innosti celé
turbiny.

? Tento tvar souvisi se spiralovitym typem rozpadu viru, viz. kapitola 2.3.1 (Rudolf, 2010) [15].

' Jednotkové otacky jsou piimo imérné otackam ob&zného kola. Podobné jednotkovy priitok je piimo umérny
pritoku turbinou. Defini¢ni vztahy téchto jednotkovych veli¢in je mozné dohledat v odborné literatute.
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piekroceni optimalnich jednotkovych otacek je smysl rotace obézného kola a virového copu
stejny (Skotdk, 2004) [17].

Rotace virového copu je doprovdzena vznikem tlakovych pulzaci, které se §ifi do
celého hydraulického systému a které Casto byvaji pfi¢inou provoznich problémi vodnich
elektraren. Praktickym ptikladem miize byt méfitelné zvySeni vibraci vodiciho loziska
turbiny, coz zplsobuje jeho nadmémé opotiebeni, a tim i sniZeni doby zivotnosti. Provoz
turbiny pfi ¢astecném vykonu je doprovéazen nepiijemnym praskdnim a bouchanim v oblasti
savky, které se §ifi po celé budové elektrarny. K nejvaznéj$im problémiim ovSem dochdzi pfi
rezonanci frekvence tlakovych pulsaci s vlastni frekvenci celého hydraulického systému. Tato
situace by si nasledné vynutila omezeni provozniho rozsahu turbiny, jelikoz hrozi poSkozeni
technologického zatizeni vodni elektrarny (Skotak, 2004) [17].

Virovy cop se vyskytuje hlavné u turbin, které nemaji moZnost nataceni lopatek. Jedna
se tedy predevSim o turbiny klasické a reverzni typu Francis, pfipadné o axidlni turbiny
propelerové. U Kaplanovych turbin vybavenych nataCivymi obéZnymi lopatkami, byly
pozorovany nestability v oblasti savky pouze pii nestandardnich rezimech provozu (Skotak,
2004) [17].

Z divodu nutnosti provozovat Francisovy turbiny i pfi mensich vykonech (az do 30 %
P,.) bylo tfeba vyvinout a vyzkouSet metody umoznujici potlacit tlakové pulsace v
hydraulickém systému redlné vodni turbiny. K nejuc¢innéj$im a prakticky ovétenym metodam
patii zavedeni vzduchu do oblasti savky nebo instalace stabilizujicich zeber. Vyjimkou ovSem
nejsou elektrarny, kde bylo tfeba provozni rozsah turbiny omezit (Skotak, 2004) [17].

V nasledujicich kapitolach jsou popsany metody, které umoziuji nalezeni vlastnich
frekvenci a vlastnich tvart daného virového proudéni. Tyto metody jsou nasledné aplikovany
na ptipad Karméanovy virové stezky a virového copu.
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3 Fourierova transformace

Fourierova transformace je v technickych oborech dobfe zndmou a ¢asto pouzivanou
metodou, ktera je vyuzivana pfedevSim pii analyze rozmanitych druhl signalii, zpracovani
obrazli apod. Tato linedrni transformace umoznuje prevod dané¢ho signalu z Casové oblasti do
oblasti frekvenéni (Obr. 3.1), pti¢emz Casova oblast je charakterizovana zavislosti sledované
veli¢iny na case, zatimco frekvencéni oblast je typickd zobrazenim stejného signalu
v soutfadnicich amplituda - frekvence. Hlavnim cilem Fourierovy transformace je identifikace
vyznamnych frekvenci signalu, které Casto maji souvislost s konkrétnimi fyzikalnimi jevy
odehréavajicimi se v ramci sledovaného déje. Zobrazeni a vyhodnoceni signélu ve frekvenéni
oblasti je také Gasto oznaGovano jako spektralni analyza daného signalu'.

f [kHz]

Zobrazeni ve 3D grafu ) Frekvencni oblast

u= ur(t, f) W‘] (primét do roviny t = 0)

“a

¢
P

0 0.5 t [ms] P f [kHz]

u(t)

v] Casova oblast

(originalni signal)

SAWANAWA
SVAVAVAVIT

Obr. 3.1 Princip Fourierovy transformace
(u - mérena velicina, t - cas, f— frekvence, Uy - amplituda)

Ptevod daného signalu z casové oblasti do frekvencni, neboli Fourierova transformace,
je uskutec¢niovan pomoci matematickych vzorct a algoritmu. Dle autorti Zaplatilek a Donar
(2006) [23] existuji urcité rozdily v téchto matematickych postupech dané tim, zda je plivodni
Casovy signal spojity (analogovy) nebo diskrétni (digitalni). Spojity signdl byva obvykle
popsan analytickou funkci zavislou na case a je tedy mozné urcit hodnotu dané veli¢iny
v libovolném cCase. Diskrétni signal je vystupem napt. z riznych méfeni a popisuje prubch
dané veli¢iny jen v konkrétnich N okamzicich, které jsou dany tzv. vzorkovaci frekvenci
méficiho zafizeni. S diskrétnim signalem také pracuje veskerd vypocetni technika, na které se
Fourierova transformace obvykle vyhodnocuje. V této praci je Fourierova transformace
aplikovana na diskrétni data ziskand pomoci CFD vypoctu.

Hlavni princip Fourierovy transformace je zaloZen na tzv. Fourierové posloupnosti,
ktera umoziuje rozlozit libovoln¢ slozity periodicky signél na soucet nekonecného mnozstvi
funkci sinus a kosinus, které jsou charakteristické svoji frekvenci, ptisluSnou amplitudou a
fazi. Pro spojitou a periodickou funkci f(#) speriodou 7, je Fourierova posloupnost
definovana nasledovné (Zaplatilek, Donar, 2006) [23]:

' Obecné existuje vice druhi spektralnich analyz, lidicich se podle typu pouzité linearni transformace [23]. V této
praci je pojem ,,spektralni analyza“ spojen vyhradné s transformaci Fourierovou.

25



EU, FSIL, VUT Brno VLASTNI TVARY . VUT-EU-ODDI-13303-08-11
Jizdny Martin VIROVEHO PROUDENI Diplomova prace, 2011

Trigonometricky (slozkovy) tvar Fourierovy posloupnosti:

Qo

f@O=—+

> [ay cos(kQyt) + by sin(kQyt)] 3.1)

Ms

k=1

kde ay, bx jsou tzv. koeficienty Fourierovy posloupnosti definované vztahy:

f(t) - cos(kQyt) dt

a
T, ) (3.2)

b, = f(t) - sin(kQqt) dt (3.3)

To Jp.

Konstanta ay/2 predstavuje stiedni hodnotu funkce f(#) v ramci jedné periody a je déna
vztahem:

f(t)dt (3.4)

a
0= To .
Symbol € se nazyva kruhova (zékladni) frekvence a je definovana nésledovné:

Q—Zn 3.5

Komplexni (exponencialni) tvar Fourierovy posloupnosti:

f© = Z ¢y + eIkt (3.6)
k=—o0
kde Fouriertv koeficient ¢, je dan vztahem:
1 ]kﬂot
=7 ’ f()-e dt (3.7)
0

3.1 Definice Fourierovy transformace spojité funkce

Matematickd definice Fourierovy transformace funkce f(¢#) vychazi z rovnice (3.6),
tedy z definice Fourierovy posloupnosti v komplexnim tvaru. Pro spojitou funkci f{?) je
Fourierova transformace definovéna v nasledujicim tvaru (viz napt. Kuo et al., 2006) [7]:

F(Q) = wa(t) eI qt (3.8)

Po dosazeni ekvivalentniho vztahu (3.5) pro kruhovou frekvenci Q do rovnice (3.8) a
nasledném pouziti znamého vztahu f = [/ / T je mozné ziskat druhou definici Fourierovy
transformace spojité funkce zavislou tentokrat pfimo na frekvenci f've tvaru:

26



EU, FSL, VUT Brno . VLA§TNi TVARY VUT-EU-ODDI-13303-08-11
Jizdny Martin VIROVEHO PROUDENI Diplomova prace, 2011

F(f) = Joof(t) -e Tt dt 3.9)

3.2 Definice Fourierovy transformace diskrétni funkce

Pro diskrétni a kone¢nou funkci f(n) s poctem hodnot N piejdou integraly v rovnici
(3.8), resp. (3.9) na sumy a k-ty clen diskrétni Fourierovy transformace je roven (Kuo et al.,
20006) [7]:
N-1
jien(22)
F(k)=Zf(n)-e (%), k=0,1,..,N—1 (3.10)

n=0

V obecném piipadé plati, ze aplikaci rovnice (3.10) na konecny pocet diskrétnich
hodnot N bude vysledkem opét N komplexnich koeficienti spektra F(0), F(1), ... , F(N-1).
Z téchto komplexnich Cisel je jiz mozné pomoci zndmych vztahl (tj. vyuZitim definice
absolutni hodnoty) dopocitat ptislusné amplitudy (ptipadné faze) odpovidajici jednotlivym
frekvencim a nasledné vykreslit amplitudo-frekvenc¢ni charakteristiku dané diskrétni funkce.

Vztah (3.10) je vyuzivan pii vypoctu tzv. rychlé (diskrétni) Fourierovy transformace
neboli FFT (Fast Fourier Transform). FFT je obecné algoritmus, ktery sniZuje narocnost
celého vypoctu Fourierovy transformace a je bézné dostupny v komercnich softwarech. Pro
vypocty Fourierovy transformace v této praci (pfedevSim kapitola 5) byla pouzita diskrétni
forma algoritmu FFT definovaného v programu Matlab.

Za urcitych podminek muze pii Fourierové transformaci diskrétnich funkci dojit
k nechténé ztrat€ informace neboli k tzv. aliasingu ¢i podvzorkovani (Obr. 3.2).

x(t), fi=1 Hz (1), f2=5 Hz x(n) x(t)

i | / x(n) / /

AL
= VY

x(n), fi=1 Hz x(n), £2=5 Hz (i)

T x(n)
c) o | ,\/ x(t)
./_/"?\.\- / X(t) ././' \.\' /

\

a)

/ : , :
" \ . ! .
..\. ® > \ 7 on

\ : / . k
. Y \ : /
N/ N\ i/

N/ N, 7

Obr. 3.2 Vysvétleni pojmu aliasing (podvzorkovani): a), b) origindlni spojita funkce o
frekvencich 1 Hz a 5 Hz, ¢), d) rekonstruované funkce z diskrétnich hodnot x(n); na dvojici
grafii a), c) ke ztraté informace nedochazi, zatimco u grafii b), d) k aliasingu dochazi
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Pro zabréanéni vzniku podvzorkovani a ztratam informaci je nutné splnit tzv.
Nyquistiiv teorém?”. Tento teorém definuje vztah mezi vzorkovaci frekvenci® f,. a maximalni
frekvenci dané diskrétni funkce f,,, o které chceme ziskat nezkreslenou informaci. Pro
potlaceni aliasingu je nutné splnit nasledujici vztah [23]:

foz Z 2 frnax (3.11)

Z hodnot uvedenych v kapitolach 5.1 a 5.2.1 vyplyva, Ze je v této praci Nyquistlv
teorém splnén s dostateCnou rezervou.

Za ucelem vypoctu diskrétni Fourierovy transformace v ramci této prace byla vyvinuta
procedura v programu Matlab. Tato procedura vyuziva pfedev§im vnitini funkci Matlabu pro
vypocet diskrétni Fourierovy transformace. Konkrétni pouziti Fourierovy transformace pfi
analyze dané¢ho proudéni je uvedeno v kapitole 5.

3.3 Inverzni Fourierova transformace

Inverzni (zpétnd) Fourierova transformace umoziiuje na zéklad€ znalosti spektralniho
obrazu dané funkce F(f) rekonstruovat plivodni casové zavisly pribéh funkce f{z). Pro
rekonstrukei diskrétni funkce f{n) je mozné vyuzit upravené defini¢ni vztahy pro Fourierovu
posloupnost (3.1) az (3.4), pfipadné vyuzit ptimo defini¢niho vztahu zpétné diskrétni
Fourierovy transformace v komplexnim tvaru, ktery je definovana nasledovné [23]:

=

-1

., 2T
- Y F(k)- e +ikn(F) ; n=01,.,N-1 (3.12)
0

f) =

==
T

* Tento teorém je &asto v literatufe znam také pod pojmy Shanoniiv teorém, Kotélnikoviv teorém &i vzorkovaci
poucka [23].

* Vzorkovaci frekvence dané diskrétni funkce miize byt v tomto piipadé chapana jako pocet diskrétnich hodnot
za 1 sekundu.
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4 Vlastni ortogonalni dekompozice

Vlastni ortogonalni dekompozice (Proper Orthogonal Decomposition, POD) je
pomérné rozsifenou a dlouho zndmou metodou, kterd je vyuZivdna napi. pii analyze
dynamickych systému, kompresi velkych datovych souborti, zpracovani obrazli nebo fizeni
systémil.' V oboru mechaniky kontinua byla poprvé pouZita v roce 1967 autorem Lumley za
ucelem analyzy dynamiky proudéni (Rudolf, 2010) [15].

Vlastni ortogondlni dekompozice je obecné technika, kterd umoziiuje identifikaci
dominantnich znakli pomémé rozsahlych datovych souborti. V mechanice tekutin je tato
technika pouzivana pfedevSim pro analyzu turbulentniho a nestacionarniho proudéni a slouzi
k dokonalej$imu porozuméni fyzikalnim zakonlim a mechanismiim, kterymi se dané proudéni
tidi [5]. Pf1 pouziti POD metody na konkrétni nestacionarni proudéni lze nalézt struktury
proudéni neboli vlastni tvary proudéni (eigenmodes), které nejvice piispivaji k celkové
energii proudéni. Vlastni tvary proudéni mohou byt volné definovany jako skryté koherentni
struktury” v proudéni, které piispivaji svoji urditou mirou energie k celkovému obrazu
proudéni [15].

Metodu POD pouZitou pro analyzu proudéni v mechanice tekutin Ize pomoci analogie
¢astecné prirovnat k modélni analyze v obecné mechanice. Pfi uvazovani naptiklad rovného
nosniku, ktery je zjedné strany pevné vetknuty a z druhé strany volny ve vSech smérech
pohybu, lze pomoci rozkmitani tohoto volného konce a nasledné modalni analyzy stanovit
sadu vlastnich frekvenci a vlastnich tvari kmiti této soustavy. Vlastni tvar kmiti bude
v tomto ptipadé¢ slozeny z kombinace goniometrickych funkci sinus a kosinus, které budou
charakteristické svoji urcitou frekvenci, amplitudou a fazi. Podobné je tomu u metody vlastni
ortogondlni dekompozice v mechanice tekutin, ktera umoziuje identifikaci vlastnich tvart
daného proudéni na sledované oblasti. Tyto vlastni tvary proudéni jsou tvofeny koherentnimi
(dominantnimi) strukturami proudéni, které se 1i§i v zévislosti na pofadovém c¢isle daného
vlastniho tvaru.

Hlavni vyhodou POD metody je jeji linearita a moznost aplikace této metody na
nelineédrni tlohy, napft. na turbulentni proudéni [15]. Metoda vlastni ortogondlni dekompozice
(POD) je tedy uziteny nastroj pro analyzu proudéni umoziujici predevsim [5]:

¢ identifikaci vlastnich tvarti proudéni na sledované oblasti,

e pfifazeni urCité hodnoty relativni energie kazdému vlastnimu tvaru proudéni podle
jeho ptispévku k celkovému obrazu proudéni,

e hlubsi ndhled do skrytych mechanismi a fyzikalnich d&ja uvnitf proudéni, které je
pomoci jinych metod obtizné ¢i tipln€ nemozné zachytit,

e rekonstrukei origindlniho proudéni v daném casovém okamziku za pomoci pouze
nékolika vlastnich tvarti proudéni s nejvetsi relativni energii.

' V t&chto oborech je tato metoda nékdy také nazyvana jako ,,Karhunen — Loéve Decomposition nebo
»Principal Component Analysis® [5].

* Koherentni struktury jsou malé oblasti proudéni s koncentrovanou vifivosti. Doba existence této vifivosti (resp.
koherentnich struktur) je dominantni ve srovnani s dobou existence turbulentnich virt vznikajicich vlivem
smykového napéti (Rudolf, 2010) [15].
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Existuji dvé hlavni metody pro vypocet vlastni ortogonédlni dekompozice, pficemz
prvni se nazyva tzv. ptima metoda a druhd metoda je oznaovana jako tzv. metoda snapshott
neboli metoda okamzitych snimkl. Vybér vhodné metody pro vypocet POD zavisi pfedevSim
na mnozstvi vstupnich dat [15]. V této préci je pro vypocet POD pouZivana vyhradné metoda
snapshott, a proto bude dale analyzovan jiz jen tento ptipad.

Zakladem pro vypocet POD pomoci metody snapshoti jsou soubory dat (okamzité
snimky) popisujici rozlozeni sledované veliCiny (nejcastéji rychlosti, tlaku apod.) na dané
oblasti a v pravidelné se opakujicich casovych intervalech. Tyto okamzité snimky rozloZeni
sledované veliCiny na urcité oblasti je mozné ziskat CFD vypocty, coz je 1 pfipad této prace
(kapitoly 6 a 7). Pro ziskani okamzitych snimkt rychlostniho pole se také velmi €asto vyuziva
experimentalniho meétfeni oznaCovaného jako PIV (Particle Image Velocimetry), jehoz
vystupem jsou piimo potifebné snimky ve formé datovych soubort [15].

4.1 Zakladnirovnice a principy metody POD [15]

vvvvv

kterych se pfi vypoctu vlastni ortogondlni dekompozice vyuZziva. Rigordézni odvozeni a
matematicky popis této metody je dostupny v odborné literatute a presahuje rozsah této
diplomové préce.

V nasledujicich odstavcich bude pro jednoduchost zavedena skalarni funkce® u(x,?),
kterd je definovdna v prostoru Q a casové doméné 7. Tato skaldrni funkce byla ziskana
naptiklad métenim (pfipadné¢ CFD vypocty) v N bodech sledované oblasti proudéni a v M
casovych okamzZicich (snapshotech). Hlavnim tkolem metody POD je nalezeni optimalni
aproximace skalarni funkce u(x,2)* v nasledujici form& (Rudolf, 2010) [15]:

M

w6 = ) () ¢i(x) @1
i=0
kde ¢;(X) je soubor &asové nezavislych ortonormalnich funkci® a a; (2) je soubor vyhradn&
Casové zavislych ortonormalnich funkci.
Pro nalezeni optimalni aproximace funkce u(x,z) podle rovnice (4.1) se vyuziva
metody nejmensich ¢tverci, kterd je v tomto piipad¢ formulované nasledovné [15]:

M 2

minf f [u(x, t) — Z a;(t) - gbi(x)] dt dx 4.2)
QT

i=0

Pro nalezeni doposud neznamych funkci ¢;(X) v rovnicich (4.7) a (4.2) se vyuziva
matematickych postupt, které fesi tzv. vlastni problém dané matice. Tento vlastni problém je
obecné matematicky popsan nasledovné [21]:

’ Touto skalarni funkci mtZe byt napiiklad staticky tlak. Celou teorii je také mozné rozsifit na obecnou
vektorovou funkcei (napf. vektorové rychlostni pole apod.) [15].

* Tuéng zvyraznéné proménné (psané malym pismem) symbolizuji v ramci této prace vektor (v pripadé velkého
tuéného pisma se jedna o matici). Vektor x bude mit tedy ve dvourozmérném prostoru 2 slozky, tzn. x (x, ).

3 Pojem ,,ortonormalni Ize vysvétlit nasledovng: Pokud maji byt dva vektory ortonormélni, pak musi byt
navzajem ortogonalni (tzn. kolmé), a navic musi mit oba jednotkovou velikost. Podobné¢ je tomu i u funkei [11].
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A-h=21-h 4.3)

kde A je vlastni (charakteristické) Cislo obecné matice A a h je vlastni vektor, resp. vlastni
funkce obecné matice A (piislusejici vlastnimu &islu X). Resenim vlastniho problému (rovnice
(4.3)) je tedy mozné urcit vlastni Cisla A a vlastni vektory (resp. vlastni funkce) h.
Matematické postupy pro vyteseni rovnice (4.3) je mozné dohledat v odborné¢ literatute (napf.
Rektorys, 1988 [14]) a nebudou jiz v této praci dale rozebirany.

Vramci metody POD aplikované na proudéni je nezndmym funkcim ¢;(X)
v rovnicich (4.1) a (4.2) pfifazen vyznam vlastnich funkci (vlastnich vektort) A v rovnici
(4.3). Tyto vlastni funkce ¢;(X) je tedy mozné urcit vyfeSenim rovnice vlastniho problému,
ktera je analogicky k rovnici (4.3) pro metodu POD definovana néasledovné [15]:

[ Rex)- g0y ax' = 200 9100 (4.4)

Q

kde R (x, x)° je korelacni matice. Samotné feSeni této rovnice (tzn. urceni vlastnich funkei
¢;(x) a vlastnich ¢isel A;) Ize podobné jako v ptfipadé rovnice (4.3) dohledat v odborné
literatufe zabyvajici se metodou POD. V nésledujicich odstavcich budou proto vlastni funkce
¢;(x) a prislusna vlastni ¢isla A; povazovany jiz za ur¢ené. Znamé vlastni funkce ¢;(X) jsou
pfimo hledanymi vlastnimi tvary daného proudéni, které je mozné graficky interpretovat, coz
je 1jednim z hlavnich cili této prace.

Dtlezitou fyzikalni vlastnosti metody POD je, Ze vlastni €isla A ziskand vyfeSenim
rovnice (4.4) vyjadiuji energii ptisluSejici k danym koherentnim strukturam (resp. vlastnim
tvariim proudéni). Po sefazeni téchto vlastnich Cisel A (a tim i pfisluSnych vlastnich tvari)
podle velikosti lze vykreslit vlastni tvary s nejvetsi energii, tzn. vlastni tvary, které jsou
nejvyznamnéj$i. Pro lep$i ndzornost je vhodné vyjadfit tyto energie ve formé relativnich
energii, kterymi jednotlivé vlastni tvary pfispivaji k celkové energii proudéni. Relativni
energie piislusejici ke k-tému vlastnimu tvaru je definovana nésledovné [15]:

B, = (4.5)
k — EC *
kde E¢ je celkova energie definovana jako soucet vSech vlastnich Cisel A :
M
E, = Z A, (4.6)
i=1

V pfiipad€ pouziti metody POD na rychlostni pole ma tato relativni energie souvislost
s kinetickou energii proudéni a je tedy oznacovana jako relativni kineticka energie daného
vlastniho tvaru. Pfi pouZiti této metody na tlakové pole je relativni energie daného vlastniho
tvaru oznacovana jako tzv. relativni mohutnost tohoto tvaru nebo relativni mohutnost

% Symbol apostrof ' znadi transpozici daného vektoru (piipadné matice).
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koherentnich struktur. V pfipadé¢ pole vifivosti je relativni energie pfifazovana vlastnim
tvarim oznatovéna jako tzv. relativni enstrofie’ vlastnich tvard.

Metoda vlastni ortogonalni dekompozice mize byt na zaklad¢ rovnice (4.1) a vySe
uvedenych poznatkli o energiich vlastnich tvarii chdpana podle autora Berkooz et al. (1993)
[1] také jako optimaliza¢ni procedura, kterd mezi vSemi moznymi realizacemi proudéni
v dané oblasti vyhleda takové realizace, které nejvice zvySuji stiedni energii vlastnich tvarQ
proudéni.

Pro uplnou aproximaci pivodni skalarni funkce u(x,?), jejiz tvar je uveden v rovnici
(4.1), je nutné urcit jeste¢ Casové koeficienty a; (). Tyto koeficienty mohou byt dopocitany
pravé z rovnice (4.1) ze znamych hodnot pivodni funkce u(X,?) a jiz ur€ené ptislusné vlastni
funkce ¢; (x). Vysledny vztah pro vypocet Casovych koeficientd bude mit tvar [15]:

ai(t) =uxt)-¢p;(x) ; i=1..M 4.7)

Casové koeficienty jsou zavislé pouze na Gase a lze z jejich pribéhi stanovit vlastni frekvence

a ptislusné amplitudy (pfip. faze) pomoci napt. Fourierovy transformace popsané v kapitole 3.

Vypocitané hodnoty ¢asovych koeficientl a; (z) spolu s piisluSnymi tvary vlastnich

funkci ¢;(x) lze také pouzit pro zpétnou rekonstrukci jednotlivych okamzitych snimki

proudéni, tzn. snapshotl. Tato zpétna rekonstrukce muze byt provedena na zakladé
nasledujiciho vztahu [15]:

M
u(x6) = ) a () - Hi(x) (438)

i=1

kde cas ¢, je zvoleny Cas, ve kterém je provadéna zpétna rekonstrukce ptislusSného okamzitého
snimku rozloZeni dané veli¢iny na sledované oblasti. Pro provedeni dostatecné kvalitni
rekonstrukce sta¢i pouzit jen nékolik prvnich vlastnich tvard proudéni, které jsou
charakteristické nejvétsimi hodnotami relativni energie (viz také kapitoly 6.3 a 7.3).

V ramci této prace bylo v programu Matlab vyvinuto nékolik dil¢ich procedur, které
umoziuji praktickou aplikaci metody POD na dané proudéni. Hlavni procedura, ktera fesi
rovnici vlastniho problému (4.4) a identifikuje tak vlastni funkce ¢;(X) a jejich ptislusné
relativni energie byla pievzata od autora Meyer (2008) [10].

Metoda vlastni ortogondlni dekompozice byla v této praci pouZita pro nalezeni
vlastnich tvari proudéni u nasledujicich piipadu:

1. Obtékani kvadru, za kterym vznikd Kérméanova virova stezka (kapitola 6).

2. Proudéni v kuzelové savce vodni turbiny, ve které vznika virovy cop (kapitola 7).

7 Enstrofie je obecn& veli¢ina pfimo umérna druhé mocning vifivosti. V ptipadé pole vifivosti je tedy pro
relativni energii pouzito oznacéeni relativni enstrofie podobné jako tomu je u relativni energie rychlostniho pole,
resp. druhé mocniny rychlosti a zavedeného oznaceni relativni kinetické energie.
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5 Aplikace Fourierovy transformace a CFD vypocti na ulohu
obtékani kvadru

V této kapitole bude aplikovana Fourierova transformace na ulohu obtékani kvadru
predevsim za ucelem nalezeni vlastnich frekvenci Karmanovy virové stezky, ktera vznika za
danou obtékanou ptekazkou. Takto ziskané vlastni frekvence budou pak dale slouzit pro
verifikaci metody vlastni ortogonalni dekompozice, ktera bude aplikovana na stejnou
geometrii (kapitola 6). Data potfebna pro Fourierovu transformaci byla ziskdna pomoci CFD
vypoctl, které jsou popsany v nasledujici kapitole.

5.1 CFD vypocty

Pro vypoéty proudéni okolo kvadru byl pouzit komer¢ni program Fluent.
Strukturovana, konformni vypocetni sit' o velikosti 61400 bunék (typu QUAD) byla
vytvorena v preprocesoru Gambit. Vysledky CFD vypocti, resp Fourierovy transformace, o
kterych pojednéava tato ¢ast prace jsou dale srovndvany s experimentem, ktery byl proveden
autory Lyn a Rodi (1994) [9]. Cela vypocetni uloha je na rozdil od daného experimentu
feSena ve 2D, kde hlavni rozméry (pfevzaté z experimentu) jsou 0,56 x 1,14 m a strana
obtékaného ¢tverce D = 0,04 m [9].

velocity inlet (rychlostni vstup) symmetry (sténa bez tieni) pressure outlet (tlakovy vystup)

-

wall (sténa se tifenim) \ symmetry (sténa bez tfeni)

Obr. 5.1 Vypocetni doména a okrajové podminky

Vstupni okrajova podminka — rychlostni vstup (velocity inlet):
Vstupni rychlost je 0,535 m/s [9], intenzita turbulence neboli pomér fluktuacni slozky

rychlosti ke stfedni rychlosti je rovna 2% a hydraulicky primér (rozmér nejvétsiho mozného
viru v doméng) je roven 0,04 m.
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Vystupni okrajova podminka — tlakovy vystup (pressure outlet):

Na vystupu z vypocetni domény je pfedepsan atmosféricky tlak a pro piipadné
vracejici se proudéni do vypocetni domény jsou na vystupu definovany tyto parametry:
intenzita turbulence 10 % a hydraulicky primér 0,04 m. Ostatni okrajové podminky jsou
zobrazeny na Obr. 5.1.

Pro vlastni CFD vypocet jsou pouZzity Reynoldsovy sttedované rovnice, neboli RANS
(Reynolds Avaraged Navier-Stokes). Turbulentni proudéni je modelovano pomoci dvou-
rovnicového realizable k-epsilon modelu, pfi¢emZz mezni vrstva je modelovdna pomoci
nerovnovaznych sténovych funkci. Hybnostni ¢leny a turbulentni veli¢iny k-epsilon modelu
jsou diskretizovany interpolaénim schématem UPWIND 2. tadu. Pro tlakové ¢leny bylo
pouzito interpolacni schéma STANDARD. Cela uloha je feSena jako nestaciondrni s asovym
krokem AT = 0,005 s.

Béhem vypoctu byly ve 40 bodech (Obr. 5.2) monitorovany prabehy:

e statického tlaku
e rychlosti ve sméru osy X
e rychlosti ve sméru osy y

Sledované veli¢iny byly uklddany v kazdém casovém kroku po dobu pfiblizné 102
sekund, tj. pfiblizn€¢ 20400 hodnot pfislusné veli¢iny v kazdém bod&. Na takto ziskana data
byla nasledné aplikovana Fourierova transformace.

D/2 D/2 D D D D
sl L - il e | AS— N
'o5l e {3 20 a7
=
R ot e —+ - ——1- +
c L 21 28 3
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=k S+ Ay
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Obr. 5.2 Umisteni bodii ve vypocetni doméné pro monitorovani tlaku a slozek rychlosti
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5.2 Postprocessing

Po vykresleni tlaku a velikosti vektoru vifivosti ve vypocetni doméné (Obr. 5.3) je
zfejmé, ze za danou piekazkou vznikaji ocekdvané periodicky se odtrhavajici viry, tzv.
Kéarmanova virova stezka, kterd bude dale analyzovana.

Obr. 5.3 Zobrazeni Karmanovy virové stezky, vlevo: vykresleni pomoci tlakii, vpravo:
vykresleni pomoci velikosti vektoru virivosti

5.2.1 Urceni vlastnich frekvenci

Ze ziskanych prib&ha statického tlaku a sloZek rychlosti ve sméru osy x a y byly
pomoci Fourierovy transformace (kapitola 3) ureny vlastni frekvence periodického pohybu
virti ve zvolenych bodech (Obr. 5.4). Prvni vlastni frekvence f crp, tzn. frekvence odtrhavani
vird, je 2,063 Hz. Druha vlastni frekvence periodického pohybu f, crp vychazi 4,132 Hz. Pro
vypoctenou prvni vlastni frekvenci fi cpp je bezrozmérné Strouhalovo ¢islo charakterizujici
neustalené proudéni definované vztahem [19]:

sp=lP 5.1)
\%

rovno Shcpp = 0,154 (D je strana obtékaného ctverce a vje vstupni rychlost). Z
experimentalniho méfeni podle autort Lyn a Rodi (1994) [9] vychdzi (pfi stejném
Reynoldsové cisle jako v numerickém vypoctu Re =21400) prvni vlastni frekvence odtrhavani
virll i exp = 1,79 £ 0,05 Hz a Strouhalovo ¢islo Shey, = 0,134. Je tedy zfejmé, Ze se numericky
vypocet s experimentalnim métenim 1isi pfiblizné o 15 %, coZ neni zanedbatelna odchylka.

Podle autora Durao et al. (1988) [4] je pfi Re = 14000 experimentalné ziskand hodnota
Strouhalova ¢isla rovna Sheyy» = 0,133. Pii porovnani velikosti Strouhalovych ¢isel z danych
dvou zdroji [9] a [4] pfi odliSnych Re je mozné konstatovat, ze pii obtékani kvadru je
zavislost Strouhalova ¢isla na ¢isle Reynoldsové velmi mala. Tato hypotéza je potvrzena i
autory Sarioglu a Yavuz (2000) [16] pro rozsah Re = 10+ 10°.

Na zdklad¢ srovnani poznatkli od rtznych autori v minulém odstavci budou pii
porovnavani experimentu dle autora Lyn [9] s vysledky numerického modelovani uvadénych
v této praci povazovany hodnoty z experimentu za spravné (s ohledem na nejistoty métent).
To tedy znamend, Ze rozdil piiblizné 15 % mezi vypoctenou a experimentalné zjiSt€nou
frekvenci, respektive Strouhalovymi ¢isly, je zplsoben nedokonalosti numerického
modelovani proudéni. Pravdépodobnou hlavni pfic¢inou je zjednoduSeni 3D experimentalni
ulohy na 2D vypocetni ulohu.
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Obr. 5.4 Zobrazeni vypoctenych dat pro bod cislo 17, vlevo: v casové doméné, vpravo: ve
frekvencni doméné (po Fourierové transformaci)

5.2.2 RozloZzeni amplitud

Pomoci transformace ziskanych dat do spektradlni oblasti byly zjiStény vlastni
frekvence odtrhdvani vird (kapitola 5.2.1), ke kterym pfislusi amplitudy v jednotlivych
bodech sledované oblasti. K prvni vlastni frekvenci f)cpp = 2,063 Hz pfislusi amplitudy
s oznatenim Al a obdobné k f; crp = 4,132 Hz piislusi amplitudy A2 v danych 40 bodech.
Nasledujici obrazky (Obr. 5.5 az Obr. 5.10) ukazuji rozlozeni amplitud statického tlaku, x-
ové slozky rychlosti a y-ové slozky rychlosti v zavislosti na poloze monitorovacich bodi

vzhledem k obtékanému kvadru.
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Amplitudy statického tlaku:

Graf rozloZeni amplitud A1 statického tlaku [Pa) Graf rozloZeni amplitud A1 statického tlaku [Pa]

a
=}
|

.
221
|

Y [mm]

Amplituda statického tlaku [Pa]
o
o

20
200

10— 160
120

0~

100 -
5 [rmm] 0D 20 40 GO 80 100 120 140 160 180 200

Smér proudu ¥ [rm] ¥ [mm]

Obr. 5.5 Rozlozeni velikosti amplitud statického tlaku prislusejicich k prvni viastni frekvenci
(f1=2,063 Hz), vlevo: zobrazeni v 3D grafu, vpravo: zobrazeni ve vrstevnicovem grafu

Graf rozloZeni amplitud A2 statického tlaku [Pa] Graf rozloZeni amplitud A2 statického tlaku [Pa]
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Obr. 5.6 Rozlozeni velikosti amplitud statického tlaku prislusejicich k druhé viastni frekvenci
(f1=4,132 Hz), vlevo: zobrazeni v 3D grafu, vpravo: zobrazeni ve vrstevnicovém grafu
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Amplitudy x-ové slozky rychlosti:
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Obr. 5.7 Rozlozeni amplitud x-ové slozky rychlosti prislusejicich k frekvenci f; = 2,063 Hz
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Obr. 5.8 Rozlozeni amplitud x-ové slozky rychlosti prislusejicich k frekvenci f> = 4,132 Hz

Amplitudy v-ové slozky rychlosti:
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Obr. 5.9 Rozlozeni amplitud y-ové slozky rychlosti prislusejicich k frekvenci f; = 2,063 Hz
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Obr. 5.10 Rozlozeni amplitud y-ové slozky rychlosti prislusejicich k frekvenci f> = 4,132 Hg

38



EU, FSL, VUT Brno VLASTNI TVARY VUT-EU-ODDI-13303-08-11
Jizdny Martin VIROVEHO PROUDENI Diplomova prace, 2011

Vrstevnicové grafy (zobrazené na pravé strané¢ Obr. 5.5 az Obr.5.10) byly vytvofeny
v programu Matlab pomoci funkce countourf, kterd prokladd znamé hodnoty prabchu
sledované veli¢iny nad rovinou X,y a umoznuje tedy plosSné vykresleni danych diskrétnich
hodnot.

NejvétSich pulzaci statického tlaku (Al) je na sledované oblasti dosahovano v
blizkosti bo¢nich stran obtékané piekazky (Obr. 5.5). Naopak nejvétsich amplitud rychlosti ve
sméru X 1y je dosahovano az v uplavu za ptekazkou (Obr. 5.7 a Obr. 5.9). Oba tyto jevy jsou
disledkem vzniku a Sifeni virovych struktur v Karmanové virové stezce. Z porovnani Obr.
5.7 a Obr. 5.9 také vyplyva, ze nejvétsi amplitudy x-ové a y-ové slozky rychlosti jsou
piiblizné stejné velké (vx = vy = 0,4 m/s). Nicméné velikosti oblasti, ve kterych se tyto
maximalni amplitudy vyskytuji, jsou velmi rozdilné. Z tohoto divodu je mozné konstatovat,
ze v uplavu za kvadrem je ve sledované oblasti vyraznéjsi kmitani rychlosti v y-ovém sméru
nez ve sméru X-ovém.

5.2.3 Inverzni Fourierova transformace

Inverzni (zpétna) Fourierova transformace umoznuje na zakladé€ znalosti pribéhu dané
funkce ve frekvencni oblasti rekonstruovat priibéh této funkce v oblasti Casové (viz také
kapitola 3.3). Pro vypocet zpétné (diskrétni) Fourierovy transformace byla v ramci této prace
vyvinuta procedura v programu Matlab, kterd vychazi ptimo z defini¢nich vztahii Fourierovy
posloupnosti (viz rov. (3.1) az (3.4)). Aplikaci této procedury na vybrané frekvencni priabéhy
tlaku a slozek rychlosti v danych monitorovanych bodech lze ur¢it ptislusné pribcéhy casové.
Tyto nové (rekonstruované) casoveé pribehy se velmi piesné shoduji s origindlnimi ¢asovymi
pribéhy, které byly ziskany pomoci CFD vypoctli. Timto postupem je tedy mozné verifikovat
vypocty Fourierovy transformace provadéné v ramci této prace.
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6 Aplikace metody vlastni ortogonalni dekompozice a CFD
vypocti na ulohu obtékani kvadru

Pomoci metody vlastni ortogonalni dekompozice (POD) je mozné nalézt vlastni tvary
proudéni na dané oblasti (podrobnéji viz kapitola 4). Vstupni data potifebna pro tuto metodu je
mozné ziskat ptimo métenim (napt. metodou PIV) nebo pomoci CFD vypocth. V piipadé této
kapitoly je metoda vlastni ortogonalni dekompozice aplikovdna na data ziskana CFD vypocty
na dané geometrii obtékaného kvadru, za kterym vznikd Karméanova virova stezka.
Identifikace vlastnich tvarti proudéni je provadéna predevsim pro rychlostni pole, tlakové pole
a pro pole vifivosti.

6.1 CFD vypotty

Pro vypolty proudéni okolo kvadru byly pouZity stejné programy a identicka
geometrie jako pro vypoCty vstupnich dat pro Fourierovu transformaci v kapitole 5.1.
Identické bylo 1 samotné nastaveni programu Fluent, véetné pouZiti nestacionarniho vypoctu
s ¢asovym krokem AT = 0,005s.

Vstupni data pro metodu vlastni ortogonalni dekompozice byla vSak na rozdil od
ptedchoziho vypoctu ziskdna pomoci zapisovani hodnot z kazdé buiiky a v kazdém casovém
okamziku (tzn. pofizovéani okamzitych snimk, snapshotil) na obdélnikové ploSe o rozmeérech
0,17 x 0,12 m. Relativni umisténi této plochy vzhledem k obtékanému kvadru je ziejmé z
Obr. 6.1.

Obr. 6.1 Zobrazeni plochy, na které jsou snimana data pro metodu POD
Béhem vypoctu byly na této oblasti monitorovany hodnoty:

Statickeho tlaku

Slozky rychlosti ve sméru x
Slozky rychlosti ve sméru y
Velikosti vifivosti

Tyto veli¢iny byly ukladdny v kazdém casovém kroku po dobu 10 sekund, tj. 2000
okamzitych snimk, resp. snapshoti pro kazdou veli¢inu na oblasti obsahujici pfiblizné 9800
bunék.
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6.2 Vlastni tvary Karmanovy virové stezky
6.2.1 Vlastni tvary rychlostniho pole

V této kapitole budou zobrazeny nejvyznamnéjsi vlastni tvary rychlostniho pole na
sledované oblasti. Na zaklad¢ kapitoly 4 je mozné kazdému vlastnimu tvaru rychlostniho pole
pfifadit urcitou hodnotu relativni energie, resp. relativni kinetické energie, jejiz velikost
vyjadiuje dulezitost daného vlastniho tvaru. Velikosti relativnich kinetickych energii
pfislusejicich k danym vlastnim tvarim jsou zobrazeny na Obr. 6.2. Z kumulativniho grafu je
ziejmé, ze v prvnich 10 vlastnich tvarech rychlostniho pole je obsazeno vice jak 99,9 %
celkové kinetické energie. Z tohoto diivodu maji ostatni vlastni tvary jen velmi maly vliv na
dynamické vlastnosti proudéni a neni nutné je déale uvazovat. Nejvétsi hodnota relativni
kinetické energie je pfifazena k nultému vlastnimu tvaru proudéni, ktery ma vyznam
prumérné hodnoty ze vSech okamzitych snimkl proudéni (priméru ze vSech snapshotl) a 1ze
ho jednoduse ziskat i bez pouziti metody POD'.

Diilezitou charakteristikou vlastnich tvarti proudéni je také jejich parovéani. Vlastni
tvary, které jsou v parech (napf. prvni a druhy vlastni tvar, tieti a ¢tvrty vlastni tvar atd.), jsou
charakteristické vzajemné blizkou hodnotou relativni energie (Obr. 6.2) a po vykresleni
mivaji podobné (fdzové posunuté, otocené apod.) i své konkrétni grafické zobrazeni (Obr. 6.6
a Obr. 6.7) Z tohoto diivodu budou vzdy vykreslovany tii vlastni tvary s nejvétsi relativni
energii (j. nulty, prvni a druhy) a dale uz jen liché vlastni tvary proudéni, tj. teti, paty, sedmy
a devaty.

Graf rozloZeni relativni kinetické energie Kumulativni graf relativni kinetické energie
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Obr. 6.2 Zobrazeni relativnich kinetickych energii jednotlivych viastnich tvaru, vlevo: velikost
relativni kinetické energie, vpravo: kumulativni graf relativnich kinetickych energii

Pomoci rovnice (4.7), je mozné urcit pritbéh ¢asovych koeficientl a; (?) ptislusejicich
k jednotlivym vlastnim tvaram. Casové koeficienty jsou zavislé pouze na &ase (Obr. 6.3) a
jsou vnich uloZeny informace o vlastnich frekvencich pfislusnych vlastnich tvarQ
proudéni. V ramci této kapitoly byly vlastni frekvence pfislusnych vlastnich tvart ureny

' Nulty vlastni tvar proudéni Ize zcela z metody POD vynechat. Timto postupem lze ziskat vé&tsi rozdily mezi
jednotlivymi hodnotami relativnich kinetickych energii vlastnich tvart.
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pomoci Fourierovy transformace casovych koeficientl ;. Vlastni frekvence prvniho (i
druhého) vlastniho tvaru proudéni vychézi f; pop = 2,051 Hz a vlastni frekvence tfetiho (i
¢tvrtého) vlastniho tvaru proudéni vychazi f; pop = 4,102 Hz (Obr. 6.4).

V kapitole 5 byla ur€ena prvni a druha vlastni frekvence periodického pohybu virh
piimo z dat ziskanych CFD vypocty. Velikosti téchto vlastnich frekvenci byly f; crp = 2,063
Hz a f> crp = 4,132 Hz. Vysledky frekvenci ziskanych z casovych koeficientli z metody POD
jsou tedy velmi blizké ovéfenym frekvencim ziskanym pomoci CFD vypocti. Z teoretickych
poznatkli o metodé POD vyplyva, ze hlavni vlastni frekvence fyzikalnich d&t (v tomto
ptipadé fcrp) by mélo byt mozné identifikovat 1 v rdmci metody POD (fpop), €ehoz je zde
dosazeno. Timto Ize ¢aste¢né potvrdit 1 spravnou aplikaci metody POD v této praci.

Priib&h koeficienth a Priib&h koeficienth a

s s S e e P

o 05 1 15 2 25 e 05 i 15 2 25
Cas 5] Cas [s]

Obr. 6.3 Zobrazeni pribehii casovych koeficientii a; (t)
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Obr. 6.4 Stanoveni viastnich frekvenci z priibéhu koeficientit a; a as pomoci Fourierovy
transformace

Na nasledujicich obrazcich (Obr. 6.5 — Obr. 6.11) jsou zobrazeny vlastni tvary
rychlostniho pole vcetné nultého (stiedniho) vlastniho tvaru. Na levé stran¢ téchto obrazki
jsou zobrazeny vlastni tvary pomoci vektorového rychlostniho pole. Na pravé strané jsou
zobrazeny vlastni tvary, které vznikly aplikaci metody POD na data popisujici velikost
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rychlosti. Obrazky na pravé strané¢ jsou navic doplnény o kiivky, které velmi dobie
identifikuji virové (koherentni) struktury ve sledovaném rychlostnim poli. Tvary téchto
nespojitych kiivek” jsou velice podobné tvartm proudnic.

Na tomto misté¢ je nutné poznamenat, ze vystupni hodnoty z metody POD, tzn.
hodnoty vlastni funkce ¢;(x) dané veliiny (hodnoty na barevné stupnici u obrazkl) jsou
v ramci této prace vhodné pouze pro vzijemné porovnani. Tyto vlastni funkce maji vzdy
uzkou spojitost s prislusnou veli¢inou (rychlost, tlak, vifivost apod.). Z tohoto diivodu budou
tedy vykreslované hodnoty oznafovéany v této praci (kromé obrazkl) jako hodnoty vlastni
funkce ptislusné veli¢iny.

Na barevnych obrazcich umisténych na pravé stran€ je tedy mozné pozorovat spojitost
mezi virovymi strukturami vykreslenymi pomoci orientovanych ktivek a rozlozenim hodnot
vlastni funkce velikosti rychlosti na dané oblasti. Z téchto obrazkil je zfejmé, Ze hodnota
vlastni funkce velikosti rychlosti je nejnizsi (tmaveé oranzova barva) v mistech, kde jsou jadra
virovych struktur. TotéZz plati i pro redlnou velikost rychlosti a virové struktury, tedy Ze

Vv

v jadrech virovych struktur je niz$i velikost rychlosti nez v okolnim proudovém poli.

0. vlastni tvar proudéni - rychlostni pole 0. vlasini tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 67.3% Relativni kineticka energie = 67.3%

¥ [mm]

X [mm]
Obr. 6.5 Nulty viastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové rychlostni pole,
vpravo: velikost rychlosti (v pozadi) a naznaceni sméru proudeni (v popredi)

1. vlastni tvar proudéni - rychlostni pole 1. vlastni tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 17.4% Relativni kineticka energie = 17.4%

Sy - " = : 3 . J
0 20 40 60 80 100 120 140 160
X [mm]

Obr. 6.6 Prvni viastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové pole, vpravo: velikost rychlosti

? Tyto kiivky jsou vykreslovany v programu Matlab pomoci funkce streamslice, ktera provadi fezy danym
proudovym polem pfi konstantni z-ové soufadnici (i pro ptipad 2D ulohy). Z tohoto divodu jsou vykreslované
kiivky nespojité a nedaji se oznadit za proudnice.
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2. vlastni tvar proudéni - rychlostni pole 2. vlastni tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 12.5% Relativni kineticka energie = 12.5% T
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Obr. 6.7 Druhy viastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové rychlostni pole,
vpravo: velikost rychlosti (v pozadi) a naznaceni sméru proudeni (v popredi)
3. vlastni tvar proudéni - rychlostni pole 3. vlastni tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 1.03% Relativni kineticka energie = 1.03%
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Obr. 6.8 Treti viastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové rychlostni pole,
vpravo: velikost rychlosti (v pozadi) a naznaceni smeéru proudeni (v popredi)

5. vlastni tvar proudéni - rychlostni pole 5. vlastni tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 0.4% Relativni kineticka energie = 0.4%
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Obr. 6.9 Paty viastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové rychlostni pole,
vpravo: velikost rychlosti (v pozadi) a naznaceni smeru proudeni (v popredi)
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7. viastni tvar proudéni - rychlostni pole 7. vlastni tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 0.0596% Relativni kineticka energie = 0.0586%
GOFT & = I LR R P T - 1 . .

Obr. 6.10 Sedmy viastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové rychlostni pole,
vpravo: velikost rychlosti (v pozadi) a naznaceni smeéru proudenti (v popredi)

9. vlastni tvar proudéni - rychlostni pole 9. vlastni tvar proudéni - velikost rychlosti
Relativni kineticka energie = 0.0191% Relativni kineticka energie = 0.0191%
BOFT T T T, -.I-._\-'I_,_‘-‘_\I._ R s 4 0.03
0.025
0.02
10,015
0.01
0.005
o

Obr. 6.11 Devaty vlastni tvar rychlostniho pole, vlevo: vektorové rychlostni pole,
vpravo: velikost rychlosti (v pozadi) a naznaceni smeru proudeni (v popredi)
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6.2.2 Vlastni tvary tlakového pole

Metoda POD je v této kapitole pouzita pro identifikaci vlastnich tvara tlakového pole
na stejné geometrii jako v piredchozim piipad€. Dulezitost jednotlivych vlastnich tvart je
v pfipad¢ tlakového pole urcena tzv. relativni mohutnosti (druhd mocnina p totiz nedava
dobry fyzikalni smysl). Tato hodnota relativni mohutnosti ma velice podobny vyznam jako
relativni kinetickd energie v pfipad¢ pole rychlostniho. Nultému vlastnimu tvaru (tj. tvaru
s vyznamem pramérné hodnoty) je pfifazena relativni mohutnost ptiblizné€ 92 % (Obr. 6.12).
Tento vlastni tvar je tedy velmi dominantni v rdmci metody POD, ale z hlediska samotné
dynamiky proudéni nema velky vyznam, protoZe se jednd o tzv. Casové€ stiedni pohled na
proudéni. Nasledujici vlastni tvary (poc¢inaje prvnim vlastnim tvarem) vSak jiz vyznam
z pohledu dynamiky proudéni maji. Z kumulativniho grafu (Obr. 6.12) je ziejmé, Ze v prvnich
10 vlastnich tvarech tlakového pole je obsazeno opét vice jak 99,9 % celkové mohutnosti
(energie) vSech vlastnich tvari. Pravé téchto nekolik prvnich vlastnich tvart bude mit hlavni
vliv na dynamiku proudéni za danym kvéadrem.

Graf rozlozeni relativni mohutnosti Kumulativni graf relativni mohutnosti
{relativni energie) viastnich tvarl - staticky tlak {relativni energie) viastnich tvarll - staticky tlak
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Obr. 6.12 Zobrazeni relativni mohutnosti (relativni energie) viastnich tvaru tlakového pole,
nalevo: relativni mohutnost jednotlivych viastnich tvarii, napravo: kumulativni graf
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Obr. 6.13 Zobrazeni prubéhu casovych koeficientu a; (t)
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Z prubéhu casovych koeficienti (Obr. 6.13) je mozné urcit vlastni frekvence
pfislusnych vlastnich tvart proudéni. Po aplikaci Fourierovy transformace na koeficient a,,
resp. a, (prislusejici k prvnimu, resp. druhému vlastnimu tvaru tlakového pole) vychazi
vlastni frekvence shodné€ f; pop = 2,051 Hz. Vlastni frekvence tfetiho (i ¢tvrtého) vlastniho
tvaru tlakového pole vychazi f>pop = 4,102 Hz. Tyto vlastni frekvence jsou témét totozné
s prvni, resp. druhou vlastni frekvenci Kdrmanovy virové stezky, které byly ziskané pouzitim
Fourierovy transformace na data z CFD vypocta (kapitola 5.2.1).

Na nasledujicich obrazcich (Obr. 6.14 az Obr. 6.17) jsou vykresleny vlastni tvary
tlakového pole. V popiedi téchto obrazkii jsou pro srovnani vykresleny vlastni tvary
rychlostniho pole pomoci orientovanych kiivek, které naznacuji smér proudéni a identifikuji
virové (koherentni) struktury.

Obecné plati, ze v jadru virové struktury jsou nejniz§i hodnoty statického tlaku.
V ptipad¢ nultého vlastniho tvaru tlakového pole se virové struktury nachazi v mistech
daného obrazku. V ptipad€ nékterych dalSich vlastnich tvart je situace odlisné. U tfetiho a
sedmého vlastniho tvaru lze nalézt virové struktury 1 v blizkosti mist s nejvyssimi hodnotami
vlastni funkce tlaku ¢; (x). Tento jev je zpiisoben tim, ze vSechny vlastni tvary tlakového pole
ve skutecnosti v Case kmitaji (podobné jako je tomu u kmitani z jedné strany vetknutého
nosniku). Geometrické rozlozeni vlastnich tvarti v§ak zlstava neménné (podobné jako uzly
kmitu vlastnich tvari u dané¢ho nosniku). Méni se (kmitaji) hodnoty vlastni funkce tlaku
¢;(X) ze zadpornych hodnot do kladnych a zpét. Na danych obrézcich je znazornéna pouze
jedna krajni poloha vlastnich tvarii tlakového pole. Druha krajni poloha by méla pouze
inverzni Parevné provedeni. Kmitani vlastnich tvari je ndzorn¢ vidét na videich umisténych
v piiloze™.

0. vlastni tvar proudéni - staticky tlak
Relativni mohutnost (energie) tvaru = 92.3%

Obr. 6.14 Nulty viastni tvar tlakového pole (kifivky podobné proudnicim v popredi obrazku
Jjsou ziskany z POD rychlostniho pole a velmi dobre identifikuji virové struktury)

? Vlastni funkce tlaku ¢;(X) Gizce souvisi se statickym tlakem, ale jde pouze o hodnoty relativni, které slouzi
k vzajemnému porovnavani (vice na stran¢ 43).
* Videa zobrazujici kmitani vlastnich tvart (tzn. Gasovy vyvoj vlastnich tvart) Ize obdrZet vynasobenim Gasové
nezavislého vlastniho tvaru ¢;(x) s pfislusnym casové zavislym koeficientem a;(t) a naslednym postupnym
vykreslenim téchto jiz ¢asoveé zavislych hodnot.
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1. vlastni tvar proudéni - staticky tlak ~ .2.'- vlgslnilivar pmtudéni - slaticky tlak

Relativni mohutnost (energie) tvaru = 3.22% gie) tvaru = 1.74%
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Obr. 6.15 Viastni tvary tlakového pole, vlevo: 1. viastni tvar, vpravo: 2. vilastni tvar
(v popredi obrazkii jsou vykresleny orientované krivky zndzornujici virové struktury vlastnich
tvaru rychlostniho pole)

3. viastni tvar proudéni - staticky tlak 5. viastni tvar proudéni - staticky tiak
Relativni mohutnost (energie) tvaru = 1.31% Relativni mohutnost (energie) tvaru = 0.0926%

=]
&
Y [mm]

100

X fmm] X [mm]

Obr. 6.16 Viastni tvary tlakového pole, vlevo: 3. viastni tvar, vpravo: 5. vilastni tvar
(v popredi obrazkii jsou vykresleny orientované krivky zndzornujici virové struktury vlastnich
tvaru rychlostniho pole)

7. viastni tvar proudéni - staticky tlak 9. vlastni tvar proudéni - staticky tlak
Relativni mohutnost (energie) tvaru = 0.0299% Relativni mohutnost (energie) tvaru = 0.004%

7 e\ (e S KA N 003
S | 0.02 (g2 ~ ¢
0.015 40 0.02
om
20F 001
0.005
T £
E 0 0 E © 0
> . >
0.005
.20 0.01
/ 0.0
' ) 0015 40 2
e ¥
b _/ 02
L {1l : - — & -0.03
] 20 40 60 80 100 120 140 160 0
X [mm] X [mm]

Obr. 6.17 Vlastni tvary tlakového pole, vlevo: 7. viastni tvar, vpravo: 9. viastni tvar
(v popredi obrazkii jsou vykresleny orientované krivky znazornujici virové struktury vlastnich
tvaru rychlostniho pole)
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Vlastni tvary tlakového pole se mezi sebou vzajemné liSi nejen samotnym umisténim
virovych struktur, ale také jinym zplGsobem. Neékteré vlastni tvary tlakového pole jsou
symetrické podle roviny y = 0 (vlastni tvary ¢islo 3 a 7) a jiné vlastni tvary jsou
antisymetrické podle této roviny (vlastni tvary ¢islo 1, 2, 5 a 9). U obou typtl tvarti nedochazi
k ptesné shodé mezi umisténim nejnizsich (resp. nejvyssich) hodnot vlastnich funkei tlaku a
umisténim virli, zndzornénych pomoci orientovanych kiivek.
nejvyssi) hodnoty vlastni funkce tlaku umisténé v blizkosti roviny symetrie, a lze tedy
pfedpokladat 1 podobné rozmisténi virovych struktur. Orientované kiivky (ziskané
z rychlostniho pole) vSak tento piedpoklad vyvraci a odhaluji vZzdy dvojice virth umisténych
v urcité vzdalenosti od osy symetrie.

V piipad€ antisymetrickych tvart tlakového pole (prvni, druhy, paty a devaty vlastni
tvar) je tomu piesn¢ naopak. Z priabehu orientovanych kiivek je zfejmé, ze v tomto piipadé
neexistuji dvojice viri, ale naopak pouze jeden vir s jadrem lezicim v blizkosti roviny
symetrie. Antisymetrické vlastni tvary tlakového pole tvoti naopak dvojice s malou a velkou
hodnotou vlastni funkce tlaku.

Na zaklad¢ vlastnich tvarii tlakového a rychlostniho pole, které jsou uvedeny v této
praci, a vlastnich tvari tlakovych a rychlostnich poli v praci autora Rudolf (2010) [15] Ize
predpokladat, Ze se symetrické a antisymetrické vlastni tvary po parech stfidaji. Prvni a druhy
vlastni tvar tlakového pole ma antisymetrické rozlozeni, tfeti a Ctvrty vlastni tvar tlakového
pole ma symetrické rozloZeni atd. U rychlostniho pole je to pfesné opacné. Je otazkou, jestli
tato hypotéza bude platit obecné a jestli toto stfidani symetrickych a antisymetrickych
vlastnich tvard nemlze mit néjaky hlubsi fyzikdlni vyznam spojeny s dynamikou proudéni.
Odpoveédi na tyto otazky (vCetné samotného potvrzeni této hypotézy na vétsim poctu piipadl)

leZi jiZ mimo rozsah této diplomové prace a nebudou zde proto dale feSeny.

Faktem zistava, ze nalezené virové struktury pomoci POD tlakového a rychlostniho
pole si velmi pifesné¢ odpovidaji svym relativnim umisténim ve sledované oblasti (pii
zanedbani rozdili mezi symetrickymi a antisymetrickymi vlastnimi tvary, tzn. rozdild mezi
jednim virem s jadrem v blizkosti roviny symetrie a dvojici vir umisténymi dale od roviny
symetrie). Dilezity je také fakt, Ze vlastni frekvence jednotlivych vlastnich tvarii ziskanych
z Casovych koeficientil rychlostniho a tlakového pole si vzdjemné odpovidaji a koresponduji 1
s vlastnimi frekvencemi Kdrménovy virové stezky.
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6.2.3 Vlastni tvary velikosti virivosti

V této kapitole je metoda vlastni ortogonalni dekompozice pouzita pro identifikaci
vlastnich tvart velikosti vifivosti. Dilezitost jednotlivych vlastnich tvara vifivosti je ur¢ena
pomoci hodnot relativni energie, kterd ma v ptipadé¢ pole vifivosti vyznam tzv. enstrofie (Obr.
6.18). Nulty vlastni tvar velikosti vifivosti neni tak dominantni jako v pfipad€ rychlostniho a
tlakového pole. Z grafit na Obr. 6.18 je ziejmé, Ze vlastnim tvarGm s vyS§im potfadovym
Cislem je v nékterych pripadech pfifazena az fadové vétsi hodnota relativni energie (resp.
enstrofie) nez v predchozich kapitolach. Nartst celkové relativni energie (enstrofie)
v kumulativnim grafu je vSak vyrazné pomalejsi, nicméné v prvnich deseti vlastnich tvarech
je ukryta vétSina celkové relativni energie proudéni (98,7 %). Prvnich deset vlastnich tvart je
tedy opét z pohledu dynamiky proudéni nejvyznamnéjsich a budou proto dale analyzovany.
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Obr. 6.18 Zobrazeni relativni enstrofie (relativni energie) viastnich tvaru virivosti,
nalevo: relativni enstrofie jednotlivych vlastnich tvarii, napravo: kumulativni graf
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Obr. 6.19 Zobrazeni priibehii casovych koeficientii a; (t)
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Z prubéhu casovych koeficientii (Obr. 6.19) je mozné, stejné¢ jako v ptedchozich
ptipadech, urcit vlastni frekvence pfislusnych vlastnich tvari proudéni. Po aplikaci
Fourierovy transformace na koeficient a;, ktery pfislusi k prvnimu vlastnimu tvaru proudéni,
vychazi vlastni frekvence f; pop = 2,051 Hz. Pro koeficient a, v§ak vychazi vlastni frekvence
odlidna, tedy /> pop = 4,102 Hz. To je vyznamny rozdil oproti piedchozim ptipadim, kdy bylo
mozné identifikovat stejnou prvni vlastni frekvenci f; pop u prvniho i druhého vlastniho tvaru
proudéni, druhou vlastni frekvenci f> pop u tietiho a Ctvrtého vlastniho tvaru proudéni atd.
V ptipad¢ casovych koeficientll velikosti vifivosti je opét mozné identifikovat vlastni
frekvence fpop u dvojice vlastnich tvarG ovSem s tim rozdilem, Ze jsou tyto frekvence
posunuté o jeden vlastni tvar, coZ je ndzorn¢ ukazéano v Tab. 1.

Tab. 1 Porovnani vlastnich frekvenci jednotlivych viastnich tvarii
Vlastni frekvence fpop jednotlivych vlastnich tvari proudéni [Hz]
(hodnoty jsou ziskané z casovych koeficientii a;)
Vlastni tvar ¢.

(Casovy Rychlostni pole Tlakové pole Pole velikosti viFivosti
koeficient a;)
1 2,051 2,051 2,051
2 2,051 2,051 4,102
3 402 —— 4102 — 4,102
4 4,102 4,102 6,152%*
5 6,152* 6,152* 6,152%*

* Tyto vlastni frekvence jiz nejsou ve frekvencni oblasti jediné vyrazné. Dalsi vyraznou vlastni
frekvenci je predevsim fipop = 2,051 Hz. U ostatnich vlastnich tvaru (s jesté vyssim
poradovym cislem) je rozlozeni viastnich frekvenci komplikovanéjsi.

Toto posunuti vlastnich frekvenci tedy znamend, Ze napi. druhy vlastni tvar
rychlostniho pole a druhy vlastni tvar velikosti vifivosti nekmitaji na stejnych frekvencich.
Podobné tomu je i v pfipadé vlastnich tvart velikosti vifivosti a tlakového pole (frekvence
vlastnich tvari tlakového pole a rychlostniho pole si totiz odpovidaji).

Jednim z hlavnich zavérh analyzy vlastnich tvart tlakového pole v piedchozi kapitole
bylo, Zze si vlastni tvary tlakového a rychlostniho pole odpovidaji svym geometrickym
umisténim koherentnich (virovych) struktur (pfi zanedbani rozdilii v symetrii tvard). Z
porovnani vlastnich tvart velikosti vifivosti s vlastnimi tvary rychlostniho a tlakového pole
vyplyva, ze si vlastni tvary geometrickym umisténim koherentnich struktur vzajemné
neodpovidaji (i s ohledem na definici vifivosti’). Prvni vlastni tvar rychlostniho a tlakového
pole si tedy neodpovidd s prvnim vlastnim tvarem velikosti vifivosti, druhy vlastni tvar
rychlostniho a tlakového pole si neodpovida s druhym vlastnim tvarem velikosti vifivosti atd.

Posunuti frekvenci vlastnich tvart vitivosti vici frekvencim vlastnich tvart tlakového
a rychlostniho pole (Tab. 1) ma souvislost s posunutim samotnych vlastnich tvar vifivosti
vuci vlastnim tvarim tlakového a rychlostniho pole. Pokud jsou tedy vlastni tvary tlaku a
rychlosti posunuty ve smyslu posunu ¢asovych koeficientli (Tab. 1), je mozné nalézt urCitou

> Velikost vektoru vifivosti je maximéalni v mistech, kde dochdzi k nejvétsim zménam rychlosti, tzn. kde je
nejvetsi gradient rychlosti. Mezi takova mista patii jadro viru a jeho okoli, ale také napf. mezni vrstva a dalsi.
Nemusi tedy vzdy platit, ze v mistech s velkou hodnotou velikosti vifivosti existuje vir.
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geometrickou podobnost mezi vlastnimi tvary rychlosti a vifivosti, resp. tlaku a vifivosti. Na
Obr. 6.21 az Obr. 6.23 jsou zobrazeny jiz vzajemné posunuté (odpovidajici si) vlastni tvary
rychlosti a vifivosti, pficemz v popfedi obrazkli jsou vykresleny orientované kiivky
znazoriyjici posunuté vlastni tvary rychlostniho pole a v pozadi nové nalezené vlastni tvary
velikosti vifivosti.

Z obr Obr. 6.21 a7 Obr. 6.23 je patmé, Ze pii zanedbani rozdilii v symetrii® si vlastni
tvary velikosti vifivosti a posunuté vlastni tvary rychlosti vzajemné svoji polohou odpovidaji.
U nékterych vlastnich tvar se vSak poloha koherentnich struktur vifivosti a rychlosti mirné
rozchazi, coz ma pravdépodobné pii¢inu v samotné definici vifivosti, ktera vychazi
z gradientu (tj. zmény hodnot) rychlostniho pole. V ptfipadé¢ porovnéni vlastnich tvart
vifivosti a tlakového pole je situace velice podobna.

Pricina posunuti vlastnich frekvenci a vlastnich tvarQ vifivosti oproti vlastnim
frekvencim a tvarim rychlostniho a tlakového pole (viz Tab. 1) nebyla v rdmci této prace
zcela objasnéna. Jednou z moZnych pficin by mohla byt chyba ve zpracovani dat velikosti
vifivosti, nicméné pro vypocet vlastnich tvarti byly ve vSech trech ptipadech (rychlost, tlak,
vifivost) pouzity vzdy stejné postupy a procedury, a proto je toto vysvétleni velmi
nepravdépodobné. Za Ucelem nalezeni pfiCiny tohoto posunuti byl dale proveden novy CFD
vypocet a nasledn¢ byla na ziskana data aplikovana Fourierova transformace (podobné jako
v kapitole 5). Nalezend spektra vlastnich frekvenci pole vifivosti byla porovnana s jiz
znamymi spektry vlastnich frekvenci tlaku a slozek rychlosti (viz kapitola 5). Ani v tomto
pfipad¢ vsSak nebyla objevena Zadna vyraznd souvislost. Nalezeni skutecného diivodu
posunuti vlastnich tvarti a frekvenci vifivosti by vSak vyzadovalo detailng;si analyzu samotné
metody POD, coZ je jiz mimo rozsah této prace.

Na Obr. 6.20 jsou pro Uplnost vykresleny nulté vlastni tvary vifivosti a rychlosti, které
maji vyznam cCasov¢ stiedni hodnoty. Tyto nulté vlastni tvary si vzdjemné odpovidaji bez
nutnosti posouvani.

0. vlastni tvar proudéni - velikost vifivosti
Relativni enstrofie ie) tvaru = 53.9%

0.035

003

10.025

10,02

Y [mm]

10.015

00

0.005

80 80 100 120 140 180
X [mm]

Obr. 6.20 Nulty viastni tvar velikosti virivosti (krivky podobné proudnicim v popredi obrazku
Jjsou ziskany z POD rychlostniho pole a velmi dobre identifikuji virové struktury)

% Rozdil v symetrii vlastnich tvart vifivosti a rychlosti je podobny jako v piipadé vlastnich tvart rychlosti a tlaku
(kapitola 6.2.2). Symetrickému vlastnimu tvaru rychlostniho pole tedy odpovidd nesymetricky vlastni tvar
vifivosti a opa¢né. Symetrie vlastnich tvarQ vifivosti a tlaku je souhlasna.
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1. viastni tvar proudéni - velikost vifivosti 2. viastni tvar proudéni - velikost vifivosti
Relativni fi gie) tvaru = 16.2%

Obr. 6.21 Viastni tvary velikosti viFivosti, vlevo: 1. vlastni tvar, vpravo: 2. viastni tvar
(v popredi obrazkii jsou vykresleny orientované krivky znazornujici virové struktury vlastnich
tvaru rychlostniho pole)

3. vlastni tvar proudéni - velikost vifivosti
Relativni enstrofie ie) tvaru = 7.02%

Obr. 6.22 Viastni tvary velikosti viFivosti, vlevo: 3. vlastni tvar, vpravo: 5. viastni tvar
(v popredi obrazkii jsou vykresleny orientované krivky znazornujici virové struktury vlastnich
tvaru rychlostniho pole)
- vlastni tvar proudéni - velikost vifivosti 9. vlastni tvar proudéni - velikost vifivosti

gie) tvaru = 1.45% lativni enstrofie (i gie) tvaru = 0.468%
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Obr. 6.23 Vlastni tvary velikosti virivosti, vlevo: 7. viastni tvar, vpravo: 9. viastni tvar
(v popredi obrazkii jsou vykresleny orientované krivky zndazornujici virove struktury vlastnich
tvarui rychlostniho pole)
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6.3 Rekonstrukce okamzitého snimku

Z vypocitanych hodnot casovych koeficientll a; (#) a vlastnich funkci, resp. vlastnich
tvari ¢;(x) lze provést rekonstrukci jakéhokoliv okamzitého snimku pfislusné veliciny.
Rekonstruovany okamzity snimek je mozné urcit pomoci vztahu (4.8), ktery je definovan
nasledovné (viz také kapitola 4):

M

u(X6) = ) a () - Hi(x)

i=1

V zavislosti na hodnoté M (tj. pocet pouzitych vlastnich tvart) se odviji presnost dané
rekonstrukce okamzitého snimku. Na nasledujicich obrazcich (Obr. 6.24 az Obr. 6.26) je
ukdzano, jak pocet pouzitych vlastnich tvarli pro rekonstrukci ovlivituje vysledny okamzity
snimek tlakového pole. Na levé strané Obr. 6.24 je zobrazen origindlni okamzity snimek
tlakového pole (v ¢ase t =5 s), ktery vznikl vykreslenim dat ziskanych ptimo z CFD vypoctu.
Na pravé strané je zobrazen nulty vlastni tvar tlakového pole, ktery je v ase neménny’ a ktery
slouzi jako vychozi tvar pro rekonstrukci. K tomuto nultému (Casové stfednimu) vlastnimu
tvaru jsou tedy postupné pii¢itany ostatni vlastni tvary. Cim vyssi pocet vlastnich tvard je pro
rekonstrukci zvolen, tim je rekonstrukce piesné&jsi (Obr. 6.25 a Obr. 6.26). Z téchto obrazkl je
ziejm¢, Ze pi1 uvazovani prvnich deseti vlastnich tvart (tj. nulty az devaty tvar) se
rekonstruovany okamzity tvar tlakového pole jiz velmi ptiblizuje origindlnimu okamzitému
snimku tlakového pole v daném case. Pti uvaZzovani pouze prvnich péti vlastnich tvart (tj.
nulty az Ctvrty tvar) lze ziskat o néco méné piesnou rekonstrukci, ktera se vSak v hlavnich
rysech uz také shoduje s origindlnim snimkem (Obr. 6.26, vlevo). Postupné zptesiovani
rekonstruovanych snimkl v zavislosti na poc¢tu pouzitych vlastnich tvarti koresponduje
s pfifazenim hodnot relativni mohutnosti jednotlivym vlastnim tvarim tlakového pole (Obr.
6.12).

Tento postup by bylo mozné pouzit 1 pro rekonstrukci okamzitého snimku
rychlostniho pole, ptipadné pole vitivosti. Vysledek by byl velice podobny jako v piipadé
rekonstrukce okamzitého snimku tlakového pole.

" Nulty vlastni tvar v ramci této ¢asti prace neni zcela neménny v &ase. Z pribéhu Easovych koeficienti (Obr-.
6.13) je ziejmé, ze mirné kmita. Nicméné tyto kmity jsou fadové mensi nez kmity u ostatnich vlastnich tvart a
1ze je proto vzhledem k ostatnim hodnotam ¢asovych koeficientd povazovat téméf za konstantni.
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Rekonstukce okaméitého snimku tlakového pole
Okamzity snimek (snapshot) tlakového pole v éaset=5s Cas1=5s, Pocet pouzitych viastnich tvari = 1
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Obr. 6.24 Rekonstrukce okamzitych snimku statického tlaku,
vilevo: origindlni okamzity snimek v caset =5 s,
vpravo: nulty viastni tvar tlakového pole, ktery je vychozim tvarem pro rekonstrukci
Rekonstukce okamZilého snimku tlakového pole Rekonstukee okamzitého snimku tlakového pole
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Obr. 6.25 Rekonstrukce okamZitych snimkui statického tlaku v caset = 5 s,
vlevo: rekonstruovany okamzity snimek pomoci prvnich dvou viastnich tvaru (4j. 0. a 1. tvar),
vpravo: rekonstruovany okamzity snimek pomoci prvnich c¢tyr vilastnich tvaru (tj. 0. az 3. tvar)

Rekonstukce okamzitého snimku tlakového pole Rekonstukee okamzitého snimku tlakového pole
Cast=5 s, Pocet pouzitych vlastnich tvari = 5 Cas t = 5 s , Podet pouzitych viastnich tvara = 10
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Obr. 6.26 Rekonstrukce okamzitych snimkii statického tlaku v case t = 5 s,
vlevo: rekonstruovany okamzity snimek pomoct prvnich péti vlastnich tvari (4. 0. az 4. tvar),
vpravo: rekonstruovany okamzity snimek pomoci prvnich 10 viastnich tvaru (1j. 0. az 9. tvar)
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7 Aplikace metody vlastni ortogonalni dekompozice a CFD
vypocti na proudéni v kuzelové savce vodni turbiny

Tato kapitola se zabyva aplikaci metody vlastni ortogonalni dekompozice na proudéni
v kuzelové savce vodni turbiny, ve které vznika virovy cop. Potfebna data pro metodu POD
byla ziskana pomoci CFD vypoctl, které byly provedeny vedoucim této prace. Identifikace
vlastnich tvarti proudéni je nasledné provadéna pro rychlostni a tlakové pole. V nasledujici
podkapitole je popsana geometrie této tlohy a hlavni parametry CFD vypoctu.

7.1 CFD vypoity

Pro vypocty proudéni v kuzelové savce vodni turbiny byl pouzit komer¢ni program
Fluent. Vypocetni sit’ o velikosti 483 000 bunck (typu QUAD) byla vytvotfena v preprocesoru
Gambit. Cel4 uloha byla feSena ve 3D. Na Obr. 7.1 jsou zobrazeny hlavni rozméry vypocetni
domény, které byly pievzaty z prace autora Susan-Resiga et al. (2006) [18]. Data potiebna pro
metodu POD byla zapisovana z dil¢iho objemu, ktery mél 55720 bunék a jehoZ hlavni
rozmé&ry a umisténi jsou zobrazeny na Obr. 7.1 a Obr. 7.3.

800 2 000
480
o o o o
o < o o
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Obr. 7.1 Hlavni rozmeéry kuzelové savky (vcetné ustavovaciho nastavce o délce 2 m).
Z vysrafované oblasti byla zapisovana data pro metodu POD

Vstupni okrajova podminka — rychlostni vstup (Obr. 7.3):

Vstupni rychlostni profil do savky byl pievzat z prace autora Susan-Resiga et al.
(2006) [18] a je tvoten souctem nékterych zakladnich modelii vird (viz kapitola 2.1.1). Tento
rychlostni profil odpovida 90% hodnoté optimalniho pritoku Q.p: danou turbinou. Jedna se
tedy o provoz turbiny mimo optimum, pii kterém v savce vznikd virovy cop. Jednotlivé
rychlosti zkoumaného profilu vetné porovnani s optimalnim rychlostnim profilem jsou
zobrazeny na Obr. 7.2. Prubé¢h téchto rychlosti je obecné popsén nasledujicimi vztahy (Susan-
Resiga et al., 2006) [18]:

Tangencialni rychlost:

R? r2 R3 r2
Ve(r)=[20-r+!21-T- 1—exp Rz +!22-T- 1—exp 2z (7.1)
1 2
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Axialni rychlost:

r? r?
Vax(r) = Uy + Uy - exp <— F) + U, - exp (— F) (7.2)
2

1

Radialni rychlost:

ve(r)=0 (7.3)

Kde r je relativni vzdalenost od osy rotace a plati r € < 0; 1 >, pficemz
Iskutetny = Tskutetngmax "I = 0,21 (7.4)
Konstanty v rovnicich (7.1) a (7.2) jsou pro optimélni a zvoleny rychlostni profil dany

nasledujici tabulkou (Susan-Resiga ef al., 2006) [18]:

Tab. 2 Empirické konstanty pro vypocet zkoumaného a optimalniho rychlostniho profilu
= Q() Ql Qz Uy U, U, R, R,
90% Qopt | 0,31765 | -0,62888 | 2,2545 | 0,30697 & 0,01056 | -0,3189 | 0,4664 | 0,1305
Qopt 0,27113 | -0,8031 3,496 0,31991 | 0,0871 | -0,2735 | 0,3729 | 0,0831

Porovnani rychlostnich profilt

axialni rychlost (90% optimalniho prltoku)

tangencialni rychlost (90% optimalniho pratoku)
= == axialni rychlost (optimalni pratok)

= = tangencidlni rychlost (optimalni pritok)
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Obr. 7.2 Porovnani rychlostnich profilii (optimalni a zkoumany rychlostni profil)
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Ostatni okrajové podminky (Obr. 7.3):
Na vystupu z vypocetni domény je ptredepsan atmosféricky tlak. Stény savky jsou
modelovany jako neprito¢né a je na nich pfedepisovana nulova rychlost (okrajova podminka

Wall). Umisténi vSech okrajovych podminek je zobrazeno na Obr. 7.3.

objem, ze kterého byla zapisovana data pro POD

sténa se trenim (wall)

rychlostni vstup (velocity inlet)

7

Obr. 7.3 Umisteni okrajovych podminek a dilciho objemu pro zapisovani dat pro POD

é tlakovy vystup (pressure outlet)

Cela uloha je feSena jako nestacionarni s Casovym krokem AT = 0,001 s. Pro vlastni
CFD vypocet jsou pouzity Reynoldsovy stfedované rovnice, neboli RANS (Reynolds
Avaraged Navier-Stokes). Turbulentni proudéni je modelovano pomoci modelu RSM
(Reynolds Stress Model), které je vhodné pro silné zavifené proudéni. Pro vypocet
hybnostnich ¢lentl je pouzito interpolacni schéma QUICK a pro vypocet turbulentnich veli¢in
je pouZzito interpolacni schéma UPWIND 2. tadu. Tlakové cCleny jsou pocitany pomoci
interpola¢niho schématu ,,PRESTO!“. Mezni vrstva je modelovana pomoci nerovnovaznych
sténovych funkci.

Béhem vypoctu byly v kazdém ¢asovém kroku po dobu 2 sekund pofizovany okamzité
snimky (,,snapshoty*) nasledujicich veli¢in:

statického tlaku

rychlosti ve sméru osy x
rychlosti ve sméru osy y
rychlosti ve sméru osy z

Celkem tedy bylo pofizeno 2000 okamzitych snimkii od kazdé veliCiny a z kazdé
buniky umisténé ve sledované casti savky. Pomoci takto ziskanych dat a metody POD je jiz
mozné identifikovat 3D vlastni tvary virového copu (virového proudéni) v kuzelové savce
vodni turbiny.
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7.2 Vlastni tvary virového copu

7.2.1 Vlastni tvary rychlostniho pole (velikosti rychlosti)

V této kapitole je pouzita metoda POD pro identifikaci vlastnich tvarG velikosti
rychlosti v daném dil¢im objemu kuzelové savky, ve které vznikd virovy cop. DileZitost
jednotlivych vlastnich tvarG virového copu je (podobné jako u vlastnich tvarti rychlostniho
pole Karménovy virové stezky) urcena velikosti relativni kinetické energie (Obr. 7.4). Nulty
vlastni tvar proudéni ma op€t vyznam Casovée stfedni hodnoty a v tomto pfipad¢ je vyrazné
dominantni (cca 96 % celkové relativni kinetické energie). Z tohoto dlivodu jsou ostatni
relativni kinetické energie vlastnich tvarQi velice malé. VéEtsi rozliSitelnosti mezi energiemi
jednotlivych vlastnich tvarti by bylo mozné dosdhnout vylou¢enim casové stfednich hodnot
z celé metody POD (vyloucenim nultého vlastniho tvaru). Z grafu na Obr. 7.4 je zietelné, ze
prvni a druhy vlastni tvar maji vy$8i hodnotu relativni kinetické energie nez vlastni tvary
s vétSim porfadovym Cislem. Prvni a druhy vlastni tvar velikosti rychlosti virového copu jsou
tedy dle ocekéavani z pohledu dynamiky proudéni nejvyznamné;si.
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Obr. 7.4 Zobrazeni relativnich kinetickych energii jednotlivych viastnich tvaru, vlevo: velikost
relativni kinetické energie, vpravo: kumulativni graf relativnich kinetickych energii
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Obr. 7.5 Zobrazeni priibéhii casovych koeficienti a; (1)
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Z prubéhu cCasovych koeficienti (Obr. 7.5) lze urcit vlastni frekvence jednotlivych
vlastnich tvari proudéni. Po aplikaci Fourierovy transformace na koeficient a; a a
(ptislusejici k prvnimu a druhému vlastnimu tvaru velikosti rychlosti) vychazi vlastni
frekvence shodné f; pop = 18,07 Hz. Tato frekvence odpovidé frekvenci rotace virového copu,
ktera byla urcena piimo na zakladé CFD vypoctla. Tento vysledek by bylo vhodné ovérit jeste
experimentalng, nicméné pro dany rychlostni profil nejsou potfebnad data z experimentu
dostupnd. U ostatnich casovych koeficientl (kromé nultého) maji amplitudo-frekvenéni
charakteristiky pomérné slozité pribehy, ve kterych vSak lze identifikovat nasobky zakladni
frekvence rotace copu.

Na Obr. 7.6 az Obr. 7.12 jsou vykresleny 3D vlastni tvary velikosti rychlosti. V levé
Casti téchto obrazkii jsou vykresleny fezy sledovanym objemem, ze kterych je patrné
rozlozeni velikosti vlastni funkce ¢;, resp. velikosti rychlosti ptislusejici danému vlastnimu
tvaru'. V pravé &asti obrazki jsou vzdy vykreslena stejna data pomoci plochy o konstantni
hodnot¢ vlastni funkce ¢;. Tyto konstantni hodnoty vlastni funkce jsou pro kazdy tvar vhodné
voleny na zéklad¢ zminénych fezii. Obrazky na pravé strané tedy ukazuji prostorové vlastni
tvary velikosti rychlosti.

Nulty, tzn. casové stiedni vlastni tvar (Obr. 7.6), dosahuje nejvyssich hodnot vlastnich
funkci, resp. nejvyssich velikosti rychlosti v mistech, kde se jiz virovy cop nevyskytuje, tzn.
na okrajich sledovaného objemu (v téchto mistech jsou vyznamné axialni (z-ové) slozky
rychlosti). Nulty vlastni tvar je srovnatelny s ¢asové stfednim pohledem na dané proudéni.
Takovyto Casové stfedni pohled je mozné ziskat napt. zprogramu Fluent (pfi pouziti
Reynoldsovych ¢asové sttedovanych rovnic).

Na Obr. 7.7 a Obr. 7.8 jsou znazornény prvni a druhy vlastni tvar velikosti rychlosti.
Tyto tvary jsou z dynamického pohledu nejvyznamnéj$i a jsou tvofeny dvéma rameny
(spirdlami). Z danych fezil je patrna symetrie téchto vlastnich tvarti (podobné tomu bylo i u
vlastnich tvari velikosti rychlosti Karméanovy virové stezky v kapitole 6.2.1). Tyto vlastni
tvary velikosti rychlosti virového copu kmitaji v podobném smyslu jako vlastni tvary velikosti
rychlosti Karmanovy virové stezky, tzn. od zobrazenych maximalnich hodnot po nulu a zpét.

Na Obr. 7.9 az Obr. 7.12 jsou zobrazeny vlastni tvary velikosti rychlosti virového
copu mirné odliSnym zplisobem. Na zéklad¢ fezi v levé ¢asti obrazkl je opét vykreslen 3D
tvar s konstantni (velkou) hodnotou vlastni funkce ¢; (zobrazeno Cerveng). Tyto Cervené
vlastni tvary jsou doplnény jesté o tvary, které¢ vzniknou vykreslenim pomoci druhé (nizsi)
konstantni hodnoty vlastni funkce ¢; (zobrazeno modie). Modré tvary odhaluji dodatecny
(skryty) charakter téchto vlastnich tvari, ktery neni z danych fezli (vzhledem k maximalnim
hodnotam vlastni funkce) ziejmy”. Na tomto mistd je nutné zdiiraznit, Ze mezi Cervenym a
modrym tvarem nedochézi ke sttidavému kmitani, které je charakteristické pro vlastni tvary
tlaku (viz kapitola 6.2.2 a 7.2.2 a videa v pfiloze). Jedna se tedy jen o dva odlisné zplsoby
vykresleni vlastniho tvaru velikosti rychlosti, které 1épe znadzoriiuji charakter daného vlastniho
tvaru.

' Pomoci slozek rychlosti by bylo mozné v jednotlivych fezech vykreslit i vektorové rychlostni pole, nicméné
tyto vysledky jsou jiz pro stejny rychlostni profil a geometrii prezentovany v praci autora Rudolf (2010) [15] a
nebudou proto v této praci uvadény.

? Ofiznuti modrych tvari ma souvislost s velikosti daného dil¢iho obejmu, ze kterého byla data ziskéna.
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0. vlastni tvar velikosti rychlosti 0. vlastni tvar velikosti rychlosti
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Obr. 7.6 Nulty viastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: 7ezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
konstantni hodnoty viastni funkce ¢.
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Obr. 7.7 Prvni viastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: iezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
konstantni hodnoty vlastni funkce ¢
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2. vlastni tvar velikosti rychlosti 2. vlastni tvar velikosti rychlosti
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Obr. 7.8 Druhy vlastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni
pomoci konstantni hodnoty viastni funkce ¢
3. vlastni tvar velikosti rychlosti 3. vlastni tvar velikosti rychlosti
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Obr. 7.9 Treti viastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: Fezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot viastnich funkci ¢ (dva zpusoby zobrazeni), tvar s vyssi hodnotou
viastni funkce je zobrazen cervené
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Obr. 7.10 Paty viastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni
pomoci dvou konstantnich hodnot viastnich funkci ¢ (dva zpiisoby zobrazeni), tvar s vyssi
hodnotou viastni funkce je zobrazen cervené
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Obr. 7.11 Sedmy vlastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni
pomoci dvou konstantnich hodnot viastnich funkci ¢ (dva zpiisoby zobrazeni), tvar s vyssi
hodnotou viastni funkce je zobrazen cervené
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Obr. 7.12 Devaty viastni tvar velikosti rychlosti, vlevo: iezy objemem, vpravo: vykresleni
pomoct dvou konstantnich hodnot viastnich funkci ¢ (dva zpiisoby zobrazeni), tvar s vyssi
hodnotou vlastni funkce je zobrazen cervené

64



EU, FSL, VUT Brno VLASTNI TVARY VUT-EU-ODDI-13303-08-11
Jizdny Martin VIROVEHO PROUDENI Diplomova prace, 2011

7.2.2 Vlastni tvary tlakového pole

V této kapitole je pouzita metoda POD pro identifikaci vlastnich tvart tlakového pole
v daném dil¢im objemu kuZzelové savky. Dilezitost jednotlivych vlastnich tvari tlakového
pole, resp. virového copu je v tomto piipad€ urCena relativni mohutnosti (relativni energii
daného tvaru, Obr. 7.13). Nulty vlastni tvar proudéni (s vyznamem casové stfedni hodnoty) je
opét vyrazné¢ dominantni (cca 95 % celkové relativni mohutnosti). Z tohoto divodu jsou
hodnoty relativni mohutnosti pfifazované ostatnim vlastnim tvaram velice malé. VEtsi
rozliSitelnosti mezi energiemi jednotlivych vlastnich tvard by bylo opét mozné dosahnout
vylou€enim casové stiednich hodnot z celé metody POD (vylou¢enim nultého vlastniho
tvaru). Z grafu na Obr. 7.13 je dale zietelné, ze prvni a druhy vlastni tvar maji vy$si hodnotu
relativni mohutnosti nez vlastni tvary s vét§im poradovym ¢islem. Prvni a druhy vlastni tvar
tlakového pole, resp. virového copu jsou tedy dle ocekévani z pohledu dynamiky proudéni
opét nejvyznamneé]si.

Graf rozlozeni relativni mohutnosti Kumulativni graf relativhi mohutnosti
(relativni energie) vlastnich tvaril - staticky tlak {relativni energie) vlastnich tvarll - staticky tlak
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Obr. 7.13 Zobrazeni relativni mohutnosti (relativni energie) viastnich tvaru tlakového pole,
nalevo: relativni mohutnost jednotlivych viastnich tvari, napravo: kumulativni graf
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Obr. 7.14 Zobrazeni priibéhii casovych koeficientu a; (t)
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Z prubéhu casovych koeficientit (Obr. 7.14) lze urcit vlastni frekvence jednotlivych
vlastnich tvar proudéni. Po aplikaci Fourierovy transformace na koeficient a; a a;
(ptisluSejici k prvnimu a druhému vlastnimu tvaru tlakového pole) vychazi vlastni frekvence
opet shodné f;pop = 18,07 Hz, coz je frekvence rotace virového copu (viz ptfedchozi
kapitola). U ostatnich ¢asovych koeficienti (kromé¢ nultého) maji amplitudo-frekvencni
charakteristiky pomérné slozité pribchy, ve kterych vSak opét lze identifikovat nasobky
zékladni frekvence rotace copu. Vlastni frekvence ziskané z casovych koeficientt
rychlostniho a tlakového pole si tedy vzdjemné pro jednotlivé tvary odpovidaji (mensi rozdily
jsou az u vlastnich tvari s vysSS§im pofadovym ¢islem). Tyto poznatky o casovych
koeficientech jsou ve shod¢ s vysledky, které byly dosaZzeny pfi aplikaci metody POD na
Karménovu virovou stezku.

Na nasledujicich obrazcich (Obr. 7.15 az Obr. 7.21) jsou vykresleny 3D vlastni tvary
tlakového pole. V levé &asti obrazkil jsou opét vykresleny fezy” sledovanym objemem, ze
kterych je patrné rozlozeni velikosti vlastni funkce ¢; (velikost vlastni funkce v tomto piipadé
uzce souvisi s velikosti statického tlaku). Z jednotlivych fezl vyplyva, Ze pro vlastni tvary
statického tlaku (kromé nultého) jsou charakteristické dva geometrické tvary, které odpovida;ji
kladnym a zapornym hodnotdm vlastni funkce ¢;. V pravé Casti obrazka jsou tyto dva
geometrické tvary vykresleny v prostoru, pfi¢emz geometricky tvar prislusejici kladné
hodnot¢ vlastni funkce ¢; dané¢ho vlastniho tvaru je zobrazen Cervené a geometricky tvar
vztahujici se k zaporné hodnoté vlastni funkce ¢; je vykreslen modie. Jednotlivé vlastni tvary
virového copu v €ase opét kmitaji podobnym zplisobem jako vlastni tvary statického tlaku u
Karménovy virové stezky (viz pfiloha). Béhem tohoto kmitdni dochazi k postupné zmeéné
kladnych hodnot vlastni funkce na zadporné a zpét, resp. ke zmeéné ze zadpornych hodnot vlastni
funkce na kladné a zpét v ptipad¢ modie vykreslenych geometrickych tvart.

Pro jeden vlastni tvar tlakového pole jsou tedy charakteristické dva tvary geometrické
(déany kladnou a zdpornou hodnotou vlastni funkce), coz je podstatny rozdil oproti vlastnim
tvarim velikosti rychlosti, kdy byl identifikovan jen jeden tvar geometricky pfislusejici
k jednomu tvaru vlastnimu (viz napi. Obr. 7.7 a Obr. 7.8). Tento rozdil ma pfi¢inu
v samotném uvazovani velikosti rychlosti, kdy je dle zndmého vztahu pocitana velikost
vektoru z jeho jednotlivych slozek. Timto postupem jsou zaporné slozky vektoru rychlosti
eliminovany a je uvazovana jen jejich absolutni hodnota. Vlastni tvary tlaku a velikosti
rychlosti se ztohoto divodu obtizné¢ porovnavaji. Je vSak velice pravdépodobné, Ze pfi
soucasném vykresleni odpovidajicich si 3D koherentnich struktur tlakového pole a pfi
vhodném 3D zobrazeni proudnic (pocitanych ze slozek rychlosti a znazornujicich dany vlastni
tvar rychlosti) by bylo mozné pozorovat vzajemnou souvislost a podobné umisténi mezi
vlastnimi tvary rychlosti a tlaku. Tento ptfedpoklad vychéazi z vysledki kapitoly 6.2.2, kde
bylo provedeno vykresleni odpovidajicich si 2D vlastnich tvar tlaku a rychlosti v ramci
jednoho obrazku.

Nulty vlastni tvar (Obr. 7.15) ma vyznam casové¢ stiedni hodnoty tlakového pole. Na
podélném fezu tohoto vlastniho tvaru (Obr. 7.15, vlevo) jsou ndzorné vidét dvé raznobezné
asti piimek®, které tvoii fez pomyslnou kuZelovou plochou. Tato kuZelova plocha tvoii
hranici vyskytu virového copu a znazoriiuje tedy jeho postupné rozsifovani v radidlnim sméru
v zavislosti na sméru axialnim. Uhel, ktery je pro tuto kuZzelovou plochu charakteristicky, je

? Jednotlivé fezy tlakovym polem jsou velice blizké vysledkiim v praci autora Rudolf (2010) [15].
* Tyto &asti piimek jsou znazornény pomoci konstantni hodnoty vlastni funkce (2luta barva na derveném pozadi).
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v tomto piipad¢ vétsi nez dany uhel kuzelové savky, ve které virovy cop vznikd (Rudolf,
2010) [15].

Prvni i1 druhy vlastni tvar tlakového pole (virového copu) je tvofen vzdy dvojici
spiradlovych utvart (Obr. 7.16 a Obr. 7.17). Tyto dva vlastni tvary jsou vzdjemné pootoceny o
tihel 90° a tvoii par’, coz je v souladu s teoretickymi poznatky o metodé POD. Tfeti vlastni
tvar tlakového pole je svym geometrickym usporadanim pomémé specificky® (Obr. 7.18).
Z daného tezu (Obr. 7.18, vievo) vyplyva, ze k celkovému obrazu tlakového pole tento tvar
pfispiva pfedevSim ve spodni ¢éasti sledovaného objemu. Paty vlastni tvar ma jiz opét
spiralovy charakter. Velikost prifezu spirdlovych tutvar u tohoto vlastniho tvaru rychle
nariistd, a z tohoto diivodu je velmi pravdépodobné, Ze bude tento vlastni tvar ovliviiovat
celkovy obraz tlakového pole opét predevSim ve spodni ¢asti sledovaného objemu. Sedmy a
devaty vlastni tvar tlakového pole ma jiz komplikovanéj$i geometrii (podobné jako u vysSich
vlastnich tvarti tlakového pole v piipadé¢ Karmanovy virové stezky). U téchto dvou vlastnich
tvart se po vykresleni jedné kladné a jedné zaporné konstantni hodnoty vlastni funkce ¢;
objevi dv¢ koherentni struktury, které jsou (na rozdil od ptedchozich vlastnich tvari)
charakteristické hned ¢tyfmi spirdlovymi Gtvary.

Pomoci metody vlastni ortogonalni dekompozice je tedy mozné vypocitat a nasledné
vykreslit prostorové vlastni tvary tlakového a rychlostniho pole (resp. velikosti rychlosti),
které umoznuji odliSny pohled na dynamické jevy probihajici pfi rotaci virového copu v savce
vodni turbiny.

0. vlastni tvar statického tlaku 0. vlastni tvar statického tlaku
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Obr. 7.15 Nulty viastni tvar tlakového pole, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
konstantni hodnoty vlastni funkce ¢

> Vlastni tvary tvofici par maji podobnou hodnotu relativni mohutnosti (energie) a podobny (pootogeny)
geometricky tvar.

® Ofiznuti prostorovych tvari u tietiho, patého a devatého vlastniho tvaru tlakového pole je zpiisobeno koncem
daného dil¢iho objemu, ze kterého byla zapisovéana data.
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1. vlastni tvar statického tlaku 1. vlastni tvar statického tlaku
Relativni mohutnost tvaru = 1.63 % Vykresleno pomom konstanml hodnog
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Obr. 7.16 Prvni viastni tvar tlakového pole, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot viastni funkce ¢ (Cerveny a modry tvar v case kmitaji a méni
vzdjemné velikost vilastni funkce z kladnych hodnot do zapornych a zpet)

2. vlastni tvar statického tlaku 2. vlastni tvar statického tlaku
Relativni mohutnost tvaru = 1.63 % Vykresleno pomoci konstantnl hodno
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Obr. 7.17 Druhy viastni tvar tlakového pole, vlevo: Fezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot viastni funkce ¢ (Cerveny a modry tvar v ¢ase kmitaji a meni
vzdjemné velikost vlastni funkce z kladnych hodnot do zapornych a zpét)
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3. vlastni tvar statického tlaku
Relativni mohutnost tvaru = 0.286 %
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Obr. 7.18 Treti viastni tvar tlakového pole, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot vlastni funkce ¢ (Cerveny a modry tvar v ¢ase kmitaji a meni
vzdjemné velikost vilastni funkce z kladnych hodnot do zapornych a zpet)

5. viastni tvar statického tlaku
Relativni mohutnost tvaru = 0.229 %
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Obr. 7.19 Paty viastni tvar tlakového pole, vlevo: Fezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot vlastni funkce ¢ (Cerveny a modry tvar v ¢ase kmitaji a meni
vzajemné velikost viastni funkce z kladnych hodnot do zapornych a zpét)
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7. vlastni tvar statickeho tlaku 7. vlastni tvar statickeho tlaku
Relativni mohutnost tvaru = 0.071 % Vykresleno pomoci konstantni hodnol
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Obr. 7.20 Sedmy vlastni tvar tlakového pole, vlevo: rezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot viastni funkce ¢ (Cerveny a modry tvar v case kmitaji a meni
vzdjemné velikost vlastni funkce z kladnych hodnot do zapornych a zpét)

9. vlastni tvar statického tlaku 9. vlastni tvar statického tlaku
Relativni mohutnost tvaru = 0.065 % Vykresleno pomoci konstantni hodnobv
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Obr. 7.21 Devaty viastni tvar tlakového pole, vlevo: Fezy objemem, vpravo: vykresleni pomoci
dvou konstantnich hodnot viastni funkce ¢ (Cerveny a modry tvar v ¢ase kmitaji a meni
vzajemné velikost viastni funkce z kladnych hodnot do zapornych a zpét)
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7.3 Rekonstrukce okamzitého snimku

V této kapitole je provedena rekonstrukce okamzit¢ho snimku virového copu. Metoda,
kterou lze tyto okamzité snimky virového copu ziskat, je stejnd jako v kapitole 6.3, kdy byl
rekonstruovan okamzity snimek tlakového pole Karmanovy virové stezky.

Na nasledujicich obrazcich je ukazano, jak pocet vlastnich tvarti pouzitych pro
rekonstrukci ovliviiuje vysledny okamzity snimek virového copu. Na Obr. 7.22 vlevo je
originalni snimek virového copu v Case 1 sekunda (vykresleno pomoci konstantni hodnoty
statického tlaku pgiar = -20350 Pa). Na Obr. 7.22 vpravo a Obr. 7.23 jsou postupné zobrazeny
rekonstruované okamzité snimky virového copu z prvnich dvou, tii a deseti vlastnich tvard
(v€etné nultého tvaru). Z této postupné rekonstrukce je patrné, ze prvni a druhy vlastni tvar
maji podle ocekdvani nejvetsi vliv na okamzity tvar virového copu. Z porovnani Obr. 7.22 a
Obr. 7.23 dale vyplyva, ze 1 vlastni tvary s vy$§im porfadovym cislem maji urcity vliv na
vysledny tvar rekonstruovaného okamzitého snimku. Postupné zpiesiiovani rekonstruovanych
snimkil v zavislosti na poctu pouzitych vlastnich tvarti opét koresponduje s ptifazenim hodnot
relativni mohutnosti jednotlivym vlastnim tvarim tlakového pole (Obr. 7.13).

Pomoci zpétné rekonstrukce okamzitého snimku virového copu lze tedy cCéasteCné
verifikovat spravnost provadénych vypoctu.
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Rekonstruovany snimek, t = 1s, Pusi ® -20350 Pa

Originalni snimek viroveho copu v éase t = 1s
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Obr. 7.22 Rekonstrukce okamzitého snimki virového copu v case t = 1 s (vykresleno pomoci
konstantniho statického tlaku p=-20350 Pa) vlevo: origindlni snimek virového copu, vpravo:
rekonstruovany okamzity snimek vytvoreny z prvnich dvou viastnich tvaru (4. 0. a 1. tvar)

Rekonstruovany snimek, t = 1s, p L= -20350 Pa Rekonstruovany snimek, t = 1s, Pya = -20350 Pa
Pocet pouzitych vlastnich tvarti = 3 Pocet pouzitych vlastnich tvarii = 10
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Obr. 7.23 Rekonstrukce okamZitého snimku virového copu v case t = 1 s (vykresleno pomoci
konstantniho statického tlaku p=-20350 Pa) vlevo: rekonstruovany okamzity snimek
vytvoreny z prvnich trech viastnich tvarii (tj. 0. az 2. tvar)., vpravo: rekonstruovany okamzity
snimek vytvoreny z prvnich deseti vlastnich tvarii (1. 0. az 9. tvar)
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8 Zaveér

V piedlozené diplomové praci byla studovdna dynamika virového proudéni u
nasledujicich dvou ptipadii:

e obtékani kvadru, za kterym vznikd Kdrmanova virova stezka (feSeno v roving),

e virové proudéni v kuZzelové savce vodni turbiny, ve které vznikd virovy cop (feSeno
v prostoru).

Jednim z hlavnich vysledki této diplomové prace je identifikace vlastnich tvart u
zminénych dvou typt virového proudéni. Vstupni data do metody vlastni ortogonalni
dekompozice, pomoci které Ize vlastni tvary proudéni identifikovat, byla v obou ptipadech
ziskdna pomoci numerického modelovani proudéni (CFD vypoctl). Nasledné byly vyvinuty
dil¢i procedury v programu Matlab, které umoziuji samotny vypocet a nasledné zobrazeni
vlastnich tvari proudéni.

V prvni fazi této prace byla metodika vypocth vlastnich tvara (a frekvenci) testovana
na uloze obtékani kvadru, za kterym vznikd Karmanova virova stezka. U této tlohy byly
znamy experimentalni vysledky (pfedevSim velikost frekvence periodicky se odtrhavajicich
virtt) a bylo tedy mozné vii¢i témto experimentalnim vysledktim verifikovat vysledky ziskané
z numerického modelovani proudéni. Nasledn¢ byly verifikovany 1 samotné vypocty
(procedury) pouzité pro urceni vlastnich tvarti proudéni a to formou porovnani vlastnich
frekvenci ziskanych z CFD vypocth s vlastnimi frekvencemi jednotlivych vlastnich tvart
proudéni. Spravnost vypoctl, pomoci kterych Ize identifikovat vlastni tvary proudéni, byla
castecné ovétena 1 ze zdarilé rekonstrukce zvoleného okamzitého snimku tlakového pole.

Metodika pro urceni vlastnich tvarli proudéni byla v pfipadé Karmanovy virové
stezky aplikovana na pole rychlostni, tlakové a pole velikosti vifivosti. Pro kazdé z téchto poli
byly identifikovany vlastni tvary, kterym byla pfifazena urcitd hodnota relativni energie
znazoriujici jejich dilezitost. Ve vSech ptipadech byla nultému vlastnimu tvaru proudéni
pfifazena vétSina relativni energie proudéni. Tento tvar ma vyznam Casové€ stfedni hodnoty, a
neni tedy z dynamického pohledu pfili§ zajimavy.

Dynamicky zajimavé jsou vSak ostatni vlastni tvary odhalujici skryté koherentni
(virové) struktury Karmanovy virové stezky. Tyto vlastni tvary kmitaji na frekvencich, které
jsou vzdy nasobkem zakladni frekvence periodicky se odtrhavajicich vir. V pfipad€ vlastnich
tvart rychlostniho a tlakového pole je mozné identifikovat zakladni frekvenci odtrhadvani vira
(2,063 Hz) u prvnich dvou vlastnich tvart, coz odpovidé teoretickym poznatkim o metodé¢
vlastni ortogonalni dekompozice. Kmitani vybranych vlastnich tvart rychlostniho a tlakového
pole je zachyceno i1 na videich umisténych v piiloze této prace. Ze vSech vlastnich tvari je na
zéklad¢ hodnot relativni energie vzdy nejvyznamnéjsi prvni a druhy vlastni tvar daného pole a
az poté tvary dalSi (tento vysledek je preduren samotnym pouzitim metody vlastni
ortogondlni dekompozice). Z nalezenych vlastnich tvard Kérmanovy virové stezky také
vyplyva, Ze slozitost identifikovanych koherentnich (virovych) struktur se s nardstajicim
potadovym Cislem vlastnich tvarti postupné zvétsuje.

Z porovnani nalezenych vlastnich tvart rychlosti, tlaku a velikosti vifivosti vyplynulo
nckolik zavislosti, které by mohly mit ur€ity fyzikalni vyznam. Mezi tyto zavislosti patii
predevsim rozdilnost v symetrii odpovidajicich si vlastnich tvarh rychlosti a tlaku, ktera je
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inverzniho charakteru (symetrickému vlastnimu tvaru rychlosti odpovida nesymetricky vlastni
tvar tlakového pole a opacné). Déale dochazi u vlastnich tvarh rychlosti a tlaku ke stfidani
symetrickych a antisymetrickych tvart vzdy po parech, coz by také mohlo mit urcity hlubsi
fyzikdlni vyznam. Z porovnédni vlastnich tvarG rychlosti a velikosti vifivosti (resp. jejich
vlastnich frekvenci) dale vyplyva, ze vlastni tvary velikosti vifivosti jsou vici vlastnim
tvarim rychlosti (i tlaku) posunuty pravé o jeden vlastni tvar. Nalezeni pficiny tohoto
posunuti stejné jako nalezeni moznych fyzikalnich vyznamu u ostatnich uvedenych zéavislosti
mezi vlastnimi tvary rychlosti, tlaku a vifivosti nebylo v ramci této diplomové prace
provedeno. Studium téchto zéavislosti by vSak mohlo byt pfedmétem nékteré dal§i préace
zabyvajici se vlastnimi tvary proudéni a metodou vlastni ortogonalni dekompozice.

V zavére€né Casti této prace byla pouzita jiz otestovana metodika pro identifikaci
prostorovych vlastnich tvar proudéni v kuzelové savce vodni turbiny, ve které vznika virovy
cop. Prostorové vlastni tvary byly v tomto piipad€ nalezeny pro rychlostni pole (resp. pro
velikost rychlosti) a pro pole tlakové. Z dynamického pohledu je opét nejvyznamnéjsi
pfedevsim prvni a druhy vlastni tvar proudéni. Obzvlasté u vlastnich tvart tlakového pole je
strukturami skladdajicimi se z vice tvari geometrickych (z vice spirdlovych tutvart). U
nékterych vlastnich tvarh tlakového pole (pfedevsim treti, paty a devaty vlastni tvar) je navic
patrné, ze piispivaji k celkovému obrazu proudéni piedevSim ve spodni Casti sledované¢ho
objemu, tj. v oblasti, kde dochazi k rozpadu viru.

Vsechny prostorové vlastni tvary opét kmitaji na urcité frekvenci v podobném smyslu,
jako tomu bylo u Karmanovy virové stezky. Amplitudo-frekvenéni charakteristiky
jednotlivych vlastnich tvarG maji pomérné slozity pribéh, nicméné je u nich mozné
identifikovat ndsobky zdkladni frekvence rotace virového copu (18,07 Hz). Tuto zdkladni
frekvenci lze zfetelné identifikovat u prvniho a druhého vlastniho tvaru tlaku a velikosti
rychlosti, coz je opét v souladu s teoretickymi poznatky o POD. Z nalezenych vlastnich tvart
tlakového pole byla na zaver uspé€sné provedena rekonstrukce okamzitého snimku tlakového
pole, ¢imz lze vypocty prostorovych vlastnich tvarti virového copu ¢aste¢né verifikovat.

Hlavnim pfinosem této Casti prace je predevSim samotna identifikace prostorovych
vlastnich tvart virového copu.

Studium virového pohybu vcéetné jeho dynamickych vlastnosti je bezesporu diilezitym
odvétvim lidského pozndni a jeho vysledky je mozné aplikovat ke zdokonaleni mnoha
technickych zafizeni nebo k predikci riznych nebezpecnych jevii vznikajicich v ptirodé
(tornada, hurikany apod.). Z tohoto diivodu jsou poznatky o virovém pohybu dilezité a ma
smysl se timto specifickym pohybem zabyvat.
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10 Seznam pouzitych zkratek a symbolii

Seznam zKkratek:

CFD vypoctové modelovani proudéni (Computational Fluid Dynamics)
FFT rychla Fourierova transformace (Fast Fourier Transform)

PIV metoda méfeni rychlosti proudéni (Particle Image Velocimetry)

POD vlastni ortogonalni dekompozice (Proper Orthogonal Decomposition)

Seznam symboli:

A obecnd matice

ag koeficient Fourierovy posloupnosti

a; 1-ty ¢asovy koeficient (metoda POD)

Ay koeficient Fourierovy posloupnosti

by, koeficient Fourierovy posloupnosti

Cx Fourierav koeficient

D strana obtékaného Ctverce

Ey relativni energie k-tého vlastniho tvaru

E; celkova energie vlastnich tvari

f frekvence [Hz]
h vlastni vektor

j imaginarni jednotka

K konstanta [1]

L charakteristicky rozmér [m]
M pocet okamzitych snimku (snapshot) [1]

N pocet diskrétnich hodnot (pocet snimanych bodit) [1]

n normalovy vektor

P vykon [W]
p staticky tlak [Pa]
Q pritok [m’/s]
R korela¢ni matice (metoda POD)

R polomér jadra viru [m]
Re Reynoldsovo ¢islo [1]

r vzdalenost od osy rotace viru [m]
S plocha [m’]
Sh Strouhalovo ¢islo [1]
T, perioda [s]

t cas [s]

u obecna skalarni funkce (metoda POD)

\4 rychlost [m/s]
Vax axialni rychlost [m/s]
|’ radialni rychlost [m/s]
Vy sloZka rychlosti ve sméru osy x [m/s]
vy sloZka rychlosti ve sméru osy y [m/s]
Vg tangencialni rychlost [m/s]
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X polohovy vektor

r cirkulace rychlosti [m?/s]
AT casovy krok CFD vypoctu [s]

Eijk Levi-Civitiiv tenzor

n uéinnost [%]

A vlastni ¢islo

u intenzita viru [m?/s]
v kinematicka viskozita [m?/s]
i i-ta vlastni funkce (funkce vlastnich tvari)

Q uhlova rychlost viru [rad/s]
Qg kruhova frekvence [Hz]

W vifivost [rad/s]
Index

CFD vypoctové modelovani proudéni (Computational Fluid Dynamics)
exp experiment

max maximalni

opt optimalni

POD vlastni ortogonalni dekompozice (Proper Orthogonal Decomposition)
vz vzorkovaci

X oznaceni vektoru x (malé a tu¢né pismo)

Y oznaceni matice Y (velké a tu¢né pismo)

Z oznaceni transpozice matice Z (piip. vektoru)

11 Seznam priloh

1.
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CD-ROM, kde jsou umisténa videa zndzoriujici kmitani vybranych vlastnich tvart
Karmanovy virové stezky



