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Abstrakt

Tato Bakalářská Práce je přehledovým textem, který se zabývá stavem a pohybem ideálńı
kapaliny a ideálńıho plynu. Hlavńım ćılem je odvodit Eulerovy pohybové rovnice, které
popisuj́ı pohyb tekutiny a z nichž lze źıskat Bernoulliho rovnici, která se př́ımo využ́ıvá při
řešeńı problémů prouděńı. Daľśım krokem je odvozeńı rovnice kontinuity, podle které je
v systému zachována hmotnost tekutiny. V př́ıpadě ideálńıch plyn̊u se k těmto rovnićım
přidává stavová rovnice ideálńıho plynu a pomoćı uvedených zákon̊u lze źıskat řešeńı
vybraných úloh hydrodynamiky a aerodynamiky.

Abstract

Bachelor thesis is a summarizing text which deals with the state and the motion of ideal
liquid and gas. The main goal is to derive Euler equations describing the flow of fluids.
From these equations we can obtain Bernoulli equation that is directly used to solve
problems of fluid flow. The next step is to derive the continuity equation expressing the
fact that the mass is preserved in the system. In the case of ideal gas the state equation
of ideal gas is added and therefore solutions of various types of tasks of hydrodynamics
and aerodynamics can be achieved.

kĺıčová slova

Eulerovy rovnice, rovnice kontinuity, stavová rovnice ideálńı plynu, prouděńı ideálńı ka-
paliny, prouděńı ideálńıho plynu

key words

Euler equations, continuity equation, state equation of ideal gas, flow of ideal liquid, flow
of ideal gas
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materiál̊u uvedených v seznamu literatury.

Jitka Ježková
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2.3 Eulerovy pohybové rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.4 Odvozeńı rovnice kontinuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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5.2 Kapalina vytékaj́ıćı z nádoby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Přehled symbol̊u a označeńı

symbol jednotka význam symbolu

x, y, z m kartézské souřadnice

r, ϕ, z m válcové souřadnice

V m3 objem

dV m3 elementárńı objem

S m2 obsah

dS m2 elementárńı obsah

ρ kgm−3 hustota

m kg hmotnost

dm kg elementárńı hmotnost

p Pa tlak

dp Pa elementárńı tlak

t s čas

v ms−1 vektor rychlosti

A ms−2 vektor objemového zrychleńı

F N vektor śıly

a ms−2 vektor zrychleńı

g ms−2 vektor gravitačńıho zrychleńı

n - jednotkový normálový vektor

U J kg−1 potenciál objemového zrychleńı

Φ m2 s−1 rychlostńı potenciál

T K teplota

r̃ J kg−1K−1 měrná plynová konstanta

κ - Poissonova konstanta

n - polytropický koeficient

cp J kg−1K−1 měrná telená konstanta za konstantńıho tlaku

cv J kg−1K−1 měrná telená konstanta za konstantńıho objemu

ω s−1 úhlová rychlost

r m poloměr
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symbol význam symbolu

× znaménko pro vektorový součin

· znaménko pro skalárńı součin

u obecný vektor ve 3D, u = (ux, uy, uz)

uT transpozice vektoru u

∇ nabla operátor, ∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

grad f gradient skalárńı funkce f , gradf =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

gradu gradient vektorové funkce u, gradu = ∇u

rotu rotace vektorové funkce, rotu = ∇× u

divu divergence vektorové funkce u, divu = ∇ · u

∆ Laplace̊uv operátor, ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
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1 Úvod

S hydrodynamikou i aerodynamikou se dnes setkáváme téměř na každém kroku. Řeš́ıme
problémy prouděńı plyn̊u v plynovodech, prouděńı vody v potrub́ı, s hydrodynamikou
se také setkáváme v lékařstv́ı při prouděńı krve v žilách. Při návrźıch motor̊u letadel
řeš́ıme úlohy spojené s prouděńım vzduchu v turb́ınách motor̊u, mnohé tekutiny jsou
dnes pracovńımi látkami v obráběćıch stroj́ıch nebo např́ıklad v lednićıch. Smyslem práce
je seznámit čtenáře s problematikou prouděńı ideálńıch tekutin a vytvořit základ pro po-
rozuměńı a daľśı studium reálných tekutin.

Počátky teorie hydromechaniky a aerodynamiky spadaj́ı až do 4. stolet́ı před Kristem,
kdy již Aristoteles začal přemýšlet o prouděńı. Poté ve 3. stolet́ı před Kristem vyslovil
Archimedes zákon o plaváńı těles v tekutině. Na přelomu 15. a 16. stolet́ı objevil da Vinci
zákon kontinuity, také se zabýval letem pták̊u a studoval principy letu, k tomu přidal Tor-
ricelli v 17. stolet́ı zákon pro výtokovou rychlost. Několik let potom vyslovil Pascal zákon
o tlaku, v 18. stolet́ı odvodil Euler energetické a pohybové rovnice. Daľśım d̊uležitým kro-
kem byla představa o laminárńım prouděńı, kterou světu dal v témže stolet́ı d’Alembert.
T́ım se dovršil rozvoj dynamiky ideálńıch tekutin a dále následovalo několik významných
objev̊u, které vylepšily a rozš́ı̌rily dosavadńı teorie. Byli to např. Navier a Stokes, kteř́ı se
věnovali tomuto tématu, Kelvin, Reynolds nebo Prandtl.

Práce čerpá z uvedených zdroj̊u a je členěna následovně. Ve druhé kapitole odvod́ıme
pomoćı silové rovnováhy a Pascalova zákona Eulerovy pohybové rovnice a také rov-
nici kontinuity. Rovnice rozš́ı̌ŕıme o př́ıpad ideálńıho plynu a uvedeme stavovou rovnici
ideálńıho plynu. Třet́ı kapitola obsahuje odvozeńı Eulerových rovnic a rovnice kontinuity
ve válcových souřadnićıch, které se hojně v technické praxi použ́ıvaj́ı. Ve čtvrté kapitole
uprav́ıme Eulerovy pohybové rovnice pro speciálńı prouděńı, a to pro nev́ı̌rivé prouděńı.
Dostaneme Bernoulliho rovnici, kterou kromě předchoźıch odvozených rovnic využijeme
v páté kapitole pro řešeńı vybraných typových úloh o kapalinách a plynech.
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2 Odvozeńı Eulerových rovnic

V této části odvod́ıme Eulerovy rovnice pro pohyb kapalin a plyn̊u. Vybereme libovolný
objem kapaliny, který uvažujeme v silové rovnováze. Po úvaze, které śıly na kapalinu
p̊usob́ı, sestav́ıme silovou rovnici rovnováhy a následně z ńı odvod́ıme diferenciálńı rovnice
pro pohyb kapaliny. Je nutné dodat, že se budeme zabývat výhradně ideálńımi kapalinami
a plyny, to znamená, že třeńı na povrchu, vnitřńı třeńı a jiné ztráty uvažovat nebudeme.

Tři Eulerovy pohybové rovnice tvoř́ı spolu s rovnićı kontinuity soustavu rovnic, kte-
rou lze řešit pro neznámé složky rychlost́ı a neznámý tlak. U ideálńıch plyn̊u (tedy
stlačitelných kapalin) mı́sto rovnic čtyř potřebujeme pět rovnic, neznámé jsou složky
rychlosti, tlak a nav́ıc hustota. Proto jako pátou rovnici použijeme stavovou rovnici plynu,
která nám dá s ostatńımi čtyřmi rovnicemi řešeńı.

2.1 Silová rovnováha

Nejdř́ıve libovolně zvoĺıme objem kapaliny V a následně malý element v tomto objemu,
který nazveme element kapaliny dV o povrchové ploše dS, a řeš́ıme silové p̊usobeńı
na tento element.

V

S

dS

n

p

Obrázek 1: Objem kapaliny V

Na element dV s hustotou ρ p̊usob́ı objemové śıly, které jsou určeny hmotnost́ı tohoto
elementu a nezáviśı na okolńıch částićıch kapaliny. Vezmeme śılu p̊usob́ıćı na jednotku
hmotnosti a označ́ıme A dm = ρA dV , kde A je vektor objemového zrychleńı se složkami
(Ax, Ay, Az) (poznamenejme, že toto zrychleńı neznamená pohyb tělesa; jako objemové
zrychleńı si můžeme představit např. gravitačńı nebo odstředivé zrychleńı) a ρ je hustota
kapaliny. Potom śıla p̊usob́ıćı na celý objem V je

∫

V

ρA dV

a jednotlivé složky sil jsou
∫
V
ρAxdV ,

∫
V
ρAydV ,

∫
V
ρAzdV .

Kromě těchto sil p̊usob́ı na element také povrchové śıly, které vznikaj́ı interakćı ele-
mentu kapaliny s okolńımi částicemi.

Daľśı p̊usob́ıćı śıly jsou vnitřńı śıly, které si můžeme představit jako reakce okolńı
kapaliny na element, pokud element z kapaliny vyjmeme. Tlak na povrchu dS elementu
dV označ́ıme p. Pak máme śılu, která p̊usob́ı na plochu elementu kapaliny, danou výrazem
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p dS a śılu p̊usob́ıćı na celý povrch kapaliny danou výrazem

∫

S

p dS.

Na element kapaliny p̊usob́ı dále setrvačné śıly, které lze vyjádřit ve tvaru

∫

V

ρ
dv

dt
dV,

kde v je vektor rychlosti se složkami (vx, vy, vz)
T , takže tento integrál vyjadřuje pohyb

tělesa. Tyto setrvačné śıly podle druhého Newtonova zákona F = m ·
dv

dt
(nebo také

podle d’Alembertova principu) jsou v rovnováze s ostatńımi silami, takže můžeme napsat
podmı́nku rovnováhy pro pohyb elementu kapaliny

∫

V

ρ

(
A−

dv

dt

)
dV +

∫

S

p dS = 0. (2.1)

2.2 Pascal̊uv zákon

Abychom mohli pracovat se silovou rovnićı rovnováhy (2.1) a odvodit z ńı Eulerovy rov-
nice, muśıme nejdř́ıve zjistit, zda je tlak veličina skalárńı či vektorová. Zat́ım jsme ji
považovali obecně za vektor, nyńı ukážeme, že tlak je veličina skalárńı.

Bez újmy na obecnosti uvažujme pětistěn o hranách dx, dy, dz podle obrázku 2,
na který p̊usob́ı několik sil. Śıly jsou v rovnováze, takže vytvoř́ıme složkové rovnice rov-
nováhy.

x

z

y

p · dl · dz

py · dx · dz

−px · dy · dz

−
1

2
pz · dx · dy

−g · dm

g

α

Obrázek 2: Uvažovaný objem kapaliny
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Uvažujeme, že na těleso p̊usob́ı objemové śıly. Pro jednoduchost zde máme jen gra-
vitačńı śılu, která je rovna

dFg = g · dm = g · ρ · dV = g · ρ ·
1

2
dx dy dz

a p̊usob́ı v záporném směru osy y. Daľśı śıly jsou tlakové śıly na jednotlivé stěny tělesa
a jsou vyjádřeny součinem tlaku a plochy, na kterou tlak p̊usob́ı

px dy dz, py dx dz, pz dx dy.

Dál p̊usob́ı na vrchńı stěnu tělesa tlak p dl dz, kde dl je délka nejdeľśı hrany.
Těleso nyńı promı́tněme do roviny a vytvořme silovou rovnováhu předńıho trojúhelńıka

(obrázek 3), tedy sestav́ıme silovou rovnováhu v osách x a y.

α

dy

dx

dl

p dl dz

py dx dz

px dy dz

−dFg

y

x

Obrázek 3: Śıly p̊usob́ıćı na předńı troj̊uhelńık

V ose x p̊usob́ı dvě stejně velké śıly, tj.

px dy dz = p dz dl sinα.

Protože dl sinα = dy, dostáváme rovnost

px = p.

Stejnou úvahou dojdeme k silové rovnováze v ose y, kde nav́ıc p̊usob́ı gravitačńı śıla.
Tato śıla je v celkovém p̊usobeńı sil malá a tedy ji zanedbáme. Celkově

py dx dz = p dz dl cosα +
1

2
g ρ dx dy dz

py dx dz = p dz dx+
1

2
g ρ dx dy dz

py = p +
1

2
g ρ dy

py = p.

Vid́ıme, že pro osy x a y jsme ukázali, že tlak neńı vektorovou veličinou. Analogicky
bychom to stejné ukázali pro tlak pz.
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2.3 Eulerovy pohybové rovnice

Protože jsme ukázali, že tlak je skalárńı veličina, můžeme přepsat silovou rovnici rov-
nováhy (2.1) do tvaru

∫

V

ρ

(
A−

dv

dt

)
dV −

∫

S

pn dS = 0, (2.2)

kde n je normálový vektor k ploše dS. Plošný integrál lze přepsat na objemový pomoćı
Gaussovy-Ostrogradského věty [4]

∫

S

pn dS =

∫

V

grad p dV.

Potom lze podmı́nku rovnováhy (2.2) přepsat na tvar

∫

V

[
ρ

(
dv

dt
−A

)
+ grad p

]
dV = 0.

Uvažovaný objem kapaliny V lze volit libovolně, proto rovnost nastane tehdy, když se
integrand rovná nule

ρ

(
dv

dt
−A

)
+ grad p = 0.

Tuto vektorovou rovnici uprav́ıme do tvaru

−
1

ρ
grad p+A =

dv

dt
.

Rozepsáńım do složek dostáváme tři Eulerovy pohybové rovnice

−
1

ρ

∂p

∂x
+ Ax =

dvx
dt

,

−
1

ρ

∂p

∂y
+ Ay =

dvy
dt

,

−
1

ρ

∂p

∂z
+ Az =

dvz
dt

.

Derivaćı složené funkce máme

dvx
dt

=
∂vx

∂t
+

∂vx

∂x

dx

dt
+

∂vx

∂y

dy

dt
+

∂vx

∂z

dz

dt
.

Pokud stejný postup použijeme pro y a z složku rychlosti a využijeme vztah dx
dt

= vx (opět
také pro daľśı dvě složky), dostáváme finálńı verzi Eulerových rovnice ve složkovém tvaru

−
1

ρ

∂p

∂x
+ Ax =

∂vx

∂t
+ vx

∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
+ vz

∂vx

∂z
,

−
1

ρ

∂p

∂y
+ Ay =

∂vy

∂t
+ vx

∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
+ vz

∂vy

∂z
,

−
1

ρ

∂p

∂z
+ Az =

∂vz

∂t
+ vx

∂vz

∂x
+ vy

∂vz

∂y
+ vz

∂vz

∂z
,
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přičemž výrazy ∂vx
∂t

, ∂vy
∂t

, ∂vz
∂t

představuj́ı lokálńı neboli mı́stńı zrychleńı, které je při sta-

cionárńım prouděńı nulové, výrazy vx
∂vx
∂x

+vy
∂vx
∂y

+vz
∂vx
∂z

, vx
∂vy
∂x

+vy
∂vy
∂y

+vz
∂vy
∂z

a vx
∂vz
∂x

+

vy
∂vz
∂y

+ vz
∂vz
∂z

znamenaj́ı konvektivńı zrychleńı (např. při změně pr̊uřezu potrub́ı), vektor

A je objemové zrychleńı a −
1

ρ
grad p je zrychleńı, které uděluje tlakový spád.

Pokud bychom uvažovali rovné potrub́ı a vše v jedné proměnné l, rovnice se zjednoduš́ı
a bude vypadat následovně

−
1

ρ

∂p

∂l
+ Al =

∂v

∂t
+ v

∂v

∂l
.

Vrat’me se ke 3D př́ıpadu Eulerových rovnic. Použijeme-li vztah

dv

dt
=

∂v

∂t
+ v · (∇v),

Eulerova rovnice přejde na tvar

−
1

ρ
grad p+A =

∂v

∂t
+ v (∇v).

Použijeme-li dále vztah

v (∇v) =
1

2
gradv2

− v × rotv, (2.3)

který lze snadno dokázat rozepsáńım jednotlivých člen̊u. Levá strana rovnosti vypadá
následovně

v = (vx, vy, vz)
T

∇v =




∂vx

∂x

∂vx

∂y

∂vx

∂z
∂vy

∂x

∂vy

∂y

∂vy

∂z
∂vz

∂x

∂vz

∂y

∂vz

∂z




v (∇v) =




vx
∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
+ vz

∂vx

∂z

vx
∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
+ vz

∂vy

∂z

vx
∂vz

∂x
+ vy

∂vz

∂y
+ vz

∂vz

∂z




.

Pravá strana rovnosti

rotv = ∇×v =




∂vz

∂y
−

∂vy

∂z
∂vx

∂z
−

∂vz

∂x
∂vy

∂x
−

∂vx

∂y




v×rotv =




vy
∂vy

∂x
− vy

∂vx

∂y
− vz

∂vx

∂z
+ vz

∂vz

∂x

vz
∂vz

∂y
− vz

∂vy

∂z
− vx

∂vy

∂x
+ vx

∂vx

∂y

vx
∂vx

∂z
− vx

∂vz

∂x
− vy

∂vz

∂y
+ vy

∂vy

∂z




1

2
∇v2 =

1

2
∇ (vx

2 + vy
2 + vz

2) =




vx
∂vx

∂x
+ vy

∂vy

∂x
+ vz

∂vz

∂x

vx
∂vx

∂y
+ vy

∂vy

∂y
+ vz

∂vz

∂y

vx
∂vx

∂z
+ vy

∂vy

∂z
+ vz

∂vz

∂z




1

2
∇v2

− v × rotv =




vx
∂vx

∂x
+ vy

∂vx

∂y
+ vz

∂vx

∂z

vx
∂vy

∂x
+ vy

∂vy

∂y
+ vz

∂vy

∂z

vx
∂vz

∂x
+ vy

∂vz

∂y
+ vz

∂vz

∂z




= v (∇v) .
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Pomoćı (2.3) dostaneme ekvivalentńı tvar Eulerovy rovnice

−
1

ρ
grad p+A =

∂v

∂t
+

1

2
gradv2

− v × rotv. (2.4)

Tento speciálńı tvar lze ještě dále upravit. Vezmeme-li v úvahu, že objemové zrychleńı má
potenciál U , potom A = −gradU a Eulerovu rovnici lze podle [1] přepsat do tvaru

−
1

ρ
grad p− gradU =

∂v

∂t
+

1

2
gradv2

− v × rotv. (2.5)

Eulerova rovnice ve vektorovém tvaru pro pohyb ideálńı kapaliny popisuje prouděńı ka-
paliny. Kromě těchto rovnic muśı platit při prouděńı zákon zachováńı hmotnosti kapaliny.
Proto si zde tento zákon odvod́ıme a uprav́ıme na vhodný tvar.

2.4 Odvozeńı rovnice kontinuity

Pro kapalinu vyžadujeme, aby vyplňovala celý uvažovaný prostor a byla v prostoru za-
chována jej́ı hmotnost. Abychom tuto podmı́nku mohli matematicky zapsat, uvažujeme
kapalinu o objemu V , který si libovolně zvoĺıme. Hmotnost kapaliny v tomto objemu
popisuje integrál

∫
V
ρ dV . Potom lze změnu hmotnosti kapaliny v objemu V vyjádřit jako

∫

V

∂ρ

∂t
dV,

a nav́ıc plat́ı, že je tento výraz větš́ı než nula.
Tato změna hmotnosti kapaliny je zp̊usobena tokem kapaliny přes povrch S. Tok

obecně záviśı na rychlosti prouděńı kapaliny, směru (tedy na ploše S) a dá se zapsat
výrazem ∫

S

ρ (v · n) dS,

kde n je jednotkový vektor, který má směr vněǰśı normály plochy dS. Pak plat́ı rovnost
mezi změnou hmotnosti kapaliny a tokem kapaliny

∫

V

∂ρ

∂t
dV = −

∫

S

ρ (v · n) dS. (2.6)

Protože uvažujeme, že
∫
V

∂ρ

∂t
dV > 0 a n je vektor vněǰśı normály, dostaneme na pravé

straně rovnice znaménko minus. Použijeme Gaussovu-Ostrogradského větu a přeṕı̌seme
plošný integrál na objemový

∫

S

ρv n dS =

∫

V

div(ρv) dV

a rovnici (2.6) můžeme přepsat na

∫

V

(
∂ρ

∂t
+ div (ρv)

)
dV = 0.

Protože objem V jsme vybrali libovolně, plat́ı uvedená rovnost, je-li

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0. (2.7)
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Rovnice (2.7) se nazývá rovnice kontinuity a tvoř́ı spolu s Eulerovými rovnicemi soustavu
čtyř rovnic pro určeńı řešeńı úloh hydrodynamiky s neznámými vx, vy, vz, p. Rovnice
kontinuity lze dále přepsat na jiný tvar rozepsáńım druhého členu

∂ρ

∂t
+

∂ρ vx

∂x
+

∂ρ vy

∂y
+

∂ρ vz

∂z
= 0. (2.8)

Pro př́ıpad ideálńıch plyn̊u a stlačitelných kapalin obsahuje rovnice (2.8) hustotu,
která se zde měńı. Pokud uvažujeme ideálńı (nestlačitelné) kapaliny, přejde tato rovnice
podle [3] do tvaru

∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂z
= div v = 0. (2.9)

Jak už bylo zmı́něno, rovnice kontinuity (2.7) a Eulerovy rovnice (2.4) spolu s okra-
jovými podmı́nkami stač́ı pro určeńı rychlosti a tlaku v př́ıpadě nestlačitelných kapalin.
Pokud chceme řešit ideálńı plyny, muśıme hustotu považovat také za neznámou a proto
potřebujeme daľśı, pátou, rovnici.

2.5 Stavová rovnice ideálńıch plyn̊u

Pro ideálńı plyny plat́ı obecně stavová rovnice

p V = m r̃ T,

kde p je tlak, V je objem plynu, m je jeho hmotnost, r je měrná plynová konstanta a T

je teplota v kelvinech. Tato rovnice má několik ekvivalentńıch tvar̊u. Pro naše úvahy je
vhodněǰśı tvar, kde se hustota vyskytuje př́ımo

p = ρ r̃ T.

Měrná plynová konstanta je pro r̊uzné plyny r̊uzná, avšak pro jeden konkrétńı plyn je
konstantńı, např. pro oxid uhličitý je r̃ = 188, 9 J kg−1 K−1. Př́ıklady měrné plynové kon-
stanty jiných plyn̊u naleznete v [2] . Daľśı neznámá, která přibude k rychlosti a tlaku, je
hustota.

Rozeznáváme r̊uzné druhy děj̊u, které popisuj́ı chováńı plyn̊u. Jeden ze základńıch
termomechanických děj̊u je izotermická změna stavu. Při tomto ději nedocháźı ke změně
teploty, ta je tedy konstantńı. Ze stavové rovnice nám vyplyne, že pro izotermický děj
plat́ı rovnost

p

ρ
= konst,

která tvoř́ı pátou rovnici k Eulerovým rovnićım a rovnici kontinuity a řeš́ı úlohy o ideálńıch
plynech.

Ačkoli je izotermická změna stavu jedńım ze základńıch děj̊u, neńı moc častá. Málokdy
se stane, že dokážeme plyn převést z jednoho stavu na jiný tak pomalu, že udrž́ıme teplotu
konstantńı. Daleko častěǰśı je děj adiabatický, který prob́ıhá rychle a teplota se při něm
měńı. Při tomto ději nedocháźı k výměně tepla s okoĺım. Pro adiabatický děj lze psát
rovnost

p

ρκ
= konst. (2.10)
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Symbol κ zde představuje Poissonovu konstantu (neboli adiabatický exponent). Je to
bezrozměrné č́ıslo a vyjadřuje pod́ıl mezi měrnými tepelnými kapacitami

κ =
cp

cv
,

cp je měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku a cv je měrná tepelná kapacity při kon-
stantńım objemu. Obě kapacity jsou pro r̊uzné plyny r̊uzné, ale pro jeden konkrétńı exis-
tuje jedna hodnota cp a jedna hodnota cv. Dále plat́ı, že

cp = cv + r̃ −→ cp > cv,

takže Poissonova konstanta je vždy větš́ı než jedna, např. pro vzduch κ = 1, 4. Daľśı
př́ıklady konstanty κ a konstant cp, cv naleznete v [2].

Pro adiabatický děj tvoř́ı rovnice (2.10) pátou rovnici a lze tedy opět řešit úlohy
pro ideálńı plyny.

Adiabatický děj je sṕı̌se teoretickým dějem, který ve skutečnosti neprob́ıhá. Je vhodné
definovat jiný děj, který prob́ıhá téměř jako adiabatický, ale je v́ıce podobný skutečnosti.
Takový děj se nazývá polytropický. Rovnost, která tento děj vystihuje, vypadá následovně

p

ρn
= konst. (2.11)

V rovnosti vystupuje mı́sto exponentu κ polytropický exponent n, který se většinou po-
hybuje mezi 1 až 1,41, zálež́ı na použitém plynu. Opět tedy vid́ıme, že rovnice (2.11) tvoř́ı
pátou rovnici pro řešeńı ideálńıch plyn̊u.
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3 Transformace souřadnic

Pro řešeńı problémů s ideálńımi kapalinami či plyny máme k dispozici potřebné rovnice.
V mnoha př́ıpadech je vhodné řešit úlohy ve sférických nebo válcových souřadnićıch,
namı́sto v kartézských. Proto odvod́ıme Eulerovy rovnice i rovnici kontinuity v těchto
souřadnićıch.

3.1 Válcové souřadnice

Pro řešeńı problémů v praxi je často zapotřeb́ı použ́ıt válcové, neboli cylindrické souřadnice.
Využit́ı těchto souřadnic lze vidět např́ıklad u válcového potrub́ı, kterým protéká kapalina
nebo plyn.

Parametrické rovnice válcových souřadnic jsou

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z,

kde x, y a z jsou p̊uvodńı kartézské souřadnice a r, ϕ a z jsou nové válcové souřadnice,
které vyjádř́ıme z uvedených parametrických rovnic

r =
√

x2 + y2,

ϕ = arctan
y

x
, (3.12)

z = z.

Nejprve rozeṕı̌seme derivace složené funkce f = f(x(r, ϕ, z), y(r, ϕ, z), z(r, ϕ, z))

∂f

∂x
=

∂f

∂r

∂r

∂x
+

∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂x
+

∂f

∂z

∂z

∂x
,

∂f

∂y
=

∂f

∂r

∂r

∂y
+

∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂y
+

∂f

∂z

∂z

∂y
, (3.13)

∂f

∂z
=

∂f

∂r

∂r

∂z
+

∂f

∂ϕ

∂ϕ

∂z
+

∂f

∂z

∂z

∂z
.

Je potřeba spoč́ıtat jednotlivé parciálńı derivace r, ϕ a z podle x, y, z ze vztah̊u (3.12)

∂r

∂x
=

1

2

2 x√
x2 + y2

=
x√

x2 + y2
= cosϕ,

∂r

∂y
=

1

2

2 y√
x2 + y2

=
y√

x2 + y2
= sinϕ,

∂r

∂z
= 0,
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∂ϕ

∂x
=

1

1 + y2

x2

−y

x2
=

−y

x2 + y2
=

− sinϕ

r
, (3.14)

∂ϕ

∂y
=

1

1 + y2

x2

1

x
=

x

x2 + y2
=

cosϕ

r
,

∂ϕ

∂z
= 0,

∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 0,

∂z

∂z
= 1.

Dosad́ıme derivace (3.14) do rovnic pro složenou funkci (3.13) a dostaneme

∂f

∂x
=

∂f

∂r
cosϕ+

∂f

∂ϕ

− sinϕ

r
,

∂f

∂y
=

∂f

∂r
sinϕ+

∂f

∂ϕ

cosϕ

r
, (3.15)

∂f

∂z
=

∂f

∂z
.

Nyńı je potřeba uvědomit si, že se pohybujeme z jedné báze do jiné. Necht’ v kartézském
systému máme bázi (ex, ey, ez) a ve válcovém systému bázi (er, eϕ, ez). Vztah mezi bázemi
vystihuj́ı rovnice

ex = er cosϕ− eϕ sinϕ, (3.16)

ey = er sinϕ+ eϕ cosϕ,

viz obrázek 4.
ey

ex

er
eϕ

ϕ

ϕ

Obrázek 4: Grafické znázorněńı vztah̊u mezi bázovými vektory

Gradient funkce f v bázi (ex, ey, ez) je

∇ f =
∂f

∂x
ex +

∂f

∂y
ey +

∂f

∂z
ez. (3.17)

Pro vyjádřeńı gradientu v bázi (er, eϕ, ez) dosad́ıme vztahy (3.15) a (3.16) do rovnice
(3.17) a uprav́ıme na konečný tvar
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∇f =

(
∂f

∂r
cosϕ−

1

r

∂f

∂ϕ
sinϕ

)
(er cosϕ− eϕ sinϕ) +

+

(
∂f

∂r
sinϕ+

1

r

∂f

∂ϕ
cosϕ

)
(er sinϕ+ eϕ cosϕ) +

∂f

∂z
ez =

=
∂f

∂r
er cos2 ϕ−

∂f

∂r
eϕ cosϕ sinϕ−

1

r

∂f

∂ϕ
er cosϕ sinϕ+

+
1

r

∂f

∂ϕ
sin2 ϕ+

∂f

∂r
er sin2 ϕ+

∂f

∂r
eϕ cosϕ sinϕ+

1

r

∂f

∂ϕ
er cosϕ sinϕ+

+
1

r

∂f

∂ϕ
eϕ cos2 ϕ+

∂f

∂z
ez =

∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂ϕ
eϕ +

∂f

∂z
ez.

Tedy gradient vyjádřený v bázi válcového systému je

∇f =

(
∂f

∂r
,
1

r

∂f

∂ϕ
,
∂f

∂z

)
.

Kromě gradientu vystupuje v Eulerových rovnićıch také rotace, proto si nyńı obdobně
odvod́ıme rotaci ve válcových souřadnićıch. Budeme pracovat s obecnou vektorovou funkćı
g. Protože rotaci funkce lze vyjádřit jako vektorový součin gradientu a vektorové funkce,
můžeme psát

∇× g =

(
er

∂

∂r
+ eϕ

1

r

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z

)
× (gr er + gϕ eϕ + gz ez) =

= er ×
∂

∂r
(gr er + gϕ eϕ + gz ez) + eϕ

1

r
×

∂

∂ϕ
(grer + gϕ eϕ + gzez)+

+ ez ×
∂

∂z
(grer + gϕ eϕ + gz ez) = (3.18)

= er ×

(
∂gr

∂r
er +

∂er

∂r
gr +

∂gϕ

∂r
eϕ +

∂eϕ

∂r
gϕ +

∂gz

∂r
ez +

∂ez

∂r
gz

)
+

+
1

r
eϕ ×

(
∂gr

∂ϕ
er +

∂er

∂ϕ
gr +

∂gϕ

∂ϕ
eϕ +

∂eϕ

∂ϕ
gϕ +

∂gz

∂ϕ
ez +

∂ez

∂ϕ
gz

)
+

+ ez ×

(
∂gr

∂z
er +

∂er

∂z
gr +

∂gϕ

∂z
eϕ +

∂eϕ

∂z
gϕ +

∂gz

∂z
ez +

∂ez

∂z
gz

)
.

Protože plat́ı vztahy (inverzńı transformace (3.16))

er = ex cosϕ+ ey sinϕ,

eϕ = −ex sinϕ+ ey cosϕ,

můžeme psát

∂er

∂r
= 0,

∂er

∂ϕ
= −ex sinϕ+ ey cosϕ = eϕ,

∂er

∂z
= 0,

∂eϕ

∂r
= 0,

∂eϕ

∂ϕ
= −ex cosϕ− ey sinϕ = −er,

∂eϕ

∂z
= 0, (3.19)

∂ez

∂r
= 0,

∂ez

∂ϕ
= 0,

∂ez

∂z
= 0.
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Derivace bázových vektor̊u potupně dosad́ıme do (3.18) a využijeme vztah
er × eϕ = −(eϕ × er) = ez, který plat́ı pro všechny tři bázové vektory

∇× g =er ×

(
∂gr

∂r
er +

∂gϕ

∂r
eϕ +

∂gz

∂r
ez

)
+

+ eϕ ×

(
1

r

∂gr

∂ϕ
er +

1

r
eϕ gr +

1

r

∂gϕ

∂ϕ
eϕ −

1

r
er gϕ +

1

r

∂gz

∂ϕ
ez

)
+

+ ez ×

(
∂gr

∂z
er +

∂gϕ

∂z
eϕ +

∂gz

∂z
ez

)
=

= er

(
1

r

∂gz

∂ϕ
−

∂gϕ

∂z

)
+ eϕ

(
∂gr

∂z
−

∂gz

∂r

)
+ ez

(
∂gϕ

∂r
+

gϕ

r
−

1

r

∂gr

∂ϕ

)
.

Finálńı tvar rotace funkce g ve válcových souřadnićıch

rot g =

(
1

r

∂gz

∂ϕ
−

∂gϕ

∂z
,
∂gr

∂z
−

∂gz

∂r
,
∂gϕ

∂r
+

gϕ

r
−

1

r

∂gr

∂ϕ

)
.

Odvozený gradient a rotaci pro válcové souřadnice aplikujeme na veličiny v Eulerově
rovnici (2.5)

∇p =

(
∂p

∂r
,
1

r

∂p

∂ϕ
,
∂p

∂z

)T

∇U =

(
∂U

∂r
,
1

r

∂U

∂ϕ
,
∂U

∂z

)T

∇v2 =




vr
∂vr

∂r
+ vϕ

∂vϕ

∂r
+ vz

∂vz

∂r

vr
∂vr

∂ϕ
+ vϕ

∂vϕ

∂ϕ
+ vz

∂vz

∂ϕ

vr
∂vr

∂z
+ vϕ

∂vϕ

∂z
+ vz

∂vz

∂z




(3.20)

v × rotv =




vϕ
∂vϕ

∂r
+

v2ϕ

r
−

vϕ

r

∂vr

∂ϕ
− vz

∂vr

∂z
+ vz

∂vz

∂r
,

vz

r

∂vz

∂ϕ
− vz

∂vϕ

∂z
− vr

∂vϕ

∂r
−

vr vϕ

r
+

vr

r

∂vr

∂ϕ

vr
∂vr

∂z
− vr

∂vz

∂r
−

vϕ

r

∂vz

∂ϕ
+ vϕ

∂vϕ

∂z




.

Dosazeńım jednotlivých člen̊u (3.20) do Eulerovy rovnice (2.5) a rozepsáńım do složek r,
ϕ a z dostáváme Eulerovy rovnice ve válcových souřadnićıch

−
∂U

∂r
−

1

ρ

∂p

∂r
=

∂vr

∂t
+ vr

∂vr

∂r
+

vϕ

r

∂vr

∂ϕ
+ vz

∂vr

∂z
−

1

r
v2ϕ,

−
1

r

∂U

∂ϕ
−

1

ρ r

∂p

∂ϕ
=

∂vϕ

∂t
+ vr

∂vϕ

∂r
+

vϕ

r

∂vϕ

∂ϕ
+ vz

∂vϕ

∂z
+

vr vϕ

r
,

−
∂U

∂z
−

1

ρ

∂p

∂z
=

∂vz

∂t
+ vr

∂vz

∂r
+

vϕ

r

∂vz

∂ϕ
+ vz

∂vz

∂z
.
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Zbývá převést rovnici kontinuity do tvaru ve válcových souřadnićıch. Pro př́ıpad ne-
stlačitelné kapaliny, kdy je ρ konstantńı upravujeme rovnici (2.9). Je nutno spoč́ıtat

div v = ∇ · v,

kde symbol · znázorňuje skalárńı součin. Využijeme vztahy (3.19) a vztahy pro skalárńı
součin bázových vektor̊u

er · er = 1,

er · eϕ = 0.

Potom divergence vektorové funkce

∇ · g =

(
er

∂

∂r
+ eϕ

1

r

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z

)
· (gr er + gϕ eϕ + gz ez) =

= er ·

(
er

∂gr

∂r
+ eϕ

∂gϕ

∂r
+ ez

∂gz

∂r

)
+

1

r
eϕ ·

(
er

∂gr

∂ϕ
+ eϕ gr − er gϕ + ez

∂gz

∂ϕ

)
+

+ ez ·

(
er

∂gr

∂z
+ eϕ

∂gϕ

∂z
+ ez

∂gz

∂z

)
=

∂gr

∂r
+

1

r

∂gϕ

∂ϕ
+

1

r
gr +

∂gz

∂z
.

Aplikaćı tohoto vztahu dostáváme rovnici kontinuity ve válcových souřadnićıch

div v =
∂vr

∂r
+

1

r

∂vϕ

∂ϕ
+

1

r
vr +

∂vz

∂z
= 0.

Analogicky bychom postupovali při odvozeńı Eulerových rovnic a rovnice kontinuity
ve sférických souřadnićıch. Jiný postup źıskáńı těchto rovnic lze nalézt např. v [1].
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4 Bezv́ı̌rivé proudové pole

Jedńım z typ̊u prouděńı ideálńı kapaliny je bezv́ı̌rivé, též potenciálńı prouděńı. Vyznačuje
se t́ım, že částice kapaliny se pohybuj́ı po př́ımých či křivočarých drahách tak, že nero-
tuj́ı kolem své osy. Částice mohou vykonávat i deformačńı pohyb, nikoli však otáčivý.
V př́ıpadě potenciálńıho prouděńı lze v každém mı́stě psát

rotv = 0, (4.21)

viz [1], jak odvod́ıme dále. Předchoźı vztah lze také vyjádřit ve složkách

rotxv =
∂vz

∂y
−

∂vy

∂z
, rotyv =

∂vx

∂z
−

∂vz

∂x
, rotzv =

∂vy

∂x
−

∂x

∂vy
. (4.22)

Složky rychlosti přeṕı̌seme na tvar

vx =
∂Φ

∂x
, vy =

∂Φ

∂y
, vz =

∂Φ

∂z
, (4.23)

vektorově
v = gradΦ,

kde funkce Φ se nazývá rychlostńı potenciál. V př́ıpadě nestacionárńıho prouděńı záviśı
funkce Φ na poloze částice kapaliny a také na čase. Při řešeńı stacionárńıho problému
bereme Φ pouze jako funkce polohy Φ = Φ (x, y, z).

Nyńı si odvod́ıme již zmı́něný vztah (4.21) rotv = 0, plat́ıćı pro potenciálńı prouděńı.
Vyjdeme z rovnic (4.23), které popisuj́ı složky rychlosti pomoćı potenciálu rychlosti
Φ (x, y, z) a dosad́ıme do (4.22)

rotxv =
∂2Φ

∂y ∂z
−

∂2Φ

∂y ∂z
= 0, rotyv =

∂2Φ

∂x ∂z
−

∂2Φ

∂x ∂z
= 0, rotzv =

∂2Φ

∂x ∂y
−

∂2Φ

∂x ∂y
= 0.

Z d̊uvodu rovnosti smı́̌sených derivaćı vyplývá, že rotv = 0.
Pro potenciálńı prouděńı lze upravit rovnici kontinuity (2.8) pomoćı vztah̊u (4.23)

na tvar
1

ρ

dρ

dt
+∆Φ = 0,

kde
dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+

∂ρ

∂x

∂x

∂t
+

∂ρ

∂y

∂y

∂t
+

∂ρ

∂z

∂z

∂t
a

∆Φ =
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2

je Laplace̊uv operátor. V př́ıpadě nestlačitelné kapaliny má rovnice kontinuity jednodušš́ı
tvar

∆Φ = 0.

V tomto př́ıpadě můžeme snadno řešit úlohu, protože rychlostńı potenciál je řešeńım
Laplaceovy rovnice.

Přejdeme k Eulerově pohybové rovnici a uprav́ıme ji pro potenciálńı pole.
Vyjdeme z rovnice (2.4) a přeṕı̌seme rychlost pomoćı potenciálu rychlost́ı, č́ımž obdrž́ıme
rovnici

∂

∂t
gradΦ +

1

2
gradv2 = −gradU −

1

ρ
grad p. (4.24)
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Za předpokladu, že ρ je známá funkce tlaku, tj. ρ = ρ(p), můžeme Eulerovu rovnici (4.24)
přepsat na tvar

grad

[
∂Φ

∂t
+

v2

2
+

∫
dp

ρ(p)
+ U

]
= 0, (4.25)

protože plat́ı rovnosti
∂

∂t
gradΦ = grad

∂Φ

∂t
.

Integraćı rovnice (4.25) dostaneme

∂Φ

∂t
+

v2

2
+

∫
dp

ρ(p)
+ U = f(t), (4.26)

kde f(t) je funkce času t a v2 = vx
2+ vy

2+ vz
2. Rovnici (4.26), platnou pro nestacionárńı

bezv́ı̌rivé prouděńı, nazýváme Bernoulliho rovnice. Pro nestlačitelné kapaliny lze psát

∂Φ

∂t
+

v2

2
+

p

ρ
+ U = f(t).

Z Bernoulliho rovnice lze hydrodynamický tlak vyjádřit, pokud známe rychlost́ı potenciál
Φ. V př́ıpadě stacionárńıho prouděńı stlačitelné kapaliny vypadá Bernoulliho rovnice
následovně

v2

2
+

∫
dp

ρ(p)
+ U = c, (4.27)

přičemž c je libovolná konstanta. Rychlostńı potenciál nezáviśı na čase a jeho derivace je
tedy nulová. Pro př́ıpad stacionárńıho prouděńı nestlačitelné kapaliny ṕı̌seme

v2

2
+

p

ρ
+ U = c. (4.28)
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5 Př́ıklady

Aplikujme nyńı odvozené rovnice na několik typových situaćı.

5.1 Kapalina v rotuj́ıćım válci

Uvažujme ideálńı kapalinu, kterou vlijeme do válcové nádoby bez horńıho v́ıka. Celá sou-
stava se nacháźı v gravitačńım poli. Předpokládejme, že pokud je kapalina v klidu, jej́ı
hladina dosahuje výšky z = h. Pokud začneme nádobu otáčet kolem jej́ı svislé osy kon-
stantńı úhlovou rychlost́ı ω = dϕ

dt
, hladina kapaliny ve středu nádoby poklesne a při okraji

nádoby stoupne nad výšku h. Úkolem je stanovit tlak ve všech mı́stech kapaliny a zjistit,
jaký tvar hladina kapaliny při otáčeńı nádoby zauj́ımá.

R

h H

h0

z

r

Obrázek 5: Kapalina v rotuj́ıćı nádobě

V tomto př́ıpadě dobře poslouž́ı válcové souřadnice

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z.

Vı́me, že k pohybu docháźı ve směru souřadnice ϕ, proto

vr = 0, vz = 0, v = vϕ = r
dϕ

dt
= r ω.

Potenciál gravitačńı śıly U = g z, kde g je t́ıhové zrychleńı. Potom Eulerovy rovnice maj́ı
tvar

ω2 r −
1

ρ

∂p

∂r
= 0, (5.29)

∂p

∂ϕ
= 0, (5.30)

g +
1

ρ

∂p

∂z
= 0. (5.31)
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Z rovnice (5.30) vyplývá, že p nezáviśı na ϕ. Z rovnice (5.29) integraćı dostaneme

p(r, z) =
ρ

2
ω2 r2 + f(z),

kde f(z) je funkce výšky. Vyjádřený tlak dosad́ıme do rovnice (5.31) a uprav́ıme

f ′(z) = −ρ g ⇒ f(z) = −ρ g z + c.

Dostáváme tlak

p =
ρω2 r2

2
− ρ g z + c. (5.32)

Vı́me, že tlak na povrchu kapaliny je roven atmosferickému tlaku p0. Odtud dostaneme
rovnici povrchu kapaliny

z =
ω2 r2

2 g
−

p0

ρ g
+

c

ρ g
=

ω2 r2

2 g
+ h0, (5.33)

kde

h0 =
1

ρ g
(c− p0) (5.34)

je výška nejnižš́ıho bodu povrchu kapaliny ve středu válcové nádoby.
Śıla p̊usob́ıćı na dno válce v klidu o poloměru R je podle vztahu pro hydrostatický

tlak
p = π R2 (p0 + ρ g h).

Odtud dosazeńım a vypočteńım dostaneme

π R2 (p0 + ρ g h) =

∫
2π

0

∫ R

0

p r dr dϕ =

∫
2π

0

∫ R

0

(
ρω2 r2

2
− ρ g z + c

)
dr dϕ =

= π R2

(
ρω2 R2

4
+ c

)
.

Z předešlé rovnosti vyjádř́ıme konstantu c

c = p0 + ρ g h−
ρω2 R2

4
,

dosad́ıme do rovnice (5.34) a źıskáme hodnotu nejnižš́ıho bodu hladiny kapaliny při rotaci
válce

h0 = h−
ω2 R2

4 g
.

Vypočtené hodnoty c a h0 dosad́ıme do rovnice hladiny (5.33) a rovnice tlaku (5.32)

z = z(r) = h+
ω2

2 g

(
r2 −

R2

2

)
, (5.35)

p = p(r, z) = p0 + ρ g (h− z) + ρ
ω2

2

(
r2 −

R2

2

)
.

Z rovnice (5.35) poznáme, že hladina má tvar rotačńıho paraboloidu, jehož osa je osa
válcové nádoby. Znázorněńı hladiny kapaliny a pr̊uběh tlaku je vidět na obrázćıch 6 a 7.
Dále z rovnice (5.35) je vidět, že pokles hladiny v r = 0 je roven jej́ımu zvýšeńı v r = R

H − h = h− h0 =
ω2 R2

4 g
.
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Obrázek 6: Plocha hladiny vody v rotuj́ıćı nádobě při hodnotách R = 5, H = 30, h = 10,
ω = 10 a g = 9.81.
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Obrázek 7: Znázorněńı pr̊uběhu tlaku při hodnotách R = 5, H = 30, h = 10, ω = 10,
g = 9.81 a ρ = 1000.
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5.2 Kapalina vytékaj́ıćı z nádoby

Uvažujme velkou nádobu v gravitačńım poli, která je naplněna ideálńı kapalinou. Hla-
dina kapaliny necht’ se neměńı. Toho lze dosáhnout tak, že budeme kapalinu do nádoby
pr̊uběžně dolévat. Na boku spodńı části nádoby ve vzdálenosti h od hladiny je otvor,
kterým kapalina vytéká do okolńıho tlaku. Okolńı tlak prostřed́ı je p0, rychlost na hla-
dině kapaliny je v0 a plocha hladiny S0. Pr̊uřez otvoru označme S a neznámou výtokovou
rychlost v. Označme bod 0 na hladině a bod 1 u výtoku kapaliny z nádoby podle obrázku
8 .

h

g

0 - p0, v0, S0

1 - p0, v, S

Obrázek 8: Nádoba naplněná kapalinou, která vytéká malým otvorem

Mezi body 0, 1 lze sestavit Bernoulliho rovnici (4.26), která přejde d́ıky nestlačitelnosti
kapaliny a stacionárńımu prouděńı na rovnici (4.28). Můžeme psát

v2

2
+

p0

ρ
− g h =

v2
0

2
+

p0

ρ
. (5.36)

Pro bod 0 a 1 můžeme vytvořit rovnici kontinuity

v0 S0 = v S,

a tedy

v0 = v
S

S0

. (5.37)

Dosazeńım (5.37) do Bernoulliho rovnice (5.36) a po úpravě dostáváme vyjádřeńı
pro výtokovou rychlost

v =

√√√√
2 g h

1−
(

S
S0

)2
. (5.38)

V př́ıpadě, kdy se jedná o velkou nádobu s rozsáhlou plochou hladiny S0 a malým
otvorem je výraz

S

S0

bĺızký nule. Jeho zanedbáńım přejde výpočet výtokové rychlosti z (5.38) na

v =
√
2 g h,

což je známý Torricelliho vzorec pro výpočet výtokové rychlosti.
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5.3 Plyn vytékaj́ıćı z nádoby

Uvažujeme velkou nádobu, ve které se nacháźı ideálńı plyn o tlaku p0 a hustotě ρ0. Plyn
adiabaticky vycháźı z nádoby do okolńıho tlaku p1 přes malý otvor, přičemž rychlost
úniku je konstantńı. Protože nádoba je dostatečně velká, je v ńı možné zanedbat rychlost
pohybu plynu v0 = 0. Označme si bod 0 ve velké nádobě a bod 1 na výtoku plynu
z nádoby. Pro jednoduchost zanedbejme gravitaci.

0 - p0, v0, ρ0

1 - p1, v1, ρ1

Obrázek 9: Nádoba naplněná ideálńım plynem, který vytéká malým otvorem do vněǰśıho
prostřed́ı

Dı́ky konstantńı výtokové rychlosti se jedná o stacionárńı prouděńı. Protože jde o plyn,
nelze hustotu ρ považovat za konstantńı a mezi body 0 a 1 lze napsat Bernoulliho rovnice
(4.27) ve tvaru

v2
1

2
=

∫ p0

p1

dp

ρ
. (5.39)

Jelikož se jedná o adiabatický děj, můžeme hustotu vyjádřit ze stavové rovnice pro adia-
batický děj (2.10)

p0

ρκ
0

=
p

ρκ
,

ρ = ρ0

(
p

p0

) 1

κ

. (5.40)

Dosazeńım (5.40) do Bernoulliho rovnice (5.39) dostáváme

v2
1

2
=

∫ p0

p1

dp

ρ
=

1

ρ0
p

1

κ

0

∫ p0

p1

p−
1

κ dp =
κ

1− κ

p0

ρ0

[
1−

(
p1

p0

)κ−1

κ

]
. (5.41)

Z upravené rovnice (5.41) dostáváme výpočtový vzorec pro výtokovou rychlost

v1 =

√√√√ 2κ

κ− 1

p0

ρ0

[
1−

(
p1

p0

)κ−1

κ

]
.
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6 Závěr

Ćılem práce bylo shrnout problematiku prouděńı ideálńıch kapalin a ideálńıch plyn̊u a řešit
několik typových př́ıklad̊u. Prouděńı kapalin se zjednodušuje jejich nestlačitelnost́ı, ideálńı
plyny jsou stlačitelné a tedy je potřeba sestavit v́ıce rovnic pro řešeńı problémů tekoućıch
plyn̊u.

Uvedli jsme čtyři základńı rovnice pro popis prouděńı ideálńıch kapalin a pět základńıch
rovnic pro popis prouděńı ideálńıch plyn̊u. Tyto rovnice jsou nezbytné k určeńı neznámých
parametr̊u při prouděńı jak ideálńı kapaliny, tak ideálńıho plynu. V praxi se ve většině
př́ıpad̊u hledá rychlost prouděńı, např. při vytékáńı z nádob, potrub́ı apod. Neznámé jsou
ve trojrozměrném prouděńı tři složky rychlosti. Dále je někdy třeba určit tlak v určitém
mı́stě prouděńı nebo pokles tlaku při prouděńı zužuj́ıćım se potrub́ım.

Odvodili jsme také válcové souřadnice, které se využ́ıvaj́ı při řešeńı problémů v praxi,
kde kapalina i plyn proud́ı většinou válcovými tělesy. Válcové souřadnice umožňuj́ı lépe
uchopit a řešit úlohy, značně se zjednoduš́ı a zkrát́ı výpočty úloh. Analogicky bychom
postupovali při odvozeńı a aplikaci sférických souřadnic.

Při řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u jsme využili Eulerovy rovnice, Bernoulliho rovnici,
rovnici kontinuity i stavovou rovnici ideálńıho plynu. Zákony, které jsou popsány těmito
rovnicemi, jsou základem pro pochopeńı prouděńı a pro řešeńı mnoha úloh, které se vy-
skytuj́ı v běžném životě.

Pokud bychom řešili situaci s reálnými kapalinami či plyny, uvedené rovnice poslouž́ı
jako základ, ale je potřeba je upravit. Při prouděńı reálných tekutin docháźı vlivem třeńı
mezi tekutinou a okoĺım (např. potrub́ım) a vlivem vnitřńıho třeńı tekutiny ke ztrátám.
Veličina, která popisuje reálné tekutiny a vystupuje ve výpočtu ztrát je tzv. viskozita. Vli-
vem třeńı se také měńı rychlostńı profil prouděńı, tj. na stěnách potrub́ı je rychlost nulová,
uprostřed potrub́ı je rychlost maximálńı. Potom je potřeba řešit úlohy s tzv. středńı rych-
lost́ı. Celkově, při řešeńı úloh o reálných kapalinách a plynech je nutné uvažovat ztráty,
které se v př́ıpadě ideálńıch tekutin nevyskytuj́ı.
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